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Ubungen zur Analysis 3
L6sung

4.1e Abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Es sei i ein MaBl. Zeigen Sie, dass jede
abzdhlbare Vereinigung von p-Nullmengen wieder eine pu-Nullmenge ist.

Losung

Dies folgt unmittelbar aus der Subadditivitdt von Maflen, denn fiir Nullmengen N;,7 € N
und B; DO N; mit p(B;) =0 gilt U;B; D U;N; und

n(UiB;i) < Z p(Bi) = Z 0=0.

4.2 Vervollstindigung von Maflrdumen.

Es sei (€2, A, 1) ein Mafiraum und die o-Algebra flu und das MaB /i : flu — [0, 00| hieraus
wie im Fortsetzungssatz von Carathéodory konstruiert. Weiter sei

A:={AAN|Ae A, N CQ, N ist eine u-Nullmenge}.

A= flu, falls p endlich ist.

(e) Zeigen Sie an Hand des Gegenbeispiels Q = {0,1}, A = {0, Q}, u(0) =0, p(Q) = oo,

)

¢) Die Einschriinkung von /i auf A ist vollstéindig.
)
) L Sie 2

dass A # A, moglich ist.

Der Mafiraum (Q,fl,ﬂu) wird Vervollstindigung von (€2, A, 1) genannt.
Losung

Bermerkung. Sei N C B eine Nullmenge, B € A, u(B) = 0. Dann ist AAN = (A\ BU
(ANB)\N))UN\Aec Aund A\Be A, (ANB)\ NUN \ A C B eine Nullmenge.
Umkehrt lidsst sich fir A € A, N’ C B’ Nullmenge, jedes A’ U N’ schreiben als A’AN
mit N = (A’)°N N’ Nullmenge. D. h. A= {AUN|A € A, N Nullmenge}.

(a) 0 € Aist klar. Fir AUN € A, NC B Nullmenge, ist auch (AU N)® = ((AU B) \
(AN B\ N))® = (A°nB)uU(A°N B\ N) € A. Schliellich ist mit 4.1 auch die

abzéhlbare Vereinigung von Elementen in A wieder in A.



(b) Da A, eine o-Algebra ist und nach dem Satz von Carathéodory A C A, sowie alle
Nullmengen in 4, enthalten sind, ist auch AUN € A, fiir AUN € A beliebig.

(¢) Sei N M e A, jp(M) =0, dann ist nach 1.57.5 N € flu und nach 1.57.6 gibt es
B, Neo(A)=ACA: NCB, iB)<oo, if(N')=0, B\ N C N'". Es folgt
sofort N =B\ (B\ N) mit B\ N =0U(B\ N) € A y-Nullmenge, also N € A.

(d) Analog zu (c) folgt mit 1.57.6 aus A € A, fi(A) = p*(A) < oo bereits A € A.!

(e) Esist A = A, da die einzige Nullmenge () ist. Aber wegen p*({0}) = p*({1}) = oo
ist A, = P(Q).

4.3 Regularitit der Lebesgue-Stieltjes-Mafle. Es sei f : R — R monoton steigend und
rechtsstetig und fif : flﬂ ; — [0, 00] das zugehérige (vollstéandige) Lebesgue-Stieltjes-Maf.
Zeigen Sie: Zu jedem A € AM mit A C R und fi(A) < oo und jedem e > 0 gibt es
eine offene Menge B C R und eine kompakte Menge K C R mit K € A C B und
fp(B) —e < fif(A) < if(K) + €. (Eine analoge Aussage gilt auch fiir das n-dimensionale
Lebesguema$.)

Lassen Sie sich dabei durch Ideen aus dem Beweis des Carathéodoryschen Fortsetzungs-
satzes motivieren.

Losung

Sei € > 0 und zunéchst A = (a, b ein halboffenes Intervall. Da f rechtsstetig ist, existiert
ein 0 > 0, so dass f(a+9d) — f(a) <eund f(b+9)— f(b) < e. Wéhle K = [a + 4, b] und
B = (a,b+6). Da jiy auf der von den halboffenen Intervallen erzeugten Mengenalgebra
A mit gy iibereinstimmt, gilt

fg(B) = pig(A) = (f(b+0) = f(a)) = (f(b) = fla)) = f(b+0) — f(b) <e

und analog

fig(A) = iy () = (f(b) = f(a)) = (f(b) = fla+0)) = fla+ ) — fla) <e

Also ist fif reguldr auf den halboffenen Intervallen.

Da wir jede endliche Vereinigung von halboffenen Intervallen bereits als disjunkte Ver-
einigung halboffener Intervalle schreiben konnen, folgt, dass ji; auch auf A regulér ist,
denn: Sei A = Hle(ai, b;) und K; C (a;,b;] C B; mit K; kompakt und B; offen und

. N € . . €

furl(ais b)) = g (Ko) < 0 fy(Bi) = fug (@, bi]) < 7.
Dann ist K := U;K; als endliche Vereingung von Kompakta wieder kompakt und B :=
U; B; wieder offen. Ferner gilt sind die K; nach Voraussetzung paarweise disjunkt (denn
die Intervalle (a;, b;] sind paarweise disjunkt) und damit gilt

! endlich impliziert x* endlich nach Definition von u*.



4.4¢

4.5

Analog gilt
k
g (B) = ip(A) < D (p(B) — s (a3, ) < e
i=1
Die Behauptung der Aufgabe folgt nun aus

Lemma: Sei p ein reguldrer o-stetiger Inhalt auf einer Mengenalgebra A iiber einem
topologischen Raum €). Dann ist auch das zugehorige duere Mafl p* auf P(2) regular.

Beweis: Seien A C P(Q2) und € > 0 vorgegeben und seien A; € A eine aufsteigende
Kette mit A C U;A; und lim; p(A4;) — p*(A) < ¢/3. Aufgrund der Regularitét von p auf A
existieren zu jedem i € N eine kompakte Menge K; C A; und eine offene Menge B; D A;
mit

€ €

u(A4;) — p(K;) < 3 1(B;) — p(A;) < 3

Sei nun I € N hinreichend grof8 gewahlt, so dass lim; pu(A4;) — p(A;) < ¢/3. Dann gilt
p(A) = u(Kr) < [pr(A) = Timp(As)] + i po(Ai) = p(An] =+ |p(Ar) — p(K7))|
e, e,
37373 °

Also ist K := K eine kompakte Menge mit der gewiinschten Eigenschaft.

Setze nun B := U;B;. Dann ist A C B wieder offen (aber nicht notwendig B € A) und
B; 1 B und aufgrund der o-Stetigkeit von p* gilt p*(B) = lim; p(B;). Wahle nun I € [
so grof}, dass auch p*(B) — pu(Br) < § gilt. Dann ist

p(B) = p(A) = lim i (B;) — " (A)
< lim u(B:) = p(B)| + |(Br) — p(An)| + [(Ar) = (A)]

<3+3+§:

Also ist B eine offene Menge mit der gewiinschten Eigenschaft. O

Es sei f:{1,2,3} — {4,5,6}, f(1) =4, f(2) =5, f(3) = 5. Berechnen Sie f~[{5,6}].
Existiert die Umkehrabbildung f~!:{4,5,6} — {1,2,3}?

Losung

Esist f71({5,6}) = {2,3} und f ist weder in- noch surjektiv.

Vertriglichkeit der Urbildabbildung mit Mengenoperationen. Es sei f :  — ¢
eine Abbildung, A, B C Q' und (A;);c; eine Familie von Teilmengen von €. Zeigen Sie:

(a)e fHQY] =,

(b) fAUB] = fHAJUf B,

(c)e Aus AN B =0 folgt f~ [A]ﬂf 1B =0,
(d) f7ANB] = [THAN f(B),

(e)e fHYN\ Bl =0\ f[B],

() F 7 [Nier As] = My £ A, falls T # 0.



Im Gegensatz zur Urbildabbildung vertrigt sich die Bildung des Bildes nicht so gut mit
Mengenoperationen. Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dass f[C'\ D] # f[C]\ f[D]
moglich ist.

Losung

(a) ist klar, denn Q C f1[Q] wegen f(Q2) C ' und wegen f~[Q'] C Q folgt Gleichheit.

(b)
v€ fAUB] & f(z) € Aoder f(x) € Bexc fHAUf B

(c) Angenommen z € f~![A] N f7'[B], dann wire f(z) € AN B = (. Widerspruch.
(d)
v fHAI\fB]e f(r) e Aund f(z) ¢ B< f(z) € A\B<xzc f'[A\ B].
(e)
r€Q\f'Ble f(r)¢Be flx) e X\ Bexe fQ\ B
(f)

T € Nierf A & f() e AViel &€ fNierAi].

Fiir f:{1,2} — {1} und C' = {1}, D = {2} gilt offensichtlich f[C'\ D] = {1}, aber
FICINFID] = {13\ {1} = 0.



