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Ubungen zur Analysis 3

Bitte markieren Sie auf Ihrer Losung zwei Aufgaben, die bevorzugt korrigiert werden sollen.
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Abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Es sei p ein Mafi. Zeigen Sie, dass jede
abzéhlbare Vereinigung von p-Nullmengen wieder eine p-Nullmenge ist.
Vervollstiandigung von Mafirdumen.

Es sei (€2, A, 1) ein Mafiraum und die o-Algebra Au und das Maf /i : flu — [0, 00| hieraus
wie im Fortsetzungssatz von Carathéodory konstruiert. Weiter sei

A:={AAN|Ae A, N CQ, N ist eine pu-Nullmenge}.
Zeigen Sie:

(a) A ist eine o-Algebra iiber €.

(b) AC A,.

(c) Die Einschréankung von i auf A ist vollstindig.

(d) A= A,, falls u endlich ist.

(e) Zeigen Sie an Hand des Gegenbeispiels Q = {0, 1}, A = {0, Q}, u(0) = 0, u(Q2) = oo,
dass A # A, moglich ist.

Der Mafiraum (Q,.,Zl,/lu) wird Vervollstindigung von (€2, A, 1) genannt.

Regularitit der Lebesgue-Stieltjes-Mafie. Es sei f : R — R monoton steigend und

rechtsstetig und jiy : A,, — [0, 00] das zugehérige (vollsténdige) Lebesgue-Stieltjes-Maf.

Zeigen Sie: Zu jedem A € AW mit A C R und /i(A) < oo und jedem e > 0 gibt es

eine offene Menge B C R und eine kompakte Menge K’ € R mit K € A C B und

fr(B) —e < fif(A) < if(K) + €. (Eine analoge Aussage gilt auch fiir das n-dimensionale

Lebesguemaf.)

Lassen Sie sich dabei durch Ideen aus dem Beweis des Carathéodoryschen Fortsetzungs-
satzes motivieren.

Es sei f:{1,2,3} — {4,5,6}, f(1) =4, f(2) =5, f(3) = 5. Berechnen Sie f~[{5,6}].
Existiert die Umkehrabbildung f~!:{4,5,6} — {1,2,3}?

Vertriglichkeit der Urbildabbildung mit Mengenoperationen. Es sei f: Q — Q’
eine Abbildung, A, B C Q' und (A;);c; eine Familie von Teilmengen von €. Zeigen Sie:

(a)e fTHQ] =0,
(b) fHAUB]=fAlU B,
(c)e Aus AN B =0 folgt f~A]n f~1[B] =0,
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(d) fTHANB] = AN B
(e)e [T\ Bl =Q\ f7[B],
() 7 [Mier Ai] = Mgy £ [Ad], falls T # 0.

Im Gegensatz zur Urbildabbildung vertriagt sich die Bildung des Bildes nicht so gut mit

Mengenoperationen. Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dass f[C'\ D] # f[C] \ f[D]
moglich ist.

Abgabe:“ Bis spétestens Montag, den 11.11.2013, 11:00 Uhr, durch Einwurf in den entspre-
chenden Ubungskasten.



Priasenzaufgaben zu Blatt 4

T4.1 Es sei (€2,.A) ein messbarer Raum und 4, das Dirac-Maf in einem Punkt a €  mit
{a} € A. Uberzeugen Sie sich davon, dass die Vervollstandigung von (2,.4,4,) durch

(Q,P(2),0d,) gegeben wird, wobel wir das Dirac-Maf§ auf dem vergréfierten Definitions-
bereich P(§2) O A wieder mit J, bezeichnen.

T4.2 Vertriglichkeit der Urbildabbildung mit Mengenoperationen. Es sei f: Q —
eine Abbildung, A, B C Q' und (A4;);c; eine Familie von Teilmengen von . Zeigen Sie:

(a) f7HO] =0,
(b) fTHANB] = f7HA]n f7[B],

(c) f7! [Uie] Ai} = Uz’e[ fHA

Im Gegensatz zur Urbildabbildung vertragt sich die Bildung des Bildes nicht so gut mit
Mengenoperationen. Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dass f[C' N D] # f[C] N f[D]
moglich ist.

Aufgaben mit einem ,, T* werden iiblicherweise in den Tutorien als Prisenzaufgaben ge-
stellt. Entsprechend sind diese Aufgaben nicht abzugeben, sie werden nicht korrigiert
und es werden keine Musterlosungen dazu veroffentlicht. Aufgaben mit einem ,&“ haben
eine kurze Losung. Aufgaben mit einem ,,*“ sind oft schwierig und/oder zeitaufwendig.



