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Ubungen zur Analysis 3

2.1e (0-)Subadditivitét.

(a) Esseip ein Inhalt auf einer Mengenalgebra A. Zeigen Sie: Fiirn € Nund Ay, ..., A, €

A gilt
Iz <U Aj) <D ulAy).
et =1

(b) Nun sei u sogar ein Maf3 auf einer o-Algebra A. Zeigen Sie: Ist (A, ),en eine Folge

mit Werten in A, so gilt
K (U An) < ZM(An>'

neN neN

2.2 Es sei ) = R. Zeigen Sie, dass folgende Mengensysteme &, &, E3, & alle die gleiche
o-Algebra A iiber R erzeugen:
(a) & ={la,b]| a,b € RU{£oo},a < b} sei die Menge der offenen Intervalle.
(b) & ={[a,b]| a,b € R,a < b} sei die Menge der kompakten Intervalle.

(¢) & = {] — o0,a]| a € R} sei die Menge der linksseitig unendlichen abgeschlossenen
Intervalle.

(d) € ={]a,b)NR| a,b € RU {£o0}}
2.3 Zeigen Sie, dass die folgenden Teilmengen von R Borelmengen sind:

(a) Qund R\ Q,

(b> UnGN[#’ n2;+1}7

(c) die Menge A aller Zahlen x € [0,1], in deren Dezimaldarstellung eine Ziffer “3”
vorkommt,

(d) die Menge B aller Zahlen x € [0, 1], in deren Dezimaldarstellung unendlich oft die
Ziffer “3”, aber nur endlich oft die Ziffer “4” vorkommt.

2.4 Klassifizierung von o-Algebren auf abzihlbaren Mengen. (Fortsetzung von
Aufgabe 1.3)

(a) Es sei Q eine endliche oder abzéhlbar unendliche Menge, ¥(£2) das Mengensystem
aller ¥-Algebren dariiber, und TI(§2) das Mengensystem aller Partitionen dariiber.
Beweisen Sie, dass die Abbildung part : 2(Q) — II(Q2), A +— part(A) aus Ubung
1.6 und die Abbildung o : II(2) — X(€2), € — o(€) zueinander inverse Bijektionen
sind.

(b) Zahlen Sie alle o-Algebren auf der Menge 2 = {1,2, 3,4} auf.



2.5 Produkte von Mengenalgebren und Inhalten. Fiir j = 1,2 seien {2; eine Menge, A;
eine Mengenalgebra dariiber und p; : A; — [0, 0o] ein Inhalt. Weiter sei 2 = € x Qy und
A die Menge aller endlichen Vereinigungen von Rechtecken A; x Ay mit Seiten A; € A,
und A, € A,. Zeigen Sie:

(a) Jedes Element von A kann als endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Recht-
ecken A; x A, mit Seiten A; € A; und A, € Ay dargestellt werden.

(b) A ist eine Mengenalgebra iiber (2.

(c) Es gibt genau einen Inhalt p : A — [0,00] mit p(A; X As) = p1(Ar)p2(As) fiir
Al € ./41 und A2 € AQ.

Insbesondere gibt es fiir alle n € N genau einen Inhalt p,, auf der Mengenalgebra aller end-
lichen Vereinigungen von Quadern []_,]a;, b;], a; < b; in [—o0, 0o}, mit u(][j_,]a;, bs]) =
[[=i (b — aj).

Abgabe: Bis spitestens Montag, den 28.10.2013, 11:00 Uhr, durch Einwurf in den entspre-
chenden Ubungskasten.



Priasenzaufgaben zu Blatt 2

T2.1 Essei 2 ={1,2,3,4} und € = {{1,2},{1,3}}. Beweisen Sie o(&,2) = P(2). Geben Sie
auch alle Elemente von o({{1,2}},Q) an.

T2.2 Vergleich erzeugter o-Algebren. Es seien ) eine Menge, £ und £ Mengensysteme
iiber (). Beweisen Sie:
(a) Aus & C & folgt 0(€) C a(&).
(b) Ist £ C (&) und & C (&), so folgt o(E) = a(&).

T2.3 Es sei (2,7) ein topologischer Raum, €' € o(7,2) und 7' die Teilraumtopologie auf €’
beziiglich 7. Zeigen Sie

B, T)={AeB(Q,T) ACQ}.

Aufgaben mit einem ,, T* werden iiblicherweise in den Tutorien als Prisenzaufgaben ge-
stellt. Entsprechend sind diese Aufgaben nicht abzugeben, sie werden nicht korrigiert
und es werden keine Musterlosungen dazu veroffentlicht. Aufgaben mit einem ,&“ haben
eine kurze Losung. Aufgaben mit einem ,,*“ sind oft schwierig und/oder zeitaufwendig.



