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Ubungen zur Analysis 3
L6sung

Es sei A eine Mengenalgebra und A, B € A. Zeigen Sie: AN B, A\ B, AAB € A, wobei
AAB = (A\ B)U(B\ A).

Loésung:

Nach Definition 1.1, 2. und 3. folgt sofort AN B = (A°U B°)¢, A\ B = (A°UB)° € A.
Ebenso folgt AAB € Aaus A\ B, B\ A€ Aund 3.

Es sei 2 =la,b], wobei a,b € RU {Z+oo} mit a < b. Wir betrachten das Mengensystem
A(Ja,b]), bestehend aus allen endlichen Vereinigungen (J;_,]a;, b;], n € No, von halboffe-
nen Intervallen |a;, b;] Cla, b] mit a < a; < b; <b.

(a) Uberzeugen Sie sich davon, dass sich jedes A € A(]a, b]) als eine endliche Vereinigung
A =Uj_]aj, bj], n € Ny, von paarweise disjunkten Intervallen a;, b;] schreiben lasst.

(b) Uberzeugen Sie sich auch davon, dass solch eine Darstellung von A eindeutig be-
stimmt ist, wenn man zusétzlich a < a; < by < a3 < by < ... < a, < b, <b
fordert.

(c) Zeigen Sie, das A(]a, b]) eine Mengenalgebra bildet.

(d) Folgern Sie, dass auch A(R) := {ANR| A € A(] — 00, 0])} eine Mengenalgebra
bildet.

(e) A(]a,b]) ist keine o-Algebra. Geben Sie zur Illustration hiervon (ohne Beweis) eine
Folge (4;)jen mit Werten in A(]a, b]) an, fiir die ;o 4; ¢ A(Ja, b]) gilt.

Loésung:

(a) Sei A = Uj_,la;,b;]. Wir behaupten, dass wir A durch Wiederholung der folgenden
zwei Schritte als disjunkte Vereinigung halboffener Intervalle schreiben kénnen:

(a) Zerlegen zweier sich schneidender Intervalle in disjunkte Inveralle.

(b) Entfernen von Intervallen die vollsténdig in anderen enthalten sind.
Um dies moglichst transparent zu begriinden, nennen wir eine endliche Menge von halb-
offenen Intervallen D(A) = {I4,...,I;} eine Darstellung von A, falls A = Uy I. Und mit

s(D(A)) bezeichen wir die Anzahl der sich schneidenden Intervalle in der Darstellung
D(A). Unser ziel ist es eine Darstellung mit s(D(A)) = 0 zu finden.

Da A Vereinigung endlich vieler Intervalle ist, gibt es auch nur endlich viele Intervalle die
sich schneiden. Es ist also stets s(D(A)) < oo.

Sei Do(A) = {la1,b1],...,]an, by]}. Wenden wir (b) auf Dg(A) an, erhalten wir eine Dar-
stellung Dy (A) mit s(D;(A)) < s(Dgy(A)). Falls s(D;(A)) = 0 sind wir fertig. Falls nicht
existieren |a;, b;] und |a;,b;] in D1(A) mit nichtleerem Schnitt. Ohne Einschrénkung sei
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a; < aj und b; < b; (sonst liegt ein Intervall in dem anderen). Ersetze nun |a;, b;] und
laj, b;] durch ]a;, b;] und bezeichne die resultierende Darstellung mit Dy(A). Dann gilt
s(Dy(A)) < s(Dy(A)).

Anwenden von (b) liefert D3(A) mit s(D3(A)) < s(D2(A)). Da Dy(A) endlich war, bricht
dieser Prozess nach endlich vielen Schritten ab.

(b) Wir zeigen zuerst, dass eine solche Darstellung immer existiert. Dazu sei A = [];]a;, b;]
eine Darstellung durch disjunkte Intervalle, deren Existenz wir in (a) bewiesen haben.
Falls bj = Qj41 SO ersetze ]aj, bj]U](lj_H, bj+1] durch ]aj, bj+1].

Seien also A = Ujla;, b;] = Udaj,b;] zwei Darstellungen mit a < a1 < by < ap < by <

<y < b, <bbzw.a < adf <V <a, <V, <..<a, <D, <> Dann gilt
offensichtlich a; = @} und b, = b),. Angenommen b; # b}, d.h. ohne Einschrankung
by < b). Wegen b; < ay liegt dann fiir hinreichend kleines € > 0 der Punkt by + ¢ nicht

i£1 Ula;, b;], aber in Ula’, b’]. Widerspruch! Also ist b; = 0}. Wir kénnen jetzt analog fiir

iV
A = Ujxoay, bj] = Ujsolal;, b] argumentieren und erhalten induktiv a; = a; und b; = b
fiir alle 7.

(¢) Mit der Definition U)_;|a;, b;] := () erhalten wir ) € A(Ja, b]).

Sei A = Ua;,b;] mit a; < by < as < ... < by, Dannist A° =]a, a1]U]be, az] U. . .]b,, b]. Die
Abgeschlossenheit unter endlichen Vereinigungen ist offensichtlich.

(d) Esist § € AR). Fiir A:=CNR € AR) mit C € A(] — 00, o0]) ist | — 00, 00] \ C' =
AU ({oo}\ CN{x}) € A(] — 00, 00]) und somit A¢ = (] — 0o,00] \ C)NR € A(R). Mit
dem Distributivgesetz fiir N, U folgt aus A := CNR, B:= DNR € A(] — o0, 0]) bereits
AUB=(CNR)U(DNR)=(CUD)NR € AR).

(e) Fiir jede Menge A € A(Ja,b]) gilt entweder b € A oder [b —e,b] N A = () fiir ein
hinreiched kleines ¢ > 0. Es ist aber U,]a, b — %] =la, b].

Partitionen und o-Algebren iiber abzihlbaren Mengen. Es sei () eine endliche
oder abzdhlbar unendliche Menge und A eine o-Algebra dariiber. Fiir jedes w € €2 sei
Alw):={neQVBe A: we B=nec B}. Zeigen Sie:

(a)e Berechnen Sie A(w) fiir @ = {1,2,3}, A= {0,9Q,{1},{2,3}} und alle w € Q.

Fiir alle w € Q ist w € A(w) € A.

Fiir alle w,n € Q gilt A(w) = A(n) oder A(w)NA(n) = (). Das abzihlbare Mengensy-
stem part(A) := {A(w)| w € Q} bildet also eine Partition von €2, also eine Zerlegung
von () in nichtleere paarweise disjunkte Mengen.

(d) Zeigen Sie fir alle B C Q, dass B € A genau dann gilt, wenn B sich als eine
Vereinigung von Elementen von part(.A) darstellen l&sst.

Losung:

(a)e Esist A(1) = {1} und A(2), A(3) ={2,3}.



(b) Aus der obigen Schreibweise von A(w) ist w € A(w) sofort klar.

Da eine o-Algebra nur unter abzdhlbaren Schnitten abgeschlossen ist, die Menge
Aw) = {B € A | w € B} aber potentiell iiberabzihlbar ist, folgt
Alw) = ﬂ B € A also nicht unmittelbar.

BeA(w)
Die Behauptung A(w) € A bedeutet insbesondere, dass A(w) € A(w). Wir nutzen
nun das Zornsche Lemma, um A(w) € A(w) zu finden:

Lemma (Zornsches Lemma). Jede partiell geordnete Menge, in der jede total geord-
nete Teilmenge eine obere Schranke hat, besitzt ein maximales Element.

Als partielle Ordnung auf A(w) wihlen wir A < B :< A 5 B. Sei also {B;}ics eine
total geordnete Teilmenge, d.h. fiir B;, By, € { B, }cs gilt stets B; C By, oder By, C B;.
Dann kann I hochstens so viele Elemente wie €2 enthalten und ist damit hochstens
abzéhlbar. Da eine o-Algebra unter abzéhlbaren Schnitte abgeschlossen ist, ist also
auch NierB; € A und wegen w € B; fiir alle i € I gilt sogar N;e;B; € A(w). Da
offensichtlich NM;erB; C By fiir alle k € I, ist N;er B; eine obere Schranke von { B, }icr.
Also besitzt A(w) ein maximales Element C'.

Angenommen C # A(w). Dann existiert ein B € A(w) mit BN C C C. Da aber
BNC € A(w) ist dies ein Widerspruch zur Maximalitidt von C. Also ist C' = A(w) €
A.

(c)! Wenn A(w) # A(n) dann ist o. B. d. A. A(w) N A(n) € A(w) und da A(w) € A
minimal ist mit w € A(w) (siehe (b)) folgt w ¢ A(w) N A(n) € A und damit auch
Aw) C A(w)*UA(n) = Alw) C A(n)° = A(w) N A(n) = 0.

(c)? Sei 7 € A(w) N A(n). Es ist zu zeigen, dass A(w) = A(n). Dazu zeigen wir, dass
A(w) = A(7) und analog A(n) = A(7).

C
=z
A

Es gilt
=(B= () B> () B=A4)
BeA BeA BeA
weB w, TEB TEB

Angenommen A(7) C A(w). Dann existiert B € A mit 7 ¢ B > w. Damit ist aber
auch B° € Aund 7 ¢ B° 5 w im Widerspruch zu 7 € A(w). Folglich ist A(7) = A(w).

(d)! ,,<* ist klar nach Teil (b) - A(w) € A. Umgekehrt folgt aus B € A schon B C
Upes A(b) und wegen b € A(b) C B € A fiir alle b € B, schon B = |J,.5 A(D).

(d)? Es ist zu zeigen:
B € A< B = U,cc,A(w) fiir eine Teilmenge Cp C €.

“<”. B € Aist in diesem Fall klar, denn Cp ist hochstens abzihlbar.
“=": Wir behaupten, dass in diesem Fall B = U,cpA(w) gilt.
Es geniigt zu zeigen, dass A(w) C B fiir alle w € B. Das ist aber klar, denn

Aw)=()=()nBCB.

CecA CeA
wel wel

Bemerkung: Fur die Teilaufgaben (c¢) und (d) finden Sie zwei unterschiedliche Formulie-
rungen der jeweiligen Losung.



1.4 Elementare Eigenschaften signierter Mafle. Es sei i ein signiertes Mafl oder ein
Inhalt auf einem Ereignisraum (€2, .A). Beweisen Sie fiir A, B,C € A:

AU B) + p(AN B) = u(A) + u(B),

A\ B) +u(B) = w(B\ A) + u(A),

A\ B) + u(B) = u(A), falls B C A,

AUBUC)+u(ANB)+u(BNC)+pu(CNA) = p(A)+u(B)+u(C)+u(ANBNCO).

b

(c
(d

(a) p(
(b)
) i
) i
Loésung:

(c) Esist A= (B\ A)]] A und damit aufgrund der Additivitéit von u: p(A) = u(B) +
w(A\ B). Falls u(B) endlich ist, folgt sogar u(A\ B) = u(A) — u(B). (Ansonsten ist die
linke Seite eventuell co — oo und damit nicht definiert.)

(a) Falls u(A N B) = oo ist insbesondere p(A) = oo und damit steht auf beiden Seiten
der Gleichung oo und es ist nichts zu zeigen. Ist u(A N B) < oo folgt aus AU B =
ATIB\ (AN B), dass p(AU B) = p(A) + (B \ (AN B)) = p(A) + u(B) — p(AN B),
wobei wir fiir die letzte Gleichung (c) verwendet haben.

(b) Esist A\B][B=AUB = B\ A]] A und die Behauptung folgt aus der Additivitét
von .

(d) Folgt aus wiederholter Anwendung von (a): Falls einer der Terme (AN B), u(BNC)

oder p(A N C) unendlich ist, ist nichts zu zeigen. Ansonsten impliziert (a) die folgenden
drei Gleichungen:

p(AU(BUC)) +pu(AN(BUC)) = u(A) +u(BUC) (1)
w(BUC) +pu(BNC) = pu(B)+ uC) (2)
p(ANB)UANC)+u((ANB)N(ANC))=pu(ANB)+pu(ANC), (3)

wobei (2) bzw. (3) aufgrund der Annahme p(A N B),... < co dquivalent zu

w(BUC) = u(B) +u(C) — (BN C) (4)
WAN(BUC)) = w(ANB) + w(ANC) — (AN BNC) (5)

sind. Die Behauptung folgt nun durch Einsetzen von (4) und (5) in die Gleichung (1).



