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Ubungen zur Analysis 3

1.1e Es sei A eine Mengenalgebra und A, B € A. Zeigen Sie: AN B, A\ B, AAB € A, wobei
AAB =(A\ B)U(B\ A).

1.2 Es sei Q =a,b], wobei a,b € RU {£oo} mit a < b. Wir betrachten das Mengensystem
A(la, b]), bestehend aus allen endlichen Vereinigungen (J;_,]a;, b;], n € No, von halboffe-
nen Intervallen |a;, b;] Cla, b] mit a < a; < b; <b.

(a) Uberzeugen Sie sich davon, dass sich jedes A € A(]a, b]) als eine endliche Vereinigung
A =Uj_laj, bj], n € No, von paarweise disjunkten Intervallen Ja;, b;] schreiben lésst.

(b) Uberzeugen Sie sich auch davon, dass solch eine Darstellung von A eindeutig be-
stimmt ist, wenn man zusétzlich a < a1 < by < as < by < ... < a, < b, <b
fordert.

(c) Zeigen Sie, das A(]a, b]) eine Mengenalgebra bildet.

(d) Folgern Sie, dass auch A(R) := {ANR| A € A(] — c0,00])} eine Mengenalgebra
bildet.

(e) A(]a,b]) ist keine o-Algebra. Geben Sie zur Illustration hiervon (ohne Beweis) eine

Folge (A;)jen mit Werten in A(]a, b]) an, fiir die U,y 4; ¢ A(Ja, b)) gilt.

1.3 Partitionen und o-Algebren iiber abzihlbaren Mengen. Es sei {2 eine endliche
oder abzdhlbar unendliche Menge und A eine o-Algebra dariiber. Fiir jedes w € € sei
Alw):={neQVBe A: we B=nec B}. Zeigen Sie:

(a)e Berechnen Sie A(w) fiir Q = {1,2,3}, A={0,9Q,{1},{2,3}} und alle w € Q.

Fir alle w € Q ist w € A(w) € A.

Fiir alle w,n € Q gilt A(w) = A(n) oder A(w)NA(n) = (). Das abzihlbare Mengensy-
stem part(A) := {A(w)| w € 2} bildet also eine Partition von €2, also eine Zerlegung
von {2 in nichtleere paarweise disjunkte Mengen.

(d) Zeigen Sie fiur alle B C Q, dass B € A genau dann gilt, wenn B sich als eine
Vereinigung von Elementen von part(.A) darstellen ldsst.

1.4 Elementare Eigenschaften signierter Mafle. Es sei i ein signiertes Mafl oder ein
Inhalt auf einem Ereignisraum (£2,.4). Beweisen Sie fir A, B,C € A:

(a) p(AUB)+pu(ANB) = pu(A) + u(B),

(b) u(A\ B)+u(B) = u(B\ A) + u(A),

(¢) (AN B) + pu(B) = p(A), falls B C A,

(d) p(AUBUC)+u(ANB)+u(BNC)+u(CNA) = pu(A)+u(B) +p(C)+u(ANBNC).

Abgabe:“ Bis spétestens Montag, den 21.04.2013, 11:00 Uhr, durch Einwurf in den entspre-
chenden Ubungskasten.



Priasenzaufgaben zu Blatt 1

T1.1e Uberlegen Sie sich, dass man den gleichen Begriff von Mengenalgebren bzw. von o-
Algebren erhilt, wenn man in der Definition die Forderung “1. # € A” durch “1.” Q € A”
ersetzt.

T1.5e Monotonie von Inhalten. Es p ein Inhalt auf einer Mengenalgebra A. Zeigen Sie
w(A) < u(B) fir alle A, B € A mit A C B.

Aufgaben mit einem ,, T* werden iiblicherweise in den Tutorien als Prisenzaufgaben ge-
stellt. Entsprechend sind diese Aufgaben nicht abzugeben, sie werden nicht korrigiert
und es werden keine Musterlosungen dazu veroffentlicht. Aufgaben mit einem ,&“ haben
eine kurze Losung. Aufgaben mit einem ,,*“ sind oft schwierig und/oder zeitaufwendig.



