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Ubungen zur Analysis 2
Aufgabe 12.1 ist die bereits angekiindigte Fortsetzung von Aufgabe 11.6.

12.1 Optionspreise im Black-Scholes-Modell. Eine “europdische Call-Option” ist ein Fi-
nanzderivat, das seinem Inhaber das Recht, aber nicht die Pflicht gibt, zu einem verein-
barten zukiinftigen Zeitpunkt 7" eine Einheit eines vereinbarten “Basiswerts” (z.B. einer
Aktie, einer Wéhrung, eines Rohstoffs) zu einem vereinbarten Preis K zu kaufen. Die
Option verfallt damit wertlos zur Zeit T', wenn der Marktpreis St des Basiswerts zur Zeit
T kleiner oder gleich K ist; andernfalls hat sie dann den Wert Sy — K. Zur Zeit T besitzt
die Call-Option also den Wert max{Sr — K,0}. Der Preis C einer solchen Call-Option
zu einer fritheren Zeit t < T" wird vom Wert S des Basiswerts zu dieser Zeit abhéngen:
C = C(t,S). Betrachten wir den mit dem Marktzins r diskontierten Optionspreis

L(t,z) == e "C(t,S)
in Abhéngigkeit vom logarithmierten diskontierten Basiswertpreis
x = log(e "S).

In einem berithmten finanzmathematischen Modell, dem Black-Scholes Modell, wird der
diskontierte Preis L durch die Rickwdrts- Wirmeleitungsgleichung mit Drift

oL o0%?0°L o*0L

— +t == —==—=0 (1)

ot 2 0r2 2 Ox
fiir t < T und = € R beschrieben. Hierbei ist ¢ > 0 ein Modellparameter, die “Volati-
litat” des Basiswerts, der das Ausmaf} der stochastischen Fluktuationen des Basiswerts
quantifiziert. (Die zugrundeliegenden Modellannahmen und eine Herleitung der Gleichung

(1) aus diesen Annahmen mit Methoden der Stochastik konnen Sie in Vorlesungen zur
stochastischen Analysis und Finanzmathematik lernen.)

(a) Driftentfernung, Zeitskalierung und Zeitumkehr. Zeigen Sie, dass mit der
affin-linearen Transformation

ft,%):=L(T —o 2,2 +1/2) mitf{>0,7€R

die obige Riickwérts-Wéarmeleitungsgleichung (1) dquivalent zur einfachen Warme-
leitungsgleichung

of 10*f

of 207
wird.



(b) Black-Scholes Differentialgleichung. Folgern Sie aus der Riickwirts-Wérmelei-
tungsgleichung (1) die partielle Differentialgleichung

oc  .0C o ,0°C
E"‘ S% —S @—TC—O

Sie wird “Black-Scholes Differentialgleichung” genannt.

(c) Black-Scholes-Preise européischer Call-Optionen. Finden Sie eine Losung
C(t,S),t <T,S > 0der Black-Scholes Differentialgleichung mit der Randbedingung

C(t,S) — max{Sy — K, 0} fir (t,5) — (T, Sr), t <T,
indem Sie die Losung
FE8) = 5027 + 1 - log K)) — KO{E V(& — log K))

der Wirmeleitungsgleichung aus Aufgabe 11.6 (a) transformieren. Uberpriifen zur
Probe mit einer direkten Rechnung, dass Ihr Ergebnis wirklich die Black-Scholes
Differentialgleichung 16st.

(d) Veranschaulichung des Ergebnisses. Veranschaulichen Sie sich diese
Optionspreise C(t,.S) im Black-Scholes-Modell fiir den Fall » = 0, T = 0,
o0 = 1 und K = 1, indem Sie den Graphen von S +— C(t,S) fir verschiede-
ne t < 0 in ein einziges S-C-Diagramm skizzieren. (Eine qualitative Skizze ge-
niigt.) [10 Punkte]

Lo6sung

(a) Setzen wir k(t, %) = (T—o~2t,i+t/2), dann folgt aus der Kettenregel

Ue0) = SLEED) = o DILKED) + IDLHED), ()
sowie, wegen Dok = (0, 1),

of - 0 - .

Lia) = S LED) = DL 5)

02 B ) o

L0 = DL ) = DL(E). (s5)

Angenommen L ist eine Losung der Riickwérts-Warmeleitungsgleichung mit Drift

DL =% D,L — % DL, (1)
dann
Of (+),(1)

5 = %(D2Lok D2Lok+D2Lok) = %D%Lok

(o) 1 f
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(b)

Wegen C(t,5) = e L(t,z(t,S)) mit z(¢,5) = —rt + log S, gilt
D\C(t,8) = re"'L(t,xz(t,S)) + "D L(t, x(t,S)) — re"" Do L(t, 2(t,S))  (2)
DyC(t,S) = €' DyL(t,2(t,S)) Dox(t,S) = €S DyL(t, z(t,S)) (3)
D3C(t,S) = €"(=S7°D,L(t,x(t,5)) + ST*D3L(t, z(t,5))) . (4)
Und damit

2

D, 10 DL~ 1S DyC & rC 1S DyC + ¢ (G Dol — G DAL)
W 0 — 1S DyC — 252 D2C,

was die gesuchte Black-Scholes Differentialgleichung ist.

Da f die einfache Warmeleitungsgleichung lost, ist wegen Teil (a) und (b),
C(t,S) = " L(t,x(t,S)) = " f(6*(T — t),2(t,S) — T(T — 1))

eine Losung der Black-Scholes Differentialgleichung, wobei wir die Umkehrung der
Transformation (,%) — (t,2) = (T—o~2t,#+t/2) gebildet haben, um f(#,¥) in den
Variablen ¢ und = auszudriicken. Auflerdem gilt fur (¢,5) — (T, St),

oH(T—t) =0, x(t,S) — L (T—t) — w0

wobei x := 2(T, Sp) = —rT 4 log Sp. Da f(t,2) — g(x¢) = max{e®—K,0}, (siche
Aufgabe 11.6) falls (t,2) — (0, x¢) mit ¢ > 0, so gilt demnach

C(t,S) = T max{e™—K,0} = max{Sy—K,0} , falls (¢,S) = (T,Sz),
wobei wir ¢*(T:57) = ¢="T S und K = e "7 K benutzt haben. Explizit gilt

r+a(t,5) g (x(t, S) + é(T—t) —t rT — log K)
o(T—t)2
(x(t, S) — Z(T—t) +rT — log K)
o(T—t)2
- so(EEID bu(s1K0)
o(T—t)z
- g g (LD 510

o(T—t)2

= S®(g4(t,9)) — Ke T ®(g_(t,9)), ()

C(t,S) = e

— K ®

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist, d.h.

N

(z) = Noi((—o0,2]) = (2m)~ /w e du,
und -
(r+£%)(T—t) + log(S/K)

o(T—t)2

gu(t,S) = = (ro ') (T—1)% + o 'log(S/K)(T—t)"2 .



Es folgt
8t0(ta S) =5 (I)/(g-f—(tv S)) atg-l—(ta S) — Kr G_T(T_t)q)(g— (tv S))
— Ke "0 0 (g_(t,5)) dug-(t,5)
D5C(t,S) = B(g. (L, S)) + SV (g4 (1, 9)) Dsgs (1, S)
- Ke U700/ (g_(t, 8)) 0s9-(t, 9)
Fiir die partiellen Ableitungen der Funktionen g4 erhalten wir
Orge(t,S) = —3(ro £ §)(T—1)"2 + %~ log(S/K)(T—t) "2

9sg+(t,S) = o 1S Y (T—t)"3

Wegen Jsg, = 0sg_ und! Ke "T=9d'(g_(t,5)) = S & (g4 (t,S)) ergibt sich

HCO(t,S) = =S ®(g4(t,5)) §(T—1)"2 = Kre T 00(g_(t,5))
aSC(ta S) = (I)(g+(t,5))
ag’c(tv S) = (I),(g-i-(ta S)) aSg-i-(t» S) :

Es gilt also
rSosC(t, S) + §528§C’(t, S) = rSP®(g.(t,9)) + SV (g4 (t,5))2(T—t)~

g
2
g
2

rC(t,S) — 0,C(t,S) = rS®(g.(t,5)) +S¥(g+(t,5))2(T—t)" 2,

N [SIE

d.h. C aus (5) 16st in der Tat die Black-Scholes Differentialgleichung.
(d) Einsetzen von r =0, 7 =0, 0 =1 und K =1 in (5) ergibt

C(t,S) = SD(L[t]7 +log(S) [t|72) — ®(—L[t|2 + log(5) |¢|2)

C(t,S)

!Dies folgt direkt durch Einsetzen von g4 und g_ in ®'(x) = (27r)_1/2e_””2/2.
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12.2 Newtonverfahren und vereinfachtes Newtonverfahren.
Losen Sie das Gleichungssystem

rcosg =
rsing =y

fir die rechte Seite (z,y) = (1.1, 0.1) ndherungsweise numerisch mit dem Taschenrechner
(oder, noch besser, mit einem Computer)

(a) mit dem vereinfachten Newtonverfahren zum Start- und Referenzpunkt (ro, ¢o) =
(1,0),

(b) mit dem Newtonverfahren zum gleichen Startpunkt.

Fiihren Sie jeweils einige Iterationen, z.B. drei, aus. Beobachten Sie, wie schnell sich die be-
rechneten Néherungen an die exakte Losung (1, ¢) = (y/2? + y?, arctan(y/x)) anndhern,
aber auch, welcher Rechenaufwand jeweils notig ist. [10 Punkte]

Lo6sung

(a) Nach Bemerkung 2.63 gilt es (r, )"V = (r, ¢)™ —df(;l(b)o(f((r, $)™)—(1,1; 0,1)),
n € Ny zu berechnen mit rg, ¢g s. d. f(rg, o) geniigend nahe bei (1,1; 0,1).2 Wir
wissen bereits (z. B. aus Aufgabe 10.4), dass

_ (cos(¢) —rsin(¢) B o cos(¢) sin(¢)
dfrs) = (sin(¢) r cos() ) = det(df) = r.df ;) = (—r‘l sin(¢) r! cos(¢)) '

(0) M
Wiéhle (;) = <;)0: (é) . Es folgt
N\Y 1 1 0\ /1-11\ (1,1
o) —\o) \o 1*)\o-o0,1)  \o,1)°
N\ 71,1055\ (Y (1,1045
o) ~\0,0002) \s) T \o,0006)

Dieser gerundete Wert entspricht fast dem gerundeten Werte der exakten Losung
(r,¢) = (/22 + y?, arctan(y/z)) ~ (1,1045;0,0907). Allgemein gilt fiir den Fehler

(n+1)
(n+1) . (T (T
ST <¢) <¢)
. r (n) - , (n) r
== (5) i <f<(¢) )‘f@)

=" +df <(df rone™) +O (Hﬁ(") ||2>>
LI gy
e = [|Y ooy

L +O ().

2Kriterien fiir ,nahe genug“ werden nach der Fehlerberechnung angeben.



mit der induzierten Matrixnorm || - |op.® Hierbei haben wir die mehrdimensionale
Taylorformel verwendet. Wir sehen, dass das Verfahren linear konvergiert wenn dass
Taylorrestglied Ry klein genug ist auf unserer Umgebung U mit (r, ¢), (r,¢)o € U.
Der Fehler bzgl. Supremumsnorm ist

(0) (1)
r 1,1045 B r 1,1045 B
(¢> N <o, 0907) = 0,104, (¢) N (0, 0907> = 0,003,

[e.e] o0

(2) 3)
r 1,1045\| r 1,1045
(cb) N (0,0907) = 00010, (cb) N (070907> < 0 000

o0 o0

Wir ordnen dem Auswerten der trigonometrischen Funktionen die Einheit Tri und
jeder der Rechenoperationen Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division ein
FLOP* zu. Damit erhalten wir fiir (f((r, ¢)™)—(1,1; 0,1)) 4FLOP +2Tri Operatio-
nen, fiir die abschlieBende Addition weitere 2FLOP und fiir die Matrixmuliplikation
jeweils 6FLOP. Die Berechnung der Matrix liefert schlielich einmalig 2 weitere Ope-
rationen.” Zusammen erhalten wir 12nFLOP + 2nTri + O(1).

(b) Nach Bemerkung 2.63 sei (r,¢)" V) = (r,¢)™ — df(;ld)ym (f((r,)™) —(1,1; 0,1)),

(0) M)
n € Ng. Wahle wieder (;) = (;)0: ((1)) :
A\Y 1 1 0\ /1-11\ (1,1
o) —\o) \o 17*)\o-o0,1)  \o,1)’
N\ 11045\ (P\® O /1,1045
o) ~\o,0006)" \o) T \0,0007)"

Dieser gerundete Wert entspricht dem gerundeten Werte der exakten Losung (r, ¢) =
(/2% + y?, arctan(y/x)) ~ (1,1045;0,0907). Allgemein gilt fiir den Fehler

()
T\ ¢
. - (n) - , (n) -
== (5) i (f (<¢) )‘f (cb))

oo Yo OV o™ o
2
e +]] - 4f 5100 Uy oy | n
2™ 2 < de(rib)é Op 9 +0 (HE( )H)7
Op

wobei wir jeweils um ((r,)™)* entwickelt haben. Wir erhalten quadratische Kon-

vergenz fiir ((r, $)"™)! nahe genug bei (\/22 + 2, arctan(y/z)).
Fiir den Fehler bzgl. Supremumsnorm gilt

(0)
r 1,1045\| _
H (¢> - (07 0907) H = 10,1045, ‘ =0, 0093,

Y 11,1045
) 0, 0907
3Vgl. Operatornorm.

4FLOP = floating-point operation. Multiplikationen mit 41 werden nicht gewertet.
SVorausgesetzt wir speichern die Werte der trigonometrischen Funktionen.
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@ ®)
r 11045\ || _ r 1,1045
H (¢) - (0,0907) H = 0,000, (¢) - (070907) ‘ < 0,0001.

Wie zuvor berechnet sich der Rechenaufwand jetzt zu 14nFLOP + 2nTri + O(1).

Man beachte, dass der Rechenaufwand fiir unsere spezielle Funktion f im Ubergang
zum vereinfachten Newtonverfahren nur leicht sinkt. Fiir andere Funktionen f, ins-
besondere auf Rdumen hoéherer Dimension, ergibt sich aber ein wesentlich grofierer
Unterschied.®

—0,14+

Fig. 1: Die roten Polygonziige zeigen die Anndhrung mit Newton-Verfahren an die Losung, die blauen

Polygonziige den abweichenden Verlauf des vereinfachten Newton-Verfahrens nach der ersten Iteration.

12.3 Quadratwurzel von Matrizen und Operatoren. Bearbeiten Sie entweder Teil (a)
oder Teil (b) der folgenden Aufgabe:

(a) Zeigen Sie, dafl die Abbildung
Q RN IRan7 Q(A) — A2

stetig differenzierbar mit der Ableitung dQ4(B) = A- B+ B- A fiir A, B € R™*" ist.
Folgern Sie, dass es eine stetig differenzierbare, in einer offenen Umgebung V; von
Id € R™" definierte Abbildung sqrt : V; — R A +— /A, mit vId = Id gibt, die
@ geniigend nahe bei Id invertiert. Zeigen Sie dsqrtg(A) = A fiir A € R™™.

(b) Es sei (U,]|"]|) ein Banachraum. Zeigen Sie, dass die Abbildung

Q: (BW,U),[lv-v) = (BUU), [[-lvsv), Q(A)=AcA

stetig differenzierbar mit der Ableitung dQa(B) = Ao B+ Bo A fiir A, B € B(U,U)
ist. Folgern Sie, dass es eine stetig differenzierbare, in einer offenen Umgebung V; von
idy € B(U,U) definierte Abbildung sqrt : Vi — B(U,U), A — VA, mit /idy = idy

gibt, die @ geniigend nahe bei idy invertiert. Zeigen Sie dsqrtyg, (A4) = %A fiir

Ae B(U,U). [10 Punkte]

5Die Berechnung der Inversen einer k x k—Matrix mit den uns bekannten Verfahren erfordert i. A. O(k?)
Operationen.



Solution

(a) We can calculate the derivative of @ either by the definition, i.e.

DQ(A)B = lig LA B~ QL)

t—0 t t—0

or using the Leibniz rule, i.e. Q(A) = I(A)I(A) where I : R™™ — R™ " is the
identity map. Hence,

DQuB = DI4B x I(A) + I(A) x DI,B = BA + AB.

Therefore, DQ(A)B = AB + BA and in particular DQ(I) = 21 which is invertible.
By the theorem of inverse local, there exist an open U; around I and V; around
Q(I) = I such that @ : Uy — V; is invertible. We denote the inverse of @ by sqrt :
Vi — Up. sqrt o Q(A) = A. Thus, Dsqrt(Q(A))DQ(A)(B) = B and in particular
Dsqrt(Q(1))DQ(I)(B) = Dsqrt(I)(2B) = B. Therefore,

Dsqrt(I)(B) = %B.

(b) Similarly as previous part,

Q(A+1tB) — Q(A) (A+tB)o(A+tB)— Ao A

DB =iy : =i ;
t(AoB+ BoA)+t*Bo B
:PD%(O + C;)+ °B _ oBiBoA
1

and in particular, DQ;A = 2A. Hence, the local inverse theorem implies that there
exist open subsets U; and V; around I and Q(I) = I such that Q : Uy — V] is
invertible and the derivative of Q=1 = sqrt : V; — Uj is

dsqrtA - dQZiAa

and in particular dsqrt;(A4) = dQ;'(A4) = LA.

2

12.4 Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz und dem Satz von den impliziten Funk-
tionen, dass durch das Gleichungssystem

g1(x1,x2) = 10 arctan(gi (v1, r2) + ga(w1, 22) + 21)

g2(x1,29) = 20 arctan(gy (21, x2) — g2(x1, T2) + 2)

es eine eindeutige glatte Funktion g = (g1, ¢92) : R?* — R? global implizit definiert wird.
Berechnen Sie dg;(0,0) und dg»(0,0). [10 Punkte]

Solution

We consider the following system of equation:

Y = % arctan(y; + y2 + 1) (*)
Yy = 2—10 arctan(y; — ya2 + Z2).



Define F : R* — R? as

1 1
F(xy,29,91,12) = (1—0 arctan(y, + y2 + 1) — Y1, 20 arctan(y; — y2 + T2) — Ya).

Take (71, T2, y1,Y2) € R* such that F(x1, 22, y1,y2) = 0. Then

1 1 1L 1
_ 10 14+ (y1+y2+1)? 10 14+(y14y2+w1)?
D Fay oy = | 10170 O gere )T
20 14+(y1 —y2+x1)? 20 1+(y1—y2+z1)2

is invertible since

1 1 1 1

[— + o
1014 (1 +y2 + 1) 201+ (y1 —y2 +21)2
1 1

100 (1 + (1 = 4o + 21)*) (1 + (41 — g2 + 11)?

det Dy F(ml T2,Y1Y2) T

The implicit function theorem implies that for every (x;,z;) € R? there exists an open
subset U around (z1,z3) and a map
GY:U — R?
(21, 22) = (g1(71, 72), ga(1, 72))

such that F(zy, 7, GY(21,22)) = 0 and

U -1
DG(m’m) = _DQF(x,GU(x)) : DIF(x,GU(m))' (**)
We show that GY = GY on U NV and we conclude that G(z1,75) = GY(xy,25) for
(x1,22) € U is well defined globally.
For every given (z1,75) € R? define

1 1
H(y1,y2) = (1—0 arctan(y; + ya2 + 1), 20 arctan(y; — ya + x2)).
We show that H is a contraction mapping on R? and therefore, the Banach fixed-point
theorem implies that for every (z;,72) € R? the system of equation (%) has a unique
solution.

1 1 1 1
_ | 101+@ity2ta)? 10 14 (y1ty2ta1)?2
DH(yl,yz) - 1 i 1 1 .
20 14+(y1 —y2+x1)? 20 1+ (y1—y2+z1)?

Hence for every y = (y1,¥2), we have (See Blatt 5, 5.4)

1 1 ’ 1 L P
|| yH2~>2 — <].O 1 + (yl + Yo + $1)2> <20 ]. + (yl — Y2 + I1)2> - 40

Thus, for every yo = (y{,43), [|DH,, || < & and there exists e > 0 small enough such that
for every y € U(yo)

I1H (y) — H(yo) |l < |1DHy,(y — yo)ll + Oly — woll*)
< ||DHy, lla=2]|(y — vo) Il + Oly — wol?)

1 1
< Sl = vo)ll + Oy = woll”) < Sl = wo)l



Moreover, for a given (z1,72) € R? H is a contraction mapping on R?. Indeed, let
Yo,y € R2. Take a partition yo,vi,...,Yn—1,Yn = y on the segment joining y to y, such
that for every : =0,...,n—1

1
1H (yi) — H(yi-)|l < 51 (i — im0 |-
Note that this partition exists according to what we have shown above. Thus,
1H (yo) — H(y)l| < [1H (o) — H(y)ll + -+ + [1H (yn—1 — H(y)||

1 1
3 (lyo = vull + -+ [lyn—1 — yll) = §||y — Yo

IN

In conclusion, let (x1,25) € UNV and, y = GY(x1,79) and yo = GY(xy,25) be the
solution of the system of equation, i.e. H(y) =y and H(yo) = yo. We have

1
1H (o) = HW)Il = lly = woll < 5lly — woll

Therefore, y = 3o and in conlusion G is well defined. We now calculate dg;(0,0) and
dg2(0,0) using equation (xx). Take (y1,y2) = (91(0,0), g2(0,0)). The point (0,0) is the fix
point of H(yi,y2) = (35 arctan(yy + y2 + 1), 55 arctan(y; — y» + x2)) and it is the only
solution by the Banach fixed-point theorem. Therefore,

1 1 1 1 1 BLVARY 1 1 1
DG _ 10 14(y1+y2)? 10 14+(y1+y2)? 10 1+(y1+y2)? 10 14 (y1+y2)?
(0,0) — 1 1 1 1 1 1 1 1 1

20 T+(y1—y2)2 20 1+ (y1—v2)? 20 T+(y1—v2)2 20 1+(y1—y2)2

9 1 -1 11
- (2 8) (2 3)=—m( 7 )
% 20 20 30 190 8 8

Thus, dg1(0,0) = 72 (dxy + dxs) and dgs(0,0) = — 355 (dzy + das).

12.5 Ableitung der Matrix-Exponentialfunktion und Matrix-Logarithmus. Es sein €
N.

(a) Zeigen Sie fiir gegebenes j € N, dass die Matrix-Potenzfunktion f : R™*" — R™"*",
f(A) = A7 die Ableitung dfa(B) = > 1_, A¥"'BAT™* fiir A, B € R"*" besitzt.

(b) Essei U C R™" offen und beschrankt. Zeigen Sie, dass die Matrix-Exponentialreihe
U>Aw—exp(A) = - A

in (CHU,R™"™), ||-||c1) konvergiert.
(c) Folgern Sie fir A, B € R™™

1
dexp,(B) :/ e Be=94 dt.
0

Insbesondere gilt d expry = idgnxn.

(d) Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung U von 0 € R™*" gibt, so dass die Matrix-

Exponentialfunktion exp|y : U — V = exp[U] C R"*" ein Hombomorphismus
mit einer stetig differenzierbaren Umkehrung log : V' — U ist. Berechnen Sie
dlogpy. [10 Punkte]
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12.6 Funktionale Version der Ableitungsregel dﬁ =1 da

1—x)2"*

Es sei (U, ||-||) ein Banachraum. Wir versehen B(U, U) wie immer mit der Operatornorm
llv-u-

(a) Zeigen Sie fiir gegebenes j € N, dass die Operator-Potenzfunktion f : B(U,U) —
B(U,U), '
f(A)=A"=Ao...0A
j-mal
j-ma
die Ableitung dfa(B) = Y>1_, A*' o Bo A1=* fiir A, B € B(U,U) besitzt.
(b) Es sei 0 < k < 1 und Uy := {L € B(U,U)| | Lllusv < k}. Zeigen Sie, dass die

geometrische Reihe

U3 Ars (idy —A) ' =Y A
j=1

in (CHU,U), |||lc1) konvergiert.
(c) Folgern Sie fir A € U, und B € B(U,U):

dfa(B) = f(A) o Bo f(A).



