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Aufgabe 12.1 ist die bereits angekündigte Fortsetzung von Aufgabe 11.6.

12.1 Optionspreise im Black-Scholes-Modell. Eine “europäische Call-Option” ist ein Fi-
nanzderivat, das seinem Inhaber das Recht, aber nicht die Pflicht gibt, zu einem verein-
barten zukünftigen Zeitpunkt T eine Einheit eines vereinbarten “Basiswerts” (z.B. einer
Aktie, einer Währung, eines Rohstoffs) zu einem vereinbarten Preis K zu kaufen. Die
Option verfällt damit wertlos zur Zeit T , wenn der Marktpreis ST des Basiswerts zur Zeit
T kleiner oder gleich K ist; andernfalls hat sie dann den Wert ST −K. Zur Zeit T besitzt
die Call-Option also den Wert max{ST − K, 0}. Der Preis C einer solchen Call-Option
zu einer früheren Zeit t < T wird vom Wert S des Basiswerts zu dieser Zeit abhängen:
C = C(t, S). Betrachten wir den mit dem Marktzins r diskontierten Optionspreis

L(t, x) := e−rtC(t, S)

in Abhängigkeit vom logarithmierten diskontierten Basiswertpreis

x := log(e−rtS).

In einem berühmten finanzmathematischen Modell, dem Black-Scholes Modell, wird der
diskontierte Preis L durch die Rückwärts-Wärmeleitungsgleichung mit Drift

∂L

∂t
+

σ2

2

∂2L

∂x2
− σ2

2

∂L

∂x
= 0 (1)

für t < T und x ∈ R beschrieben. Hierbei ist σ > 0 ein Modellparameter, die “Volati-
lität” des Basiswerts, der das Ausmaß der stochastischen Fluktuationen des Basiswerts
quantifiziert. (Die zugrundeliegenden Modellannahmen und eine Herleitung der Gleichung
(1) aus diesen Annahmen mit Methoden der Stochastik können Sie in Vorlesungen zur
stochastischen Analysis und Finanzmathematik lernen.)

(a) Driftentfernung, Zeitskalierung und Zeitumkehr. Zeigen Sie, dass mit der
affin-linearen Transformation

f(t̃, x̃) := L(T − σ−2t̃, x̃+ t̃/2) mit t̃ > 0, x̃ ∈ R

die obige Rückwärts-Wärmeleitungsgleichung (1) äquivalent zur einfachen Wärme-
leitungsgleichung

∂f

∂t̃
=

1

2

∂2f

∂x̃2

wird.
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(b) Black-Scholes Differentialgleichung. Folgern Sie aus der Rückwärts-Wärmelei-
tungsgleichung (1) die partielle Differentialgleichung

∂C

∂t
+ rS

∂C

∂S
+

σ2

2
S2∂

2C

∂S2
− rC = 0.

Sie wird “Black-Scholes Differentialgleichung” genannt.

(c) Black-Scholes-Preise europäischer Call-Optionen. Finden Sie eine Lösung
C(t, S), t < T , S > 0 der Black-Scholes Differentialgleichung mit der Randbedingung

C(t, S) → max{ST −K, 0} für (t, S) → (T, ST ), t < T,

indem Sie die Lösung

f(t̃, x̃) = ex̃+
t̃
2Φ(t̃−1/2(x̃+ t̃− logK))−KΦ(t̃−1/2(x̃− logK))

der Wärmeleitungsgleichung aus Aufgabe 11.6 (a) transformieren. Überprüfen zur
Probe mit einer direkten Rechnung, dass Ihr Ergebnis wirklich die Black-Scholes
Differentialgleichung löst.

(d) Veranschaulichung des Ergebnisses. Veranschaulichen Sie sich diese
Optionspreise C(t, S) im Black-Scholes-Modell für den Fall r = 0, T = 0,
σ = 1 und K = 1, indem Sie den Graphen von S �→ C(t, S) für verschiede-
ne t < 0 in ein einziges S-C-Diagramm skizzieren. (Eine qualitative Skizze ge-
nügt.) [10 Punkte]

Lösung

(a) Setzen wir k(t̃, x̃) = (T−σ−2t̃, x̃+t̃/2), dann folgt aus der Kettenregel

∂f

∂t̃
(t̃, x̃) =

∂

∂t̃
L(k(t̃, x̃)) = −σ−2D1L(k(t̃, x̃)) +

1
2
D2L(k(t̃, x̃)) , (∗)

sowie, wegen D2k = (0, 1),

∂f

∂x̃
(t̃, x̃) =

∂

∂x̃
L(k(t̃, x̃)) = D2L(k(t̃, x̃))

∂2f

∂x̃2
(t̃, x̃) =

∂

∂x̃
D2L(k(t̃, x̃)) = D2

2L(k(t̃, x̃)) . (∗∗)

Angenommen L ist eine Lösung der Rückwärts-Wärmeleitungsgleichung mit Drift

D1L = σ2

2
D2L− σ2

2
D2

2L , (1)
dann

∂f

∂t̃

(∗),(1)
= 1

2

(
D2

2L ◦ k −D2L ◦ k +D2L ◦ k
)

= 1
2
D2

2L ◦ k (∗∗)
=

1

2

∂2f

∂x̃2
.
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(b) Wegen C(t, S) = ert L(t, x(t, S)) mit x(t, S) = −rt+ log S, gilt

D1C(t, S) = rertL(t, x(t, S)) + ertD1L(t, x(t, S))− rertD2L(t, x(t, S)) (2)

D2C(t, S) = ertD2L(t, x(t, S))D2x(t, S) = ertS−1D2L(t, x(t, S)) (3)

D2
2C(t, S) = ert

(
−S−2D2L(t, x(t, S)) + S−2D2

2L(t, x(t, S))
)
. (4)

Und damit

D1C
(2),(3)
= rC + ertD1L− rS D2C

(1)
= rC − rS D2C + ert

(
σ2

2
D2L− σ2

2
D2

2L
)

(4)
= rC − rS D2C − σ2

2
S2D2

2C ,

was die gesuchte Black-Scholes Differentialgleichung ist.

(c) Da f die einfache Wärmeleitungsgleichung löst, ist wegen Teil (a) und (b),

C(t, S) = ertL(t, x(t, S)) = ertf
(
σ2(T − t), x(t, S)− σ2

2
(T − t)

)

eine Lösung der Black-Scholes Differentialgleichung, wobei wir die Umkehrung der
Transformation (t̃, x̃) �→ (t, x) = (T−σ−2t̃, x̃+t̃/2) gebildet haben, um f(t̃, x̃) in den
Variablen t und x auszudrücken. Außerdem gilt für (t, S) → (T, ST ),

σ2(T−t) → 0 , x(t, S)− σ2

2
(T−t) → x0

wobei x0 := x(T, ST ) = −rT + log ST . Da f(t, x) → g(x0) = max{ex0−K̃, 0}, (siehe
Aufgabe 11.6) falls (t, x) → (0, x0) mit t > 0, so gilt demnach

C(t, S) → erT max{ex0−K̃, 0} = max{ST−K, 0} , falls (t, S) → (T, ST ) ,

wobei wir ex(T,ST ) = e−rTST und K̃ = e−rTK benutzt haben. Explizit gilt

C(t, S) = ert+x(t,S)Φ

(
x(t, S) + σ2

2
(T−t) + rT − logK

σ(T−t)
1
2

)

− ertK̃ Φ

(
x(t, S)− σ2

2
(T−t) + rT − logK

σ(T−t)
1
2

)

= S Φ

(
(r+σ2

2
)(T−t) + log(S/K)

σ(T−t)
1
2

)

− e−r(T−t)K Φ

(
(r−σ2

2
)(T−t) + log(S/K)

σ(T−t)
1
2

)

= S Φ(g+(t, S))−Ke−r(T−t)Φ(g−(t, S)) , (5)

wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist, d.h.

Φ(x) = N0,1

(
(−∞, x]

)
= (2π)−

1
2

∫ x

−∞

e−
u2

2 du ,

und

g±(t, S) :=
(r±σ2

2
)(T−t) + log(S/K)

σ(T−t)
1
2

= (rσ−1±σ
2
)(T−t)

1
2 + σ−1 log(S/K)(T−t)−

1
2 .
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Es folgt

∂tC(t, S) = S Φ′(g+(t, S)) ∂tg+(t, S)−Kr e−r(T−t)Φ(g−(t, S))

−Ke−r(T−t)Φ′(g−(t, S)) ∂tg−(t, S)

∂SC(t, S) = Φ(g+(t, S)) + SΦ′(g+(t, S)) ∂Sg+(t, S)

−Ke−r(T−t)Φ′(g−(t, S)) ∂Sg−(t, S)

Für die partiellen Ableitungen der Funktionen g± erhalten wir

∂tg±(t, S) = −1
2
(rσ−1 ± σ

2
)(T−t)−

1
2 + σ−1

2
log(S/K)(T−t)−

3
2

∂Sg±(t, S) = σ−1S−1(T−t)−
1
2

Wegen ∂Sg+ = ∂Sg− und1 Ke−r(T−t)Φ′(g−(t, S)) = S Φ′(g+(t, S)) ergibt sich

∂tC(t, S) = −S Φ′(g+(t, S))
σ
2
(T−t)−

1
2 −Kr e−r(T−t)Φ(g−(t, S))

∂SC(t, S) = Φ(g+(t, S))

∂2
SC(t, S) = Φ′(g+(t, S)) ∂Sg+(t, S) .

Es gilt also

rS ∂SC(t, S) + σ2

2
S2∂2

SC(t, S) = rS Φ(g+(t, S)) + SΦ′(g+(t, S))
σ
2
(T−t)−

1
2

rC(t, S)− ∂tC(t, S) = rS Φ(g+(t, S)) + SΦ′(g+(t, S))
σ
2
(T−t)−

1
2 ,

d.h. C aus (5) löst in der Tat die Black-Scholes Differentialgleichung.

(d) Einsetzen von r = 0, T = 0, σ = 1 und K = 1 in (5) ergibt

C(t, S) = S Φ
(
1
2
|t| 12 + log(S) |t|− 1

2

)
− Φ

(
−1

2
|t| 12 + log(S) |t|− 1

2

)

S

C(
t,S
)

C(-1,S)

C(-4,S)

C(-2,S)

C(-0.1,S)

C(-0.5,S)

C(-0.01,S)

1Dies folgt direkt durch Einsetzen von g+ und g− in Φ′(x) = (2π)−1/2e−x2/2.
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12.2 Newtonverfahren und vereinfachtes Newtonverfahren.

Lösen Sie das Gleichungssystem

r cosφ = x

r sinφ = y

für die rechte Seite (x, y) = (1.1, 0.1) näherungsweise numerisch mit dem Taschenrechner
(oder, noch besser, mit einem Computer)

(a) mit dem vereinfachten Newtonverfahren zum Start- und Referenzpunkt (r0, φ0) =
(1, 0),

(b) mit dem Newtonverfahren zum gleichen Startpunkt.

Führen Sie jeweils einige Iterationen, z.B. drei, aus. Beobachten Sie, wie schnell sich die be-
rechneten Näherungen an die exakte Lösung (r, φ) = (

√

x2 + y2, arctan(y/x)) annähern,
aber auch, welcher Rechenaufwand jeweils nötig ist. [10 Punkte]

Lösung

(a) Nach Bemerkung 2.63 gilt es (r, φ)(n+1) = (r, φ)(n)−df−1
(r,φ)0

(f((r, φ)(n))− (1, 1; 0, 1)),

n ∈ N0 zu berechnen mit r0, φ0 s. d. f(r0, φ0) genügend nahe bei (1, 1; 0, 1).2 Wir
wissen bereits (z. B. aus Aufgabe 10.4), dass

df(r,φ) =

(
cos(φ) −r sin(φ)
sin(φ) r cos(φ)

)

⇒ det(df) = r, df−1
(r,φ) =

(
cos(φ) sin(φ)

−r−1 sin(φ) r−1 cos(φ)

)

.

Wähle

(
r
φ

)(0)

=

(
r
φ

)

0

=

(
1
0

)(1)

. Es folgt

(
r
φ

)(1)

=

(
1
0

)

−
(
1 0
0 1−1

)(
1− 1, 1
0− 0, 1

)

=

(
1, 1
0, 1

)

,

(
r
φ

)(2)

=

(
1, 1055
0, 0902

)

,

(
r
φ

)(3)

=

(
1, 1045
0, 0906

)

.

Dieser gerundete Wert entspricht fast dem gerundeten Werte der exakten Lösung
(r, φ) = (

√

x2 + y2, arctan(y/x)) ∼ (1, 1045; 0, 0907). Allgemein gilt für den Fehler

ε(n+1) :=

(
r
φ

)

−
(
r
φ

)(n+1)

= ε(n) −
(
r
φ

)(n)

+ df−1
(r,φ)t0

(

f

((
r
φ

)(n)
)

− f

(
r
φ

))

= ε(n) + df−1
(r,φ)t0

((
df(r,φ)tε

(n)
)
+O

(∥
∥ε(n)

∥
∥
2
))

⇒
∥
∥ε(n+1)

∥
∥

�ε(n)� ≤
∥
∥
∥df−1

(r,φ)t0
df(r,φ)t

∥
∥
∥
Op

+O
(∥
∥ε(n)

∥
∥
)
.

2Kriterien für
”
nahe genug“ werden nach der Fehlerberechnung angeben.

5



mit der induzierten Matrixnorm � · �Op.
3 Hierbei haben wir die mehrdimensionale

Taylorformel verwendet. Wir sehen, dass das Verfahren linear konvergiert wenn dass
Taylorrestglied R2 klein genug ist auf unserer Umgebung U mit (r, φ), (r, φ)0 ∈ U .
Der Fehler bzgl. Supremumsnorm ist

∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(0)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

= 0, 1045,

∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(1)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

= 0, 0093,

∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(2)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

= 0, 0010,

∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(3)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

< 0, 0001.

Wir ordnen dem Auswerten der trigonometrischen Funktionen die Einheit Tri und
jeder der Rechenoperationen Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division ein
FLOP4 zu. Damit erhalten wir für (f((r, φ)(n))−(1, 1; 0, 1)) 4FLOP+2Tri Operatio-
nen, für die abschließende Addition weitere 2FLOP und für die Matrixmuliplikation
jeweils 6FLOP. Die Berechnung der Matrix liefert schließlich einmalig 2 weitere Ope-
rationen.5 Zusammen erhalten wir 12nFLOP + 2nTri +O(1).

(b) Nach Bemerkung 2.63 sei (r, φ)(n+1) = (r, φ)(n) − df−1
(r,φ)(n)(f((r, φ)

(n)) − (1, 1; 0, 1)),

n ∈ N0. Wähle wieder

(
r
φ

)(0)

=

(
r
φ

)

0

=

(
1
0

)(1)

:

(
r
φ

)(1)

=

(
1
0

)

−
(
1 0
0 1−1

)(
1− 1, 1
0− 0, 1

)

=

(
1, 1
0, 1

)

,

(
r
φ

)(2)

=

(
1, 1045
0, 0906

)

,

(
r
φ

)(3)

=

(
1, 1045
0, 0907

)

.

Dieser gerundete Wert entspricht dem gerundeten Werte der exakten Lösung (r, φ) =
(
√

x2 + y2, arctan(y/x)) ∼ (1, 1045; 0, 0907). Allgemein gilt für den Fehler

ε(n+1) :=

(
r
φ

)

−
(
r
φ

)(n+1)

= ε(n) −
(
r
φ

)(n)

+ df−1
(r,φ)(n)

(

f

((
r
φ

)(n)
)

− f

(
r
φ

))

= ε(n) − ε(n) +
df−1

(r,φ)(n)(ε
(n))td2

((r,φ)(n))t
fε(n)

2
+O

(∥
∥ε(n)

∥
∥
3
)

⇒
∥
∥ε(n+1)

∥
∥

�ε(n)�2
≤

∥
∥
∥df−1

(r,φ)t0

∥
∥
∥
Op

∥
∥
∥
∥
∥

df−1
(r,φ)(n)d

2
((r,φ)(n))t

f

2

∥
∥
∥
∥
∥
Op

+O
(∥
∥ε(n)

∥
∥
)
,

wobei wir jeweils um ((r, φ)(n))t entwickelt haben. Wir erhalten quadratische Kon-
vergenz für ((r, φ)(n))t nahe genug bei (

√

x2 + y2, arctan(y/x)).
Für den Fehler bzgl. Supremumsnorm gilt

∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(0)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

= 0, 1045,

∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(1)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

= 0, 0093,

3Vgl. Operatornorm.
4FLOP = floating-point operation. Multiplikationen mit ±1 werden nicht gewertet.
5Vorausgesetzt wir speichern die Werte der trigonometrischen Funktionen.
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∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(2)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

= 0, 0001,

∥
∥
∥
∥
∥

(
r
φ

)(3)

−
(
1, 1045
0, 0907

)
∥
∥
∥
∥
∥
∞

< 0, 0001.

Wie zuvor berechnet sich der Rechenaufwand jetzt zu 14nFLOP + 2nTri +O(1).

Man beachte, dass der Rechenaufwand für unsere spezielle Funktion f im Übergang
zum vereinfachten Newtonverfahren nur leicht sinkt. Für andere Funktionen f , ins-
besondere auf Räumen höherer Dimension, ergibt sich aber ein wesentlich größerer
Unterschied.6

(r, φ)

0, 4 0, 6 r

0, 1

φ

−0, 1

Fig. 1: Die roten Polygonzüge zeigen die Annährung mit Newton-Verfahren an die Lösung, die blauen

Polygonzüge den abweichenden Verlauf des vereinfachten Newton-Verfahrens nach der ersten Iteration.

12.3 Quadratwurzel von Matrizen und Operatoren. Bearbeiten Sie entweder Teil (a)
oder Teil (b) der folgenden Aufgabe:

(a) Zeigen Sie, daß die Abbildung

Q : Rn×n → R
n×n, Q(A) = A2

stetig differenzierbar mit der Ableitung dQA(B) = A ·B+B ·A für A,B ∈ R
n×n ist.

Folgern Sie, dass es eine stetig differenzierbare, in einer offenen Umgebung V1 von
Id ∈ R

n×n definierte Abbildung sqrt : V1 → R
n×n, A �→

√
A, mit

√
Id = Id gibt, die

Q genügend nahe bei Id invertiert. Zeigen Sie d sqrtId(A) =
1
2
A für A ∈ R

n×n.

(b) Es sei (U, �·�) ein Banachraum. Zeigen Sie, dass die Abbildung

Q : (B(U,U), �·�U→U) → (B(U,U), �·�U→U), Q(A) = A ◦ A

stetig differenzierbar mit der Ableitung dQA(B) = A◦B+B ◦A für A,B ∈ B(U,U)
ist. Folgern Sie, dass es eine stetig differenzierbare, in einer offenen Umgebung V1 von
idU ∈ B(U,U) definierte Abbildung sqrt : V1 → B(U,U), A �→

√
A, mit

√
idU = idU

gibt, die Q genügend nahe bei idU invertiert. Zeigen Sie d sqrtidU (A) = 1
2
A für

A ∈ B(U,U). [10 Punkte]

6Die Berechnung der Inversen einer k × k−Matrix mit den uns bekannten Verfahren erfordert i. A. O(k3)
Operationen.
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Solution

(a) We can calculate the derivative of Q either by the definition, i.e.

DQ(A)B = lim
t→0

Q(A+ tB)−Q(A)

t
= lim

t→0

(A+ tB)2 − A2

t
= AB + BA,

or using the Leibniz rule, i.e. Q(A) = I(A)I(A) where I : Rn×n → R
n×n is the

identity map. Hence,

DQAB = DIAB × I(A) + I(A)×DIAB = BA+ AB.

Therefore, DQ(A)B = AB + BA and in particular DQ(I) = 2I which is invertible.
By the theorem of inverse local, there exist an open U1 around I and V1 around
Q(I) = I such that Q : U1 → V1 is invertible. We denote the inverse of Q by sqrt :
V1 → U1. sqrt ◦ Q(A) = A. Thus, Dsqrt(Q(A))DQ(A)(B) = B and in particular
Dsqrt(Q(I))DQ(I)(B) = Dsqrt(I)(2B) = B. Therefore,

Dsqrt(I)(B) =
1

2
B.

(b) Similarly as previous part,

DQAB = lim
t→0

Q(A+ tB)−Q(A)

t
= lim

t→0

(A+ tB) ◦ (A+ tB)− A ◦ A
t

= lim
t→0

t(A ◦ B + B ◦ A) + t2B ◦B
t

= A ◦ B + B ◦ A,

and in particular, DQIA = 2A. Hence, the local inverse theorem implies that there
exist open subsets U1 and V1 around I and Q(I) = I such that Q : U1 → V1 is
invertible and the derivative of Q−1 = sqrt : V1 → U1 is

dsqrtA = dQ−1
A◦A,

and in particular dsqrtI(A) = dQ−1
I (A) = 1

2
A.

12.4 Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz und dem Satz von den impliziten Funk-
tionen, dass durch das Gleichungssystem

g1(x1, x2) =
1

10
arctan(g1(x1, x2) + g2(x1, x2) + x1)

g2(x1, x2) =
1

20
arctan(g1(x1, x2)− g2(x1, x2) + x2)

es eine eindeutige glatte Funktion g = (g1, g2) : R2 → R
2 global implizit definiert wird.

Berechnen Sie dg1(0, 0) und dg2(0, 0). [10 Punkte]

Solution

We consider the following system of equation:

y1 =
1
10
arctan(y1 + y2 + x1)

y2 =
1
20
arctan(y1 − y2 + x2).

(∗)
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Define F : R4 → R
2 as

F (x1, x2, y1, y2) = (
1

10
arctan(y1 + y2 + x1)− y1,

1

20
arctan(y1 − y2 + x2)− y2).

Take (x1, x2, y1, y2) ∈ R
4 such that F (x1, x2, y1, y2) = 0. Then

D2F(x1,x2,y1,y2) =

(
1
10

1
1+(y1+y2+x1)2

− 1 1
10

1
1+(y1+y2+x1)2

1
20

1
1+(y1−y2+x1)2

− 1
20

1
1+(y1−y2+x1)2

− 1

)

is invertible since

detD2F(x1,x2,y1,y2) = 1− 1

10

1

1 + (y1 + y2 + x1)2
+

1

20

1

1 + (y1 − y2 + x1)2

− 1

100

1

(1 + (y1 − y2 + x1)2)(1 + (y1 − y2 + x1)2
�= 0.

The implicit function theorem implies that for every (x1, x2) ∈ R
2 there exists an open

subset U around (x1, x2) and a map

GU : U → R
2

(x1, x2) �→ (g1(x1, x2), g2(x1, x2))

such that F (x1, x2, G
U(x1, x2)) = 0 and

DGU
(x1,x2)

= −D2F
−1
(x,GU (x))

·D1F(x,GU (x)). (∗∗)

We show that GU = GV on U ∩ V and we conclude that G(x1, x2) = GU(x1, x2) for
(x1, x2) ∈ U is well defined globally.
For every given (x1, x2) ∈ R

2 define

H(y1, y2) := (
1

10
arctan(y1 + y2 + x1),

1

20
arctan(y1 − y2 + x2)).

We show that H is a contraction mapping on R
2 and therefore, the Banach fixed-point

theorem implies that for every (x1, x2) ∈ R
2 the system of equation (∗) has a unique

solution.

DH(y1,y2) =

(
1
10

1
1+(y1+y2+x1)2

1
10

1
1+(y1+y2+x1)2

1
20

1
1+(y1−y2+x1)2

− 1
20

1
1+(y1−y2+x1)2

)

.

Hence for every y = (y1, y2), we have (See Blatt 5, 5.4)

�DHy�22→2 ≤ 2

(
1

10

1

1 + (y1 + y2 + x1)2

)2

+ 2

(
1

20

1

1 + (y1 − y2 + x1)2

)2

≤ 1

40
.

Thus, for every y0 = (y01, y
0
2), �DHy0� ≤ 1

6
and there exists ε > 0 small enough such that

for every y ∈ Uε(y0)

�H(y)−H(y0)� ≤ �DHy0(y − y0)�+O(�y − y0�2)
≤ �DHy0�2→2�(y − y0)�+O(�y − y0�2)

≤ 1

6
�(y − y0)�+O(�y − y0�2) ≤

1

2
�(y − y0)�.
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Moreover, for a given (x1, x2) ∈ R
2, H is a contraction mapping on R

2. Indeed, let
y0, y ∈ R

2. Take a partition y0, y1, . . . , yn−1, yn = y on the segment joining y to y0 such
that for every i = 0, . . . , n− 1

�H(yi)−H(yi−1)� ≤ 1

2
�(yi − yi−1)�.

Note that this partition exists according to what we have shown above. Thus,

�H(y0)−H(y)� ≤ �H(y0)−H(y1)�+ · · ·+ �H(yn−1 −H(y)�

≤ 1

2
(�y0 − y1�+ · · · �yn−1 − y�) = 1

2
�y − y0�.

In conclusion, let (x1, x2) ∈ U ∩ V and, y = GU(x1, x2) and y0 = GU(x1, x2) be the
solution of the system of equation, i.e. H(y) = y and H(y0) = y0. We have

�H(y0)−H(y)� = �y − y0� ≤ 1

2
�y − y0�.

Therefore, y = y0 and in conlusion G is well defined. We now calculate dg1(0, 0) and
dg2(0, 0) using equation (∗∗). Take (y1, y2) = (g1(0, 0), g2(0, 0)). The point (0, 0) is the fix
point of H(y1, y2) = ( 1

10
arctan(y1 + y2 + x1),

1
20
arctan(y1 − y2 + x2)) and it is the only

solution by the Banach fixed-point theorem. Therefore,

DG(0,0) = −
(

1
10

1
1+(y1+y2)2

− 1 1
10

1
1+(y1+y2)2

1
20

1
1+(y1−y2)2

− 1
20

1
1+(y1−y2)2

− 1

)−1( 1
10

1
1+(y1+y2)2

1
10

1
1+(y1+y2)2

1
20

1
1+(y1−y2)2

− 1
20

1
1+(y1−y2)2

)

= −
(

9
10

1
10

1
20

−21
20

)−1( 1
10

1
10

1
20

1
20

)

= − 1

190

(
−22 −22
8 8

)

.

Thus, dg1(0, 0) =
22
190

(dx1 + dx2) and dg2(0, 0) = − 8
190

(dx1 + dx2).

12.5 Ableitung der Matrix-Exponentialfunktion und Matrix-Logarithmus. Es sei n ∈
N.

(a) Zeigen Sie für gegebenes j ∈ N, dass die Matrix-Potenzfunktion f : Rn×n → R
n×n,

f(A) = Aj die Ableitung dfA(B) =
∑j

k=1A
k−1BAj−k für A,B ∈ R

n×n besitzt.

(b) Es sei U ⊆ R
n×n offen und beschränkt. Zeigen Sie, dass die Matrix-Exponentialreihe

U ∋ A �→ exp(A) =
∞∑

j=1

1

j
Aj

in (C1
b (U,R

n×n), �·�C1) konvergiert.

(c) Folgern Sie für A,B ∈ R
n×n:

d expA(B) =

∫ 1

0

etABe(1−t)A dt.

Insbesondere gilt d expId = idRn×n .

(d) Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung U von 0 ∈ R
n×n gibt, so dass die Matrix-

Exponentialfunktion exp |U : U → V := exp[U ] ⊆ R
n×n ein Homöomorphismus

mit einer stetig differenzierbaren Umkehrung log : V → U ist. Berechnen Sie
d logId. [10 Punkte]

10























12.6 Funktionale Version der Ableitungsregel d 1
1−x

= dx
(1−x)2

.

Es sei (U, �·�) ein Banachraum. Wir versehen B(U,U) wie immer mit der Operatornorm
�·�U→U .

(a) Zeigen Sie für gegebenes j ∈ N, dass die Operator-Potenzfunktion f : B(U,U) →
B(U,U),

f(A) = Aj = A ◦ . . . ◦ A
︸ ︷︷ ︸

j-mal

die Ableitung dfA(B) =
∑j

k=1A
k−1 ◦B ◦ Aj−k für A,B ∈ B(U,U) besitzt.

(b) Es sei 0 < k < 1 und Uk := {L ∈ B(U,U)| �L�U→U < k}. Zeigen Sie, dass die
geometrische Reihe

f : Uk ∋ A �→ (idU −A)−1 =
∞∑

j=1

Aj

in (C1
b (Uk, U), �·�C1) konvergiert.

(c) Folgern Sie für A ∈ Uk und B ∈ B(U,U):

dfA(B) = f(A) ◦ B ◦ f(A).

[10 Punkte]
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