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Ubungen zur Analysis 2

Fiir Studenten der Wirtschaftmathematik ist Aufgabe 11.6 von besonderem Interesse, da sie
eine Vorbereitung fir die die Analyse des Black-Scholes-Modells (spditer) darstellt.

11.1 Betrachten Sie die Funktion g : R x R — R, g(z,y) = arctan(y/x). Berechnen Sie den
Riickzug f*dg der Ableitung von g unter der Polarkoordinatenabbildung

foRT X ] —n/2,m/2 SR KR, (2,y) = f(r,6) = (rcos 6,7 sin )
auf zwel verschiedene Weisen:

a) indem Sie g o f ausrechnen und dann ableiten;

b) indem Sie die Ableitung von g bilden und diese dann mit df* zuriickziehen.

Schreiben Sie die Rechnung jeweils sowohl in Differentialnotation als auch in Matrixnotati-

on. Uberzeugen Sie sich davon, dass die Ergebnisse iiberein-
stimmen. [10 Punkte]
Solution

Let g(z,y) = arctan £ and f(r, ¢) = (rcos ¢, 7sin ¢). We calculate f*dg in the two follo-
wing ways.

(a) We have g o f(r,¢) = arctan(tan ¢) = ¢ and then we obtain
(f7dg)rs) = d(g © firs) = d¢.
(b) We first calculate dx and dy and then subsitute in

0 Y 9 Y Y r
dg(z,y) = P arctan de + 8_3/ arctan Edy = e dz + R dey.

We have dz = cos ¢dr — rsin ¢d¢ and dy = sin ¢dr + r cos ¢pd¢. Thus, we obtain

COS

> gb(COS Gdr — rsin ¢dg) + ¢ (sin ¢dr + r cos ¢d¢) = d¢.

*d'r —
[ dgrg) . .

We can also write in the matrix version

sin cos COS¢ —-r Sin¢
Dgy(rg)Dfray = ( = 7“¢ T¢ ) ( sin¢ rcos¢ > =0

11.2 Berechnen Sie den Riickzug f*dg fiir folgende Daten (definiert jeweils auf geeigneten
offenen Teilmengen von R?):



a) f(x1, 2, 23) = (Y1, Y2, y3) Mit yg = ™72 yy = 17253 yg = ™% und dg(y1, Yo, Y3) =
Yoz dyr + y1y3 dys + y1y2 dys.

b) f($179527 $3) = (xl/(l’l + X2 + 133)7902/(131 + 22 + Is)ﬂl/’l + 22 + Is) = (yl,y2’y3) und
dg(yr, yo, ys) = e 932928 [y dyy + 2ys dys + (y1 + 2y2)dys).

Gehen Sie dazu jeweils auf zwei verschiedene Weisen vor:

i) mit direkter Rechnung durch Anwendung der Adjungierten df* auf dg,
ii) durch Bestimmen einer Funktion g mit der gegebenen Ableitung dg und Berechnen
von d(g o f).

Uberzeugen Sie sich davon, dass die FErgebnisse von i) und ii) iiberein-
stimmen. [10 Punkte]

Solution
a (S X1, T2,T3) = (Y1,Y2,Y3) = (€ e e an
( ) Let f( ) ( ) ( TIT2—T3  ,T1T2+T3 xgmg) d

dg(y1, Y2, y3) = yoysdyr + y1ys3dys + y1y2dys. ()

We calculate f*dg in the two following ways.
1)We calculate dy; and then substitute in ().

T1T2—T3 (

dy, = e Todxy + x1dTo — d3);
dyQ = 6z1$2+$3 ({Egdl‘l + l’ldl‘g + d!L‘g),

dys = €™ (xgdxe + xodx3).
Thus, we get

(f*dg)(m1,$2,r3) — ¥1%2trs a3 (611127903 (xdel + x1dxy — d%g))
+ eP1raT st nes (o (1) dyy + 2y dag + das))
+ 2172 (7273 (gadyy + Todis))

— €2$1$2+12r3(2x2dx1 + (23;1 + x3)d$2 + .ngxg).

2) Take g(y1,v2,y3) = y1y2y3. We see that g satisfies (x). We calculate g o f.

T1T2—T3 T1T2+T3 ,T2T3 _ 2012212223

€ €

gof(xlvaJIg) =€

Y

and we have

f*dg(1?17£r27;r3) = d(g o f)(ml,mgwg) = €2x1z2+:p2x3 (2x2dx1 + (21‘1 + l’g)dﬂ?g + $2d1’3>.

1 T2

(b) Let f(z1,22,73) = (Y1, ¥2,Y3) = (zmgar s7egar L1 + 2 + 23) and dg is given by

dg(yi, y2, ys) = V3T (yadyy + 2ysdys + (y1 + 2ya)dys) - (%)

1) We first calculate dy; and then substitute in (k).

To + T3 —I —I
dy, = dr, + dzo + dxs;
4 (l‘l +l’2+l‘3)2 ! (Il +172+I3)2 2 (Il +ZL’2+I3)2 3
T dxy + Tt T dxo + B dxs;

duo =
Y2 (1‘1 +.T2 +l‘3)2

dyg = dl‘l —f- d[EQ —f- de3.

(Il +$2+$3)2 (131 +ZL’2+(L’3)2



We obtain

O xqu;_gf:cg = Ty +_x:21—|— T3 divz + Ty +_x“zl+ T3 dzs
—2 2 21x: —2
xlxi—;—ifzy)(dxl + dxg + dxs) | = €22 (dxy + 2dxy).
2) Take g(y1,ys,y3) = e¥1%372%2% and we see that g satisfies (x). Thus,
go f(wy, w9, 13) = en1 e,
and we get
J 91 wras) = A(G 0 [)(@ranas) = €722 (dry + 2diz5).
11.3 Multinomialformel. Zeigen Sie fiir einen Multiindex o = (v, ..., ) € Nj, m € Ny
und fiir h = (hq,...,h,) € R" die folgende Verallgemeinerung der binomischen Formel:

|
(hi+ ...+ hy)" = Z |Z| he.

a€eNg
loo|=m
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11.4 Entscheiden Sie fiir folgende Matrizen

1 -1 1
a) A= -1 5 1
1 13)
1 21
by B=|2 3 1
1 11

ob sie positiv definit sind

(i) indem Sie das charakteristische Polynom ausrechnen und entscheiden, ob alle Null-
stellen davon positiv sind,

(ii) mit Vorzeichen von Unterdeterminanten,

(iii) mit quadratischer Ergédnzung. [10 Punkte]
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11.5 Beweisen Sie, dass die Matrix
1 -2 1 -1
-2 8 —4 4
A= 1 -4 3 -3
-1 4 -3 4
positiv definit ist, indem Sie ihre Cholesky-Zerlegung berechnen. [10 Punkte]

Losung

Wir verwenden das Verfahren aus 2.49. Es ist di := a7 = 1 > 0, t11 (= 1, t1o :=
—2, t13 = 1, t14 = —1 und

Es ist dg = b11 =4 > O, t22 = 1, t23 = —%, t24 = % und



Jetzt ist d3 ;= ¢y =1 >0, t33:= 1, t3y := —1 und dy := 1,t4 := 1. Wir sehen, dass A
positiv-definit ist mit Cholesky-Zerlegung

1 0 0 0\ /1000|/1 -2 1 -1

g |2 1L 0 0fJ0O4 000 1 -5 3

1 -+ 1 o0ofloo0o1o0f||l0O 0O 1 -1

-1 4 -11/\0001/\0 0 0 1
:;D :;rT

11.6 Anfangswertproblem fiir die Wirmeleitungsgleichung. Ldsen Sie entweder die
Variante (a) oder die Variante (b) der folgenden Aufgabe.
Gegeben sei eine stetige Funktion g : R — R, wobei

(a) g(x) = max{e” — K, 0} fiir gegebenes K > 0.
(b) [ e %|g(z)|dx < oo fiir alle a > 0.
Weiter sei
_(a= y>2
\/ﬁ 9(y) dy. (1)
Zeigen Sie, dass f die Warmeleitungsgleichung
or _10°f
ot 20x2

FIRxRN SR, f(z,t) =

lost.
Hinweis:

(a) Zeigen und verwenden Sie hierzu die Formel
flt,x) =20t (x4t —log K)) — KOt *(z — log K))

mit der Funktion

d:R—-R, &z

u:

Die Funktion ® wird auch “Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung’ ge-
nannt.

(b) Um zu zeigen, dass das Integral (1) mit den partiellen Ableitungen nach x und t
vertauscht werden kann, bilden Sie Differenzenquotienten von f und von df/dz und
vergleichen Sie diese mit dem Integral der entsprechenden partiellen Ableitung des
Integranden. Schétzen Sie die Restterme im Integranden mit der Taylorformel ab.

Zeigen Sie, dass die Anfangsbedingung
f(z,t) = g(zo) fir (x,t) — (2,0),t>0

fiir alle zg € R erfiillt ist.



Hinwese:

(a) Zeigen und verwenden Sie dabei:
Ve,y e R: |®(z+y) — O(x)] < vl

und
1 fiir a > 0,

lim ®(sa) =< 1/2 fiira=0,
T 0 fiira<O.

(b) Spalten Sie den Integrationsbereich des Integrals

_(e—y? u)2

(9(y) — g(z)) dy

f(l’,t)—g( \/ﬁ

fiir kleine 6 > 0 in die Bereiche |y — x| > 6 und |y — x| < § auf. Beachten Sie, dass
der Teil zu |y — x| > 0 im Limes (x,t) — (x0,0), t > 0 vernachléssigbar ist.

Sie diirfen die Formel

oo 22
/ e 2 dz = V2m,

o0

also lim, ., ®(z) = 1, ohne Beweis verwenden; wir beweisen sie ndmlich in der Analysis
3. [10 Punkte]

Lo6sung
(a) Wegen e¥ — K >0 < y > log(K) gilt

_@—y)? y>2

g(y) dy.
V2mt log(K ( )

Jetzt kénnen wir ® mittels der Transformation ¢y : u + t~Y/2(u — t — 2) mit ¢; *
y +— yt'/? 4t + 2 umschreiben in

f(z,t)

Ot V2 (x +t —logK)) / e du
\/27T t=1/2(log K—z—t)

T2 (u—t—a))?
2

= — e +=Y2 gy,
2V 27T /10gK

_ (u—z)® ac)2 2(u—z)—t
e 2 du

V2t logK

(1‘+t/2) (u—z)2
= — e e"du.




Analog erhilt man mit der Transformation g : u — t~*/?(u — z) mit Umkehrung
ooyttt

2
Ot (z — log K)) / e~ 7 du
\/27T t=1/2(log K —x)
T Var / SR gy
27T logK
_a?
= du.
V2t logK

Es folgt f(t,z) = e"*/2®(t12(x +t —log K)) — K®(t~*/?(x — log K)). Bevor wir

dieses Integral ableiten, berechnen wir die inneren Ableitungen zu

tlog(K)—x)+1 0
21/t T Ox

N t~log(K)—=x) 0 2

— (" (z —log K)) = D(2) =e /2

(7 ~ log K)) L e =

Mit der Ketten- und Produktregel ergibt sich jetzt

x+t/2 -1
\/ﬂ%f(t,x) _¢ i/ (1 n t~(log(K) —z) + 1e(t—1/2(x+t10gK))2/2> L

2(15’1/2(x +t—logK)) =

g t Vx4t —logK)) =t/

0

9 Vi
Ktil(x — log K) (t=1/2(z—log K))2/2
2V/t
_ et T log(K) — ) + 1 seeog iy,
2 2/t
N Kt (z —log K) (72 (@-log K))2/2
2Vt
_ et/ + i o~ (712 (@—log K))?/2
2 2/t

und
82
V 277@ (t7 ZE)

%, (1 T2tV 32z 4t — log K))e—(t*1/2(x+t—logK))2/2) T

o+ K32 (1 — log K )e~ (7P @-log K))?/2
_ ot B2y
Vi

Dies zeigt die Identitét

0 A

Bemerkung: Seien P(z) = Y7¥_p;2?, Q(z) = Y1_¢;27, deg(Q) > 0, Polynome
in R[z] und a > 0. Es gilt fir |z] > 1: [P(2)] < 370 |pj|zF = P2P, [Q(2)| <
1-0lgjlz7 = Q2% und somit fiir R(P,Q,qa,z) := P(2)e Q@) 3¢ > 1V|z| > ¢ :



IR(P,Q,a,2)| < Pzpe_a(qu)Q‘ < |z|72.! Die rechte Seite ist auBerhalb einer Umge-

bung um 0 integrierbar. Da R(P,Q,a,z) auf [—c,c| stetig ist folgt
f—oooo R(P7Q70472> dz < o0.

Definiere die Funktionen

_ 221422
2

a@yz(éliﬂgf,b@yzzé%%:;—w,cuy:a@+m@.

Wir konnen 2.7 anwenden um Ableitung und Integral zu vertauschen

x 42 22
a(x)=2 </ ez dz) e 7,
0
1 22(1422) 1 22,2 22
b(x) = 2/ —re 2 dz= -2 (/ re 2 dz) e
0 0
r 2 22
= -2 (/ e 2 ds) e 7,
0

wobei wir im letzten Schritt die Substitution s = xz verwendet haben. Es folgt
c(0) = 0, also ¢ konstant. Aber

dm:mm+um:umZQA:L1

dz = 2 - [arctan(z)]} = g

+ 22
impliziert mit lim, ,o b(z) = 0% schon lim, ,o a(z) = §. Wurzelziechen und der
.2
Faktor 2 fiir negative reele Punkte liefern f_oooo e2 dz=+2r3
Weiter ist

2
vt e ly + 2z — | _¢2
|P(x 4+ y) — ®(2)|| = / dz < - osup ez <
* V2T V2T £€lm,z+y)

d. h. ® ist stetig. Wegen Symmetrie des Integrals erhalten wir aulerdem

y=
3

1 fiir a > 0,
lim ®(sa) =< 1/2 fiira=0,
e 0 fiir a < 0.

Entsprechend ist

lim o) — e’ — K firx —log(K)>0<e* > K,

() =@’ 10 fir z —log(K) < 0 & ¢e* < K.
SchlieBlich ist f auch in (z¢,ty) = (log(K), 0) stetig, denn unabhéngig von der appro-
ximierenden Folge erhalten wir lim, 4)—(z0,0) f(2,1) = 0 = 2o — log(K) = %g(m.

Zusammengefasst haben wir gezeigt, dass lim g 4 (z0,0) f(, 1) = g(2).

"Wendet man die monotone Abbildung log an, so erhiilt man log(P) + plog(|z|) — aQ?|z|* < —B|z|%1 <
—2log(|z|) fiir groBe |z| und 0 < 8 < aQ?.

z2(1422)
e~ 2

1422

2
2 <e™™ —0.

o0
3In der Analysis 3, werden wir das Integral auf ein mehrdimensionales Integral zuriickfithren und dann 16sen.



(b) Allg. gilt: Sei h : RxV - R,V C Roffens. d. 3U C V, t; € U offen mit

(i) h(-,t) integrierbar fiir alle t € U,
(i) h(y,-) 2-mal stetig differenzierbar fiir alle y € R,
(iil) sup,ey %(-,t} integrierbar.

Dann gilt
—a h( t) a = / a h( t ) a
ot . Y, Yy It Y, o Y.

Diese Aussage kann man wie folgt beweisen: Sei s + to € U:

o [~ T > h(y,to + ) — h(y, to)
5/_0071(?;,75) dy—ygé/ dy

to

S
:E_I}é/ 825 y,to) + (y §)s dy, | <s=¢Ee€U
0o 0%h
_ [ - W6
_/_OO 8t(y’t0) dy+£1_1>%s/_oo 5 dy, Jec>0
<c na?:'h (ii).
< Oh
= tg) d
at (y7 0) Y,

wobei wir die Taylorentwicklung mit Lagrangeschem Restglied verwendet haben.

Sei V; :=R*, V, := R. Wir zeigen (i) und (iii) - (ii) ist klar: Sei t € U.(to), U:(to) C
R*, z € Ue(xo) C V.. Man beachte, dass unsere Voraussetzung [~ e~ g(x)| dx <

. (@—v)® .
00, Va > 0 mit a < m schon e~ 2~ < e " fiir |y| > ¢ und ¢ groB genug

impliziert. Also existiert f(zo,to) fur alle (zo,t9) € R x RT. Analog zur Bemerkung
(@—v)?

in Teil (a) konnen wir auch alle Ableitungsfunktionen von % \/2% fir alle (x,t) €

R x R* und groBe |y| nach e~ abschiitzen.! Man beachte, dass jeweils a und ¢
unabhéngig von (t,x) € U.(ty) x Uz(xo) gewihlt werden kénnen. Da alle Integranden
auf der kompakten Menge U, () x U.(xg) X [—c¢,c] stetig sind, sind sie dort auch
beschrankt. Es folgt die Endlichkeit der Integrale

c,oe(ry)

o V2t

(z—y)? (z—y)?
<0 (e = g(y) / > > (e = g(y)
Ly iR sup — (I 4y Ve € Ud(ay),
/—oo ot ( 2mt Y ooteUﬁo ot? V2t Y (o)
(z—y)? (z—y)?
<9 (e 2 g(y) / > O ez g(y)
By N IC D su dy, Vit € U.(ty),
/—oo Oz < 27t Y oo;rEUagfo dx? 2nt Y ( 0)
© g2 (e gly) > & (e g(y)
dy, s dy, Vt € U.(ty).
/—oo axQ ( V 2’/Tt Y /oo xE[}:?xo 31’ V 2’/Tt Y ( 0)

41. A. fiir jeden Integrand ein anderes a. Da wird nur endliche viele Integranden betrachten, kann man
natiirlich auch ein fiir alle giiltiges a und c finden.

e = 9(y) dy, Y(t,x) € U.(to) x Us(xo),




Da (zg,t9) € R x R beliebig waren, konnen wir Ableitung und Integral stets ver-

tausch. Wegen
)2 )2
o (e _e_( 2 <(x—y)2_ 1)
ot \ 2nt V2mt 2t2 2t

P (N o (e (~te=0)
Ox? V2t Oz V2mt t
_(e—y)?
(22 (e )
V2t t?

zeigt dies aber schon, dass f Losung der Warmeleitungsgleichung % f(t,z) = % f(t,x)
ist.

Schlielich erfiillt f die Randbedingung lim, ¢)—(z0.0) f (%, 1) = g(z0), V2o € R: Nach

und

_@=w)?
Voraussetzung (bzw. der Bemerkung in Teil 1) ist [77 &=

L dy =17 Sei 6> 0

o _(z=w)? (

o) - gla) = [ TAANZI0 g,

_(a—y)? _(z—y)?
- e” 2 (g(y) —g(x)) e 2 (g9(y) —g(z))
= dy + dy.
Us () 2wt R\Us (x) V2t

Wir schétzen den zweiten Teil wie in der Bemerkung zu Teil (a)% ab nach

(a2 _(@-p)?
/ e o) —gl@)l </ 5 = l9) —g(=)l
R\U5($) V 27Tt - R\U(;(CE) 27Tt

e g(y)
< / e F Wl
R\Uj () V2r

fiir t klein genug. Da das Integral wie zuvor endlich ist, konvergiert der gesamte Term

dy

gegen 0. Auf dem kompakten Intervall Us(x) is g beschrankt, also

Y a2
/ e |g(y) — g(a)] e~ 3t
Us(x)

dy < sup |g(z) — g(z)] dy
V2t 2€U;(2) Us(w) V2Tt
9(2) — g(2)| ef d

sup |g(2) — gz w

z€Us(x) U (0) 2m
N \/Z J/

gl,‘v,t>o.

< sup |g(z) —g(z)] — 0.

z€Us(x)

fiir § — 0. Dabei haben wir die Substitution w = % verwendet und dann die Vor-

aussetzung bzw. die Bemerkung aus Teil (a). SchlieBlich ist die stetige Funktion auf
der kompakten Menge Us(x) schon gleichméBig stetig und es folgt die Konvergenz.

5Substituiere w = %

6Setzte in der Bemerkung z = t~/2.



Bemerkung:

()

(b)

()

2

Man beachte, dass Fall (a) ein Spezialfall von (b) ist: g(z) < e*, e* - e =
1 7(\/517 1

2
edae ﬁ) ,Vao > 0 und eine einfache Substitution liefern mit der Bemerkung
aus Teil (a) die Behauptung.

Man bemerke, dass wir die Stetigkeit von ¢ nur im letzten Schritt verwendet haben.
Tatséichlich gilt fiir ¢ € LP(R)7 mit der Holder Ungleichung schon [le g, <
le=%*||,llgll, = He‘qa”ﬁm/quHp < 00, Va > 0. Wir konnen also Teil (b) anwenden.
Man kann zeigen, dass f — g in || - ||,. Fir ¢ € C(R) N L*(R) erhélt man sogar

gleichméflige Konvergenz auf kompakten Mengen.

Da wir gesehen haben, dass wir Integral und Ableitung vertauschen koénnen, folgt
insbesondere, dass unsere Losungsfunktion beliebig oft stetig differenzierbar ist auch
wenn ¢ nicht differenzierbar war. Mit (ii) sehen wir, dass f auch beliebig oft dif-
ferenzierbar ist, wenn g nicht einmal stetig war. Schliellich haben wir unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit: Selbst fiir g = 1_. | ist die Losung f(z,t) # 0 fiir alle
(x,t) € R x RT.

Der Beweis lisst sich ohne grofiere Anderungen auf R” x Rt — R, n > 1 {ibertragen.

11.7 Studieren Sie den Abschnitt 2.8 “Die Rdume C}” im Skript.

"Man beachte, dass diese Funktionen nicht notwendig Riemann-integrierbar sein miissen. Das Ergebnis gilt
allgemein. Fiir die Rechnung sollte man sich aber (vorerst) auf Funktionen g mit |g|P Riemann-integrierbar

beschranken.



