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Ubungen zur Analysis 2

10.1 Betrachten Sie die Funktion f : R? — R, f(x,y) = 2% + y?, den Punkt (zg,y0) = (3,4)

mit dem Wert zy = f(zo,5) = 25 und die Linearisierung g : R* — R, g(x,y) =
20 + df(wo o) (@ — To,y — Yo) von f bei (xg,yo). Zeichnen Sie die Niveaulinien von f
nahe bei (zg,yo) mit einem Zirkel und die Niveaugeraden von g nahe bei (xg, o) mit
einem Lineal, z.B. fiir die Niveaus z = 21,22, 23,24, 25, 26, 27, 28, 29. Beobachten Sie,
wie die Niveaugeraden von g nahe bei (zg,yo) die Niveaukreise von f nahe bei (xg, yo)
approximieren. [10 Punkte]
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10.2 Berechnen Sie die Jacobimatrix Df(r,0,¢) der Transformation von Kugelkoordinaten
nach kartesischen Koordinaten

f Rt XxRxR =R} f(r,0,¢)=(rsinfcos,rsinfsinp,rcosh).
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10.3 Eine Formel von Heun. Gegeben sei eine Differentialgleichung y'(z) = f(z,y(x)) mit

einer beliebig oft (partiell) differenzierbaren Abbildung f : R? — R und einer beliebig oft
differenzierbaren Losung y : R — R, die die Anfangsbedingung y(0) = b € R erfiillt. Wir
definieren die Naherung z : R — R an y durch

2(z) = b+ af(x/2,b+ £(0,0)/2).

Beweisen Sie, dass die Taylorpolynome 2. Grades von y und von z um zy = 0 iiberein-
stimmen.

Bemerkung: Aus dieser Formel und Varianten davon gewinnt man durch Iteration nu-
merische Verfahren zur Berechnung von Néherungslosungen von Differentialgleichungen.
Mehr dazu in der Numerischen Mathematik. [10 Punkte]

Losung

20 2
Kettenregel gilt 2'(x) = foh+x - (Df)(h) - (Dh)(x), also

Sei h(z) = (ﬁ M). Nach reeller Ketten- und Produktregel und mehrdimensionaler

d(z) = f(2/2,b+2f(0,0)/2) + g(D:vf +£(0,0) Dy f)(/2,b + x£(0,0)/2).



10.4

Entsprechend ergibt sich 2”(x) = 2(D f)h- (Dh)(z) + £((D. Dy + f(0,b)(D, D, + D, D,) +
(£(0,0))>D,D,) f)(h(z)). Fiir eine beheblge Losung y ist
y'(x) = Df(z,y(x)) = (Do f, Dy f)(z,y)(1,y'(x))". Auswerten bei 0 liefert

2(0) =b=y(0), 2'(0)=[(0,0) =y'(0), 2"(0) = (Duf+ f(0,6)Dy[)(0,b) =y"(0).
Linge von Kurven in krummlinigen Koordinaten. Ein m-dimensionales Gebilde
G C R"™ werde durch eine stetig differenzierbare Abbildung f : R™ O U — R" in
Parameterdarstellung G = f[U] gegeben. Weiter sei eine stetig differenzierbare Kurve
k : [a,b] — U gegeben. Wir stellen uns k als eine Beschreibung der Kurve f o k “in
krummlinigen Koordinaten f” vor. Zeigen Sie, dass die Lange der Kurve f o k durch

/ VIR () ds

gegeben wird, wobei
9: U= R™™ g(z) = Df(z)'Df(z).

Die matrixwertige Abbildung ¢ wird die Riemannsche Metrik zur Parametrisierung f ge-
nannt. Berechnen Sie die Riemannsche Metrik fiir die Polarkoordinatenabbildung f(r, ¢) =
(r cos ¢, rsin ¢) und fiir die Kugelkoordinatenabbildung

f(r,0,¢) = (rsinfcos ¢, rsinfsin ¢, r cos ).

Berechnen Sie damit die Lange der Kurve, die in Polarkoordinaten durch r(s) = e®,
o(s) = s, s € [0,1] gegeben wird. [10 Punkte]
Losung

Wir wiederholen zunéchst die Definition der Lénge einer stetig differenzierbaren Kur-
ve k @ [a,b] — U.! Ist U C R, dann folgt aus Stetigkeit schon gleichméBige Stetig-
keit und somit Ve > 0 3§ > 0 s. d. |K'(t) — K'(s)] < e fur alle t,s mit [t — s| < 6.
Fir t € Us(t') C [a,b],t < t' gibt es nach dem Mittelwertssatz ein s € [t,t'] mit
w = k'(s), also ‘% K (t ‘ = |K'(s) = K'(t)| <e.Sei nun k : [a,b] - U C R",
dann folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf R” die Existenz eines ¢ > 0 s. d.
Hk(t % /{;{(t)‘ < ce:=¢ firallet,t' mit [t —t'| < §.2
Sei € fest Nach Definition des Integrals (Analysis I, 5.1 und 5.4) gibt es ein ¢’ > 0 s. d.
U@ |dt— S Dt — ti,l)’ < ¢ fiir alle Zerlegungen a =ty < t; < -+ <t =
b, t; —t;_1 < ¢',V1 < i < k. Wie wir oben gesehen haben gibt es jetzt ein § < 8's. d. aus
|t; —t;_1| < 0 schon Hl—’l) K'(t;) V1 < ¢ < n folgt. Nach Multiplikation

k/ H < C-MaXi<i<n

b = 3w
mit t; — ¢;_; und aufsummieren liefern unser(e b)elden Abschatzungen und die Dreiecks-
ungleichung schon ‘Zle 1k(t:) — k(tion)]| — [, 1K' (2) ||dt‘ < % + £ = &. Der
linke Term konvergiert mit zunehmender Feinheit der Zerlegung gegen die Lénge, d. h.

= J, IF'@)lldt < (b— a) maxeejay [|K'(1)]] < oo
Zur eigentlichen Aufgabe: f ist stetig-differenzierbar, also ist f o k stetig differenzier-
bare Kurve Nach der Kettenregel gilt D(f o k)(s) = (Df)(k(s))k'(s) und L(f o k) =
f VK (s ))K'(s) ds folgt aus der Definition der Standardnorm.

Fiir fp(r, a>> — (reos g, rsing) ist wegen (Df)(r, ) = (‘;fﬁfjf; ‘S“(E;Z;)) die Rie
1 0
(0 2)

mannsche Metrik

Lvgl. Forster, Analysis II, §4, Satz 1.
2Fiir alle ¢’ definiere ¢ := €’/c und finde § mit gleichméBiger Stetigkeit der maximalen Koeffizientenkurve

;.



10.5

10.6

Entsprechend gilt fir fx(r, 60, ¢) := (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cos )
sinfcos¢ rcosfcosp —rsinfsing
(Dfk)(r,0,¢0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcos¢

cos 0 —rsind 0

Die Riemannsche Metrik hat dann die Form?

1 0 0
0 r? 0
0 0 r%sin*(0)

Fiir die Kurve v : s — fp(r(s), ¢(s)) = fp(e®, s) C R? erhalten wir
@y ) (7) =2 = =eva

Rotationsinvarianz des Laplaceoperators Es seienn € N, V' C R" offen und U : R"*"
eine orthogonale Matrix, d.h. U'U = Id oder dquivalent Vo € R™ : ||Uz|z = ||z|2. Weiter
sei UV :={Uz|z € V}und g € C*(UV,R) und f: V — R, f(z) = g(Ux). Zeigen Sie
fir alle x € V: Af(z) = Ag(Ux). [10 Punkte]

Losung

Aus der Kettenregel folgt fiir j = 1,...,n wegen 9; Y-, Uyz; = Uy;

%g (Ux) ZDkg (Uz) — UZL" Yk = ZU’W Drg(Ux),
J k=1

d? d
o7 g(U ZU,W ZDleg (Uz) (Ug; = Z Dy Dyg(Uz)Up (U 51
k=1

k=1

wobei wir Uy; = (U");; benutzt haben. Wegen U' = U~! gilt somit fiir alle x € V

n 2

k=1

= Z Dy Dyg(Uz) 6y = ZDlg (Uz) = Ag(Uxz)

k=1

Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten. Es sei f € C?*(R?\ {0},C) und g :
R* xR — C, g(r,¢) = f(rcos¢,rsin¢). Zeigen Sie:

0? 10 0?
Af(rcosyrsing) = S0.6)+ 1 2 .0) + 5580

Bemerkung: Mit mehr Hilfsmitteln konnen wir spéater in der Analysis 3 die Transforma-
tion des Laplaceoperators in beliebige krummlinige Koordinaten in n Dimensionen recht
einfach beschreiben. [10 Punkte]

3Nutze Symmetrie und sin® + cos? = 1.



Losung

Es gilt

%(T’, ®) = D1 f(rcos ¢, rsing) cos ¢ + Dy f(r cos ¢, rsin ¢) sin ¢

%(r, ¢) = D3 f(r cos ¢, 7sin @) (cos ¢)* + Da D1 f (1 cos ¢, sin ¢) cos ¢ sin ¢
+ D1 Dy f (7 cos ¢, 7 sin @) sin ¢ cos ¢ + D3 f(r cos ¢, rsin ¢) (sin ¢)?

g—i(ﬁ @) = —D1 f(rcos ¢, rsing) rsing + Do f(rcos @, rsin @) rcos ¢

0%g B 0 D . . D .

87&(7"7 ¢) = — (3_¢ 1f(rcos¢,rsm¢)) rsin¢ — Dy f(r cos ¢, rsin ¢)r cos ¢
+ (%DZJC(T cos ¢, r sin ¢)) rcos ¢ — Dof(rcos ¢, rsin¢)rsin ¢

= D?f(rcos¢,rsing) (rsin ¢)? — Do Dy f(r cos ¢, 7 sin @) r* sin ¢ cos ¢
— D1 Dy f (1 cos ¢, 7 sin ¢) r* cos ¢sin ¢ + D3 f(r cos ¢, sin @) (r cos ¢)?
— Dy f(rcos¢,rsing)rcos¢ — Dy f(rcosg,rsing)rsing ,

und somit, wegen 1 = (sin ¢)? + (cos ¢)?,

0?g 10g

1 9%g _A .
(T,¢)— f(TCOS¢,TSIH¢)—ﬁ(T,¢)—;a(?“,gb)-

10.7 Studieren Sie den Abschnitt 2.4 (Veranschaulichung der Ableitung mit Tangentialraumen )
im Skript.



