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Ubungen zur Analysis 2

9.1 Es sei f: R — C eine stetig differenzierbare, 2m-periodische Funktion. Zeigen Sie, dass
die Fourier-Partialsumme

k=—n

mit n € Ny, x € R und
1

2T
= 2—/ ek (1) da
T Jo

fiir n — oo gleichmdfsig gegen f konvergiert.
Hinweis: Integrieren Sie partiell und verwenden Sie die Besselsche Ungleichung fiir f” und
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, um >, | fi| < 0o zu zeigen. [10 Punkte]

Jr

Losung

Aufgrund der Periodizitdt von f geniigt es, die Aussage fiir f eingeschrinkt auf [0, 27]
zu zeigen. Die Fourier-Analyse F aus Definition 1.190 der Vorlesung, die f ihre Fourier-
Koeffizienten f;, = (e, f) zuordnet, d.h. F(f) = ({ex, f))ren, ist nach Satz 1.191 eine
Bijektion. Hierbei wurde (-, ) definiert durch

(f,9) = %/0 ng(x)dx .

Esgilt f = F'Ff =3, cz(ex, f) ex, wobei die Konvergenz der Reihe in (L*([0, 27]), [|-||2)
zu verstehen ist. Wir wollen zeigen, dass die Reihe sogar gleichméfig gegen f konvergiert.
Angenommen, die Folge (Sy,)men in C([0, 27]), definiert durch

m

Sm(z) = Z fre™ = Z (ex, [) en(z),

k=—m k=—m

konvergiert fiir m — oo gleichméBig gegen ein g € L%([0, 27]), also ||Spm— gllee— 0. Wegen
o 027r |Sm(z) — g(2)]* < ||Sm—g||% konvergiert S,, dann auch in (L2 | - ||2) gegen g.
Aufgrund der Eindeutigkeit von Grenzwerten (||f — glla < [|f—Smll2 + [|Sm—¢]|2) gilt in
diesem Fall also f = g. Aus der gleichméfigen Konvergenz der Partialsummen S, folgt
somit bereits die gleichméflige Konvergenz gegen f.

Beweis der gleichmdjigen Konvergenz der Sy,. Zeigen wir zunéchst >, ., |(ex, f)| < oo.
Wegen f € C'(R), folgt mittels partieller Integration fiir k& € Z\{0},

=27

1

ezka:f(x) o —tkx £/
+ m/o e " (x)dx.

(ex, f) = R

=0



9.2

Also, |(ex, f)| = 1 l{ex, f)], da f(27) = f(0). Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

S lew f)] < (2Zk‘2)1/2( ) |<ek7f'>|2)1/2 < Clflh < o,

keZ\{0} keN keZ\{0}

wobei wir im letzten Schritt C' := 23, k™2 < 0o gesetzt und die Besselsche Ungleichung
fiir f’ benutzt haben. Es folgt

Sm(x) - Z<€k>

kEZ

Z | €k, m%oo O

|k|>m

Da die rechte Seite unabhéngig von x ist, konvergiert (S,,)men gleichmafig.

Reelle Version der Fourierreihe. Es sei f : R — R eine stetige 27-periodische Funk-
tion. Zeigen Sie, dass die Funktionen

gn :0,27] = R, gu(z) =co+ Z[ak cos(kx) + by, sin(kz)]

k=1
mit
1 2
€ =5 (x) dx,
1 27
ar = —/ cos(kx) f(x) dx,
T Jo
1 2m
by = —/ sin(kz) f(x) dx
T Jo
fir n — oo in (C([0,27]), || - ||2) gegen f konvergieren.

Hinweis: Driicken Sie ag, b, und ¢y mit den komplexen Fourierkoeffizienten

1

2m
fi = —/ ek f(r)de, kel
0

2m
aus und folgern Sie

gn(z) = Z fre™® fiir n € Ny, z € R,
k=—n

Bemerkung: Unter der Zusatzvoraussetzung, dass f stetig differenzierbar ist, folgt aus
aus der vorhergehenden Ubung auch gleichmdflige Konvergenz der reellen Version der

Fourierreihe, also Konvergenz in (C([0, 27]), || - ||oc)- [10 Punkte]
Losung
Es ist co = fo, ap = 2 [T cos(ka)f(z)de = L [27 ™ foyde = fy + fop und

ika

b, =L [2sin(kx) f(x )dx = L am et ™ f(y) do = ify —if_p. Es folgt

v) = fo+ Y _[(fu+ for) cos(ka) +i(fr — f-y) sin(kx)]

= fo+ Z fre®™ 4 fopem = Z fre™®,
k=1

k=—n



wobei wir cos(kx) = cos(— kx) und sin(—kz) = — sin(kz) verwendet haben. Es ist fiir [ <

n - f gn — fo —zlz dd? — 27T e_”I Zk——n fkezk:c dr = Zk——n f27r fkel(k Dz dg _
fl7 d. h. hmn—>oo gn = F (hmn—>00<fk 1k§n)) =F ((fk)kEZ) F- 1]:(f> f

9.3 Berechnen Sie den Gradienten der folgenden Funktionen:

(a) [ R2 X RY 5 R, f(,y,2) = e ev?/e),

(b) f: R* - R, f(x) = (a,x) mit gegebenem a € R", wobei (.,.) das euklidische
Skalarprodukt bezeichnet,

(c) f:R"\ {0} = R, f(z) = ||z||$ mit gegebenem « € R,
(d) f:R*\{0} =R, f(z) = ”“ ﬁﬂg mit gegebenem a € R™. [10 Punkte]

Losung

(a) Fiir f:R2x Rt = R, (,y, 2) = —A— e~ @=97/(22) gilt

(z,

Opf(z,y,2) = L= e~ (@=1)?/(22)
z)
)

2V 21z
8 f(fE Y,z2) = Zf/% ef(x*y)Q/(QZ)
(m,y,z = —;732/; —(z-y)?/(22) + 2171'z (xg_zg) e—(:c—y)2/(2z)
und somit
y—x
x,y,z

z @y? _1

2z 2

(b) Mit der Notation x = (z1,...,2,) € R" und 0; = 0/0z;, gilt fur f = (a,-)

n n
=0, E apTy = E ardki = a; ,
k=1 k=1

also Vf = a.
(c) Fir f:R*"\ {0} = R, f(x) = [|=[|3 gilt wegen [lz]|5 = exp(aln||z[|2)

(07 T
Vi@ = |z e = el
A ’

wobei wir V||z||y = ||z||; 'z (Beispiel 2.4) benutzt haben.
(d) Aus (b) und (c) folgt fiir f(x) = {(a,x) ||z||5?, dass O f (z) = a;||z||5>—3{a, z)||z||5 °z;.
Also
V= llelz* (a - 3llel;* (e 2) @)
9.4 Berechnen Sie den Gradienten der folgenden Funktion f : R? x R™ — R, f(a,b,c) =
f; e~ dr. Im Ergebnis darf zwar ein Integral, aber keine Ableitung

stehen. [10 Punkte]

Solution



9.5

9.6

We first calculate the partial derivatives of the function f(a,b,c) = f: e~ du.

0 2 0 2
le:a_éz_eca7 D2f:8_£:€(:ba

and using Lemma 2.7

8f ’ a —cx? _ ’ 2 —cx?
Dgf—%—/a%e dx——/axe dz.

Thus,
D f —eo
Vi=1\| Dof | = ect’
Dsf —f; 22 dg

Essei f:R?\ {0} = R, f(z) = ||z|5~% Beweisen Sie Af = 0. Insbesondere gilt in drei
Dimensionen

L 0
el
[10 Punkte]
Solution
d
_ 0? 2-4
Allz|2 = Z@@% +.. 422
i=1 i
d
0 _d
= ; 8@(2 —d)zi(2? + .. 4 2) 72
d d "
+
=@2-d)> |lzll;*+d(d-2)> 2l (af+... a5
i=1 i=1
=d(2 —d)|z|;" + d(d - 2)||z];* = 0.
In particular for d = 3, Am = 0.
Gegeben sei die Funktion
FIRUKRY SR, f(nt) =~
* ) Y \/g Y
Zeigen Sie, dass [ die “Wéarmeleitungsgleichung”
0 1
— t)==-A t
o flet) = SAf (1)
16st, wobei sich hier der Laplaceoperator nur auf = = (z1,...,z,), nicht jedoch auf

t bezieht. Versuchen Sie sich im Fall n = 1 anschaulich vorzustellen, dass f “zerflie-
Bende Gauflsche Glocken” beschreibt, indem Sie x — f(x,t) fiir verschiedene ¢ grob
skizzieren. [10 Punkte]

Solution



We compute 2 f(z,t) and Af(z,t) for the function f(z,1),

1 ll)13
fR" x Rt — R, f(fE,t) _ t_ﬂe_ T2 ‘
2
N 2 R 9
% (x,t) = (77115—"32 + ||x2‘|2t_n2+4) e_u#7

and

1 e 0?2 =12 ni2 e O Jl)12
A l‘,t = — —e 2t —= —t "2 —1.e 2t

2 2
=t e g

Thus, 2 f(z,t) = 1A f(z,1).



