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Ubungen zur Analysis 2

Kompaktheit der euklidischen Einheitssphire.

(a) Fiir n € N sei S := {z € R"| ||z||o} = 1 die euklidische Einheitssphire. Zeigen Sie:
S™ ist kompakt in der Standardtopologie auf R™.

(b) Folgern Sie, dass fiir jede stetige Funktion f : R?> — R die Menge
M: {f(x7y72)| x,y,z S R, l‘2+y2—|—22 — 1}

ein Minimum und ein Maximum besitzt. [10 Punkte]

Lo6sung

(a) Da die Normabbildung || - ||2 stetig auf (R™, || -|2) ist, ist S™ als Urbild der abgeschlos-
senen Menge {1} unter || - ||2 selbst abgeschlossen (bzgl. der Standardtopologie, die durch
| -||2 erzeugt wird). Aufgrund der Aquivalenz aller Normen auf R™ (Satz 1.169), ist somit
S™ auch bzgl. || - || abgeschlossen. Weiter gibt es ein C' > 0, sodass fiir alle z € S™ gilt

||5E||oo < C||$||2 = (C<x

Also ist S™ bzgl. || - || auch beschiinkt, und somit (Korollar 1.167) kompakt in der durch
|| - || erzeugten Topologie. Die Kompaktheit in der Standardtopologie folgt dann wieder
aus Ty, =T

(b) Wegen M = f(S?), gibt es fiir jedes b € M ein x € S3, sodass
bl = [If(x)ll2 < sup [[f(z)]2 = m
z€S3

Sei () nen eine Folge in S® mit limy, o || f(20)|l2 = sup,egs || f(@)|l2. Da S® nach (a) bzgl.
|| - ||2 folgenkompakt ist (aufgrund der metrischen Charakterisierung der Kompaktheit aus
Satz 1.166) gibt es eine Teilfolge (x,, )ken, die gegen ein xy € S* konvergiert. Aus der
Stetigkeit von f und || ||z, und da (|| f(z,,)||)x als Teilfolge einer konvergenten Folge den
gleichen Grenzwert m besitzt, folgt

m = ,}EIOZ”JC(:CW)HQ = || f(xo)ll2

Also ist || f(zo)|l2 = maxpens ||b]|2, das heift M besitzt ein Maximum by € M, nédmlich
bo = f(zo). Genauso sieht man auch die Existenz eines Minimums.

Stetigkeit linearer Abbildungen auf R™. Es seien K € {R,C}, m,n € N, || - || eine
beliebige Norm auf K™ und || - ||" eine beliebige Norm auf K". Weiter sei L : K™ —
K" eine K-lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass L : (K™ || - |) — (K", | - |') stetig
ist. [10 Punkte]



Losung

Sei (er)p, die Standardbasis in K™, und wéhle ¢ > 0 mit || - || < ¢|| - || (wieder Satz
1.169). Dann gilt

L) =

Z T L(ek)

wobei wir C' := ¢ > 7" | ||L(ex)||" gesetzt haben. Somit ist L nach Lemma 1.63 (Charak-
terisierung der Stetigkeit linearer Abbildungen zwischen normierten Raumen) stetig.

< D lal[[Len)|]” < llzlle Y- L] < Cllzl
k=1 k=1

8.3 Zeigen Sie:

(a) Der Abschluss A einer totalbeschrinkten Teilmenge A C M in einem halbmetrischen
Raum (M, d) ist totalbeschrankt.

(b) Die Vervollstandigung eines totalbeschrankten halbmetrischen Raums ist kompakt.

(c) Anwendung in der Zahlentheorie: Es sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass
(Z,,d,) kompakt ist, indem Sie zeigen, dass Z beziiglich d, totalbeschrénkt
ist. [10 Punkte]

Losung

(a) Sei E. jeweils eine endliche Menge, so dass A C |J,cp Ue(2). Sei y € A, dann
gilt fiir alle 6 > 0 3z € E.pp : Us(y) N Uzpa(x) # 0. Fiir 6 = ¢/2 folgt mit der
Dreiecksungleichung y € U.(z), also A totalbeschrénkt - A C J,. E.)s Ud(z).

(b) Sei M die Vervollstindigung, i : M — M die isometrische Einbettung. Wegen Iso-
metrie ist (M) totalbeschrénkt, nach Teil (a) i(M) = M ebenfalls totalbeschrankt

und somit nach 1.166 kompakt.

(c¢) Nach Teil (a) & (b) geniigt es zu zeigen, dass (Z, d,) totalbeschrinkt ist. Ve > 0 3n €
N: p™<e Sei £E={0,1,...,p"—1}, dann gilt fir allea € Z, a = mp"+q, ¢ € E
und distg, (a, £) < dy(a,q) =p™™ < e.

8.4 Es sei

M ={f € C(0ALR)[ [flle < 1, Va,y € [0,1] = [f(z) = f(Y)| < |z —yl}

der Raum aller durch 1 beschrénkten, global Lipschitz-stetigen Funktionen mit Lipschitz-
konstante 1. Zeigen Sie, dass M in (C([0, 1], R), || ||« ) abgeschlossen und totalbeschrankt
und damit kompakt ist. [10 Punkte]

Solution

We first prove that the set M C (C([0,1],R), || - |loo) is a closed subset. Let {f,} be a
sequence in M converging to an element f € C([0,1],R).We show that f € M. For every
e > 0, there exists ng € N such that for every n > ng, ||f — fullco < e. Therefore,

[flloe < I1f = falloo + [[fallo < [ fallo +€ <14e,

and

[f (@) = f)] < |fu@) = F@)] + [fal2) = fa)] + [fnly) = f(y)]
< |x_y|+2||fn_f||oo < |$_y|+25'

Since the above inequalities are true for every € > 0, thus, [|f||w < 1 and |f(z) — f(y)| <
|z — y|. In conclusion, M is a closed set. Moreover, M is complete because (C([0,1],R)
is a complete metric space (see for example Proposition 107) and a closed subset of a
complete metric space is also complete.



8.5

Second, we show that M is totally bounded. For every ¢ > 0 and every f € M let construct
a piecewise linear function L as follows. There exists n € N such that % < ¢. For every
0 <m < n, we define L(2) = £ where £ < f(2) < £ and the we join (2, L(Z)) and
(=L L(™EL)) by a linear function. The slop of L on each interval [2, 1] is —1,0 or 1.
Indeed, |f(ZH) — f(2)] < L and thus ’% < f(mH) < %, where £’ is equal to k, k+ 1
or k — 1. Therefore, L(™) — L(2) = L or —< or 0. Due to the construction of L we

shall see that || f — Ll < 3¢ (see examples shown in the figure below with ¢ = £). For
every z € [0,1] take m € {0,...,n} such that z € [, ™) Hence

3
mn — < 3e.
n

m m m

—L < — f(— L(x) — L(— L(—)—f(—) <

7@) = L@ < 1) = FC) + L) = L)+ L) = £ <

For each n € N, one can check that there is a finite number of the piecewise linear
functions constructed in the above fashion (the number is less than (n+ 1)3™). Therefore

for every ¢ > 0

no
M C U Use (L),
i=1
where L; are continuous piecewise linear functions which are linear on each interval
[, ] with + < e and with the slop £1 or 0. In the above inclusion ng < (2n + 1)3",
where 2n + 1 stands for the number of initial value of these family of piecewise linear
functions and then at each step we have at most three choice for their slops. It shows that

M is totally bounded.

1

0

0 . . . 1
Now use Proposition 1.166, M is compact if and only if it is complete and totally bounded.
Satz von Stone-Weierstrafl — komplexe Version. Gegeben seien ein nichtleerer kom-
pakter Hausdorffraum (X, 7") und eine Menge A C C'(X, C) mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Die konstante Funktion 1 : X — R mit dem Wert 1 ist ein Element von A.

(b) Fiir alle f,g € Aist f+ g € A.

(c) Fiir alle f € A und alle a € Cist af € A.

(d) Fir alle f,g e Aist f-g € A.

(e) Fiir alle f € Aist f € A, wobei f das konjugiert Komplexe von f bezeichnet.

(f)

f) A ist punktetrennend.

Zeigen Sie, dass dann A dicht in (C'(X,C), || - ||«) ist.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass Re A = {Re f| f € A} die Voraussetzungen der reellen
Version des Satzes von Stone-Weierstra$ erfiillt, und dass {Re f| f € A} ={Im f| f € A}
gilt. Erinnern Sie sich dazu an Re f = 3(f + f) und Im f = L(f — f). [10 Punkte]









8.6 Beweisen Sie
ST

4 on’

k=1 k 90

indem Sle beide Seiten der Parseval-Gleichung fiir die “Dreiecksfunktion” f : [0,27] — C
mit f(z) =2 fir 0 <z <7 und f(z) =27 — 2 fir 7 <z < 27 ausrechnen. [10 Punkte]
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