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Ubungen zur Analysis 2

6.1 Geben Sie eine beliebige Zahl x in IThren Taschenrechner ein und driicken Sie immer wieder
(im Bogenmaf-Modus) die Cosinus-Taste. Wiederholen Sie das Experiment mit anderen
Zahlen. Beschreiben Sie, was Sie beobachten. [10 Punkte]
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6.2 Zeigen Sie, dass die Quotientenabbildung ¢ : C x (C \ {0}) — C, ¢(z,y) = x/y eine
Fortsetzung zu einer stetigen Abbildung

Q1 (CU{00})*\{(0,0), (00, 00)} = CU{oo},

jedoch keine Fortsetzung zu einer in (0,0) oder in (0o, 00) stetigen Funktion mit Werten
in CU {oo} besitzt. Dabei werden Teilmengen von (CU {o0})? mit der Teilraumtopologie
zur Produkttopologie der Standardtopologie auf C U {oo} versehen. [10 Punkte]
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6.3

6.4

(a) Dichtheit von Quadern mit dichten Seiten. Es seien (My, dy), k= 1,...,n mit
n € N, halbmetrische Rdume mit dem Produktraum M = M; x ... x M, versehen
mit der Produktmetrik d. Weiter sei A, C M fir k =1,...,n. Zeigen Sie:

Al x ... x A, =4, x...x A,.
Folgern Sie: Ist fiir alle k = 1,...,n die Menge Ay dicht in (Mj,dy), so ist auch
Ay x ... x A, dicht in M.

(b) Vervollstdndigung von endlichen kartesischen Produkten. Es seien (M, dk),
k=1,...,nmitn € N, halbmetrische R&ume mit dem Produktraum M = M; x...x
M, Versehen mit der Produktmetrik d. Fiir jedes k = 1,...,n sei (Mk, dk,zk) eine
Vervollstandigung von M. Es seien M := M, x...x M, und d die Produktmetrik
auf M zu d}? e .d,, sowic i : M — M, i(z1,. . xn) = (i1(x1), ... in(x,)). Zeigen
Sie, dass (M, d, i) eine Vervollsténdigung von (M ,d) ist. [10 Punkte]

Losung

(a) Wir stellen_fest dass X, U%(z;) = Ul(z) fiir @ := (21,...,2,). Also gibt es fiir
alle v € (X1, A4)" & >0s.d Udi(z;) NA; =0 = U, ()N XL, Ay = 0 und

ming <;<n €

damit X, A; C X, A; abgeschlossen. Umgekehrt folgt
i=1

=Ve>0: X Uli(z)N X A #D=Ve>0:U%z)n X A; # ()

i=1 i=1 =1
=T € >< A;.
i=1
Inbesondere folgt
wggn:Zi:Mi:»XAi:X = X M; =
i=1 i=1 i=1

(b) Vgl. 1.111. Seien x := (x1,...,2,), ¥y := (Y1, .., Yn). ¢ ist eine Isometrie

~

d(i(z),i(y)) = max di(ir(wr), in(ye)) = ax di(zx, yi) = d(,y)-

Mit Teil (a) folgt weiter, dass (M) = X_,i(My) dicht in M liegt. Sei nun (a;); eine
Cauchyfolge in M: Ve > 0 3Ny e NVI,m > Ny : e > d(ay, am) > di(al, ak), V1 < k < n.
Somit sind die (af); fiir a; = (af )1§k§n, V1 < k < n Cauchyfolgen. D. h. insbesondere
Ja* € My, Ve > 0 3nk € NVI > nf : dilaF,d*) < e. Sei a := (a")1<p<n, so gilt
Ve > 0,19 = maxj<p<n nlg VI > ng:

d(a, a) = Iax. di(af,a") < e.

Damit ist (M, d) vollsténdig.

Zeigen Sie: Ist I # () eine Indexmenge und (M, d) ein halbmetrischer Raum, so wird durch
doo : M x M} — R, doo(f,g) = sup,e; d(fi, g:) eine Halbmetrik auf M/ gegeben. Ist d
sogar eine Metrik, so ist auch d., eine Metrik. [10 Punkte]



Lo6sung

M} sind nach Definition 1.102 die beschréinkten Funktionen I — M. Vgl. auch Blatt 1,
Aufgabe 6.
Seien im Folgenden f = (f;),9 = (g:),h = (h;) € M} beliebig. Aus

deo(f,9) == Sup d(fi,g:) = d(fi,9:) 20, Viel
1€

folgt Positivitit. Ist d sogar eine Metrik gilt weiter

=9 fi=ag,Vielsd(fi,9)=0,Viel<supd(fi,g)=0,

icl

wobei im letzten Schritt = klar ist und <= sich ergibt, weil 0 = sup,c; d(fi, ¢;) > d(fi, g;) >
0, Vi € I schon d(f;,g9;) = 0, Vi € I impliziert. Die analoge Rechnung mit nur =
—Implikationen zeigt Selbstabstand 0.

Symmetrie ergibt sich aus

doo(f7 g) = Supd(fwgl) = Supd(.gi> fl) - dOO(ga f)

iel iel
Schliefflich gilt es noch die Dreiecksungleichung zu verifizieren:

deo(f, h) = supd(fi, h;) < sup (d(fi, g:) + d(gi, hi))

i€l el

< sup <sup d(fj,9;) + Sup d(gg, hk))

i€l jel
= sup d(f;,95) + Sup d(gk, hi) = doo(f, 9) + d(g, h).
je

6.5 (a) (Unvollstindigkeit von C([a,b]) beziiglich ||-||,) Gegeben sei 1 < p < co. Zeigen
Sie, dass der Raum (C'([—1,1],R),| - ||,) nicht vollstéindig ist. Betrachten Sie dazu
die Folge (fn)neny mit f, : [-1,1] = R, f,(z) = max{0, min{1, nx}}.

]

(b) Es sei @ > 0 und f, : [—a,a] — R, f,(z) = min{l, max{0,n(a/2 — |z|)}} fiir
n € N. Zeigen Sie, dass die Folge (f,)nen in (L*([—a,a],K),| - |l2) gegen ein f €
L*([—a, a], K) konvergiert. Zeigen Sie || f|l2 = v/a.

(c) Zeigen Sie fiir a < b, dass die Menge M = {f € C([a,b],K)| f(a) = f(b)} dicht in

(C([a,b],K), || - [l2) und in (L2([a, ], K), || - |]2) ist. [10 Punkte]
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6.6 (a) p-adische Zahlendarstellung. Es sei p eine Primzahl und (a,),en eine Folge mit
Werten in {0, 1,..., p — 1}. Zeigen Sie, dass die Reihe

(b) —1/4 als Element von Z;. Wir setzen
T = Z 5",
k=0

wobei die Konvergenz der Reihe in (Z5,CZ5) gemeint ist. Zeigen Sie: 4z = —1. In
diesem Sinn ist —1/4 € Zs. [10 Punkte]
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