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Ubungen zur Analysis 2

Aquivalenz von Normen. Es seien || - ||4 und || - || g zwei Halbnormen auf dem gleichen
K-Vektorraum V. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden drei Aussagen:

(a) Die Identitét id : (V)| - ||a) = (V.|| - | B), id(z) = z, ist stetig,

) Tz € Tilas
(¢c) IC >0V eV |z|g < Cllz|a.

Losung

Die Aquivalenz von (a) und (c) ergibt sich aus Lemma 1.63 der Vorlesung, da die Identitét
offensichtlich linear ist. Die Aquivalenz (a) < (b) folgt aus der Definition der Stetigkeit:

id stetig < VB € T, : id_l(B) =B E€Ts e Tiis € Tfa-

Aquivalenz aller p-Normen iiber K". Zeigen Sie fir 1 < p < ¢ < o0, n € N,
K € {R,C} und z € K™

nlzllee 2 [l = [l2llg = f[#[loo-
Insbesondere sind alle Normen || - ||, auf K", 1 < p < oo, zueinander dquivalent. Spéter

werden wir sehen, dass dies sogar fiir alle Normen auf K" gilt.

Losung

Fir alle 1 < p < oo gilt [|2]le < ||z|l, < n%HxHOO < n||z]|, n € N (vgl. Beweis 2.2).
Weiter folgt fir ¢ > p sofort aus |z;|/||z]l, < |zi|/||7]le < 1, V1 <i<mn:
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Operatornorm. Es seien (V, || - ||y) ein normierter und (W, || - ||w) ein halbnormierter
Raum, jeweils iiber K € {R,C} und

BV.W):={L:(V,|-|lv) = (W,| -|lw)| L ist stetig und linear}.
Fiir L € B(V, W) setzen wir
|L|lvow :=inf{C > 0| Ve e V: ||L(z)|lw < C||z|v}

(a) Zeigen Sie, dass || - [|v—w : B(V,W) — R eine Halbnorm auf B(V, W) ist.

(b) Zeigen Sie weiter, dass || - ||y—w eine Norm ist, wenn auch || - ||y eine Norm ist.

Die (Halb-)Norm || - |lysw : B(V,W) — R wird Operator(halb-)norm auf B(V, W) ge-

nannt.
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5.4 Matrixnorm. Es sei A = (a;;)i=1,..n, j=1,..,
in Kund Ly : K™ — K", L A( ) Aac d1e zugehorige lineare Abblldung

(a) Zeigen Sie

n m
22 lassf?

i=1 j=1

| Lall2—2 <

fiir die Operatornorm ||Lalja—2 von L4 : (K™ || - |l2) = (K", || - [|2)-
Hinweis: Cauchy-Schwarz-Ungleichung.



(b) Zeigen Sie mit einem Gegenbeispiel, dass

HLA”Q—)Q <

moglich ist.
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5.5 Submultiplikativitit der Operatornorm. Es seien (U, ||-||v), (V; ||-||v) und (W, || ||w)
normierte Raume. Weiter seien L : (U, ||-||v) = (V, ||-|lv) und M : (V|- |lv) = (W, ||-lw)

stetige lineare Abbildungen. Zeigen Sie, dass fiir die zugehorigen Operatornormen ||- ||y,
|- lvow und || - ||u—w gilt:

|M o Lllgsw < | M|lvwl|Lllvsv.

Solution

Recall the definition of the norm operator given in Exercise 5.3. As a consequence of the
definition, for every € > 0 we have



IL@)lv < ([Lllow +)lzllo, Ve el,

and
M) llw < (M, +lyllv, VyeV

Hence,

1M o L(z)[lw = [M(L(x)[lw < (IM]ly_w + ) L()]lv
< (IMlly_w + )Ly +)llz]lo-

Therefore, for every € > 0
[M o L, w < (IMly_w + )L,y +€).
Tending € to zero, we get

[M o Ll < [IM]ly L 1l

5.6 Gleichméiflige Stetigkeit von + und - auf Z in der p-adischen Metrik. Es sei p
eine Primzahl und d,, : Z xZ — R die p-adische Metrik aus Beispiel 1.2.3 im Skript, sowie
v,(k) € Ng U {oo} die Vielfachheit p in der Primfaktorzerlegung von k € Z. Weiter sei d
die Produktmetrik zu d, auf Z x Z.

(a) Zeigen Sie fiir k,l € Z:
vp(kl) = vp(k) + vy(0).

Sie diirfen dabei aus der elementaren Zahlentheorie fiir ganze Zahlen m, n als bekannt
voraussetzen, dass mn nicht durch p teilbar ist, wenn m und n nicht durch p teilbar
sind.

(b) Folgern Sie, dass die arithmetischen Operationen
+(Z % Z,d) — (Z,d,) und - : (Z x Z,d) — (Z,d,)

gleichméfig stetig sind.

Solution

(a) Recall that for every k € Z, v,(k) € Ny is the largest power of the prime number p
in k, i.e. k = mp»® where (m,p) = 1. Let kl = rp*»®* ) where (r,p) = 1. In the
other hand we have

knl — (pvp(k)m) (pvp(l)n> e (mn)pvp(k)Jrvp(l)’

where (m,p) =1 and (n,p) = 1. Since p is a prime number, therefore (p,mn) = 1.
We have mn|rp**). Since (p,mn) = 1, it follows mn|r. Similarly we get r|mn. We
conclude that v,(kl) = v,(k) + v,(1).

(b) We shall see that the following two arithmetic maps are uniformly continuous.

+:(Z % Z,d) = (Z,d,), (Z X Z,d) = (Z,d,)
(kD) — k+1 (kD) k-1

Recall that for every (k,1), (m,n) € Z x Z (see Exercise 1.6 for the definition of the
product metric),

d((k,1), (m,n)) = max{d,(k,m),d,(l,n)}.



First we prove the the addition “+ “ is uniformly continuous.

dp(k + l, m 4+ Tl) — pfvp(kferlfn) < maX{pfvp(kfm)jpfvp(lfn)}
= max{dp(ka m)a dp(la n)} = d((k7 l)a (m7 TL)),

where the first inequality comes from the following property (see Example 1.2.3)
Va,be Z, p et < max{p=w p=r®} (%)

For every ¢ > 0, take § = €. Therefore, for every (k,[),(m,n) € Z x Z such that
d((k,1),(m,n)) <6 =€ we have

dp(k+1,m+n) <d((k,1),(m,n)) <e.

It proves the uniformly continuity of “+ *.
We now prove the uniformly continuity of the multiplication “- .
dp(kl’ mn) — p—'up(kl—mn) _ p—vp(kl—lm—l-lm—mn) _ p—vp(l(k—m)+m(l_n))
< maX{p_(Up(k_m)+Up(l))7 p_(Up(l_”)+Up(m))}
< max{p~r®*=m p=el=Y — q((k 1), (m,n)).
We get the first inequality using (*) and the result of part (i) . We have the second
inequality because p~**® and p~"(™ are smaller than one. For every ¢ > 0, take

d = e. Therefore, for every (k,1),(m,n) € Z x Z such that d((k,1),(m,n)) < § =¢
we have

dy(kl,mn) < d((k,1),(m,n)) <e.
It completes the proof.

5.7 Studieren Sie den Beweis der Vollstiandigkeit des Raums (CF);, dop) im Skript (Aussage
2 von Lemma 1.118, Seiten 48-51).

Losung: Klar!



