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Übungen zur Analysis 2

4.1 Es sei (M,d) ein halbmetrischer Raum, x ∈ M und r ∈ R
+. Zeigen Sie, dass Bd

r (x) :=
{y ∈ M | d(x, y) ≤ r} eine abgeschlossene Menge mit Bd

r (x) ⊇ Ud
r (x) ist. Zeigen Sie an

einem Gegenbeispiel, dass Bd
r (x) �= Ud

r (x) gelten kann. Zeigen Sie jedoch, dass in einem
halbnormierten Raum Bd

r (x) = Ud
r (x) gilt.

4.2 Es sei p eine Primzahl und dp die p-adische Metrik auf Z aus Beispiel 1.2.3. im Skript.
Beweisen Sie, dass für k ∈ Z die Menge k+ pZ = {k+ pz|z ∈ Z} offen und abgeschlossen
bezüglich dp ist.

4.3 Es sei I eine abzählbar unendliche Menge und K ∈ {R,C}. Zeigen Sie, dass der Raum

C
(I) := {(αj)j∈I ∈ K

I | αj = 0 für alle bis auf endlich viele j ∈ I}

dicht in (ℓp(I,K), � · �p) für 1 ≤ p < ∞, aber nicht dicht in (ℓ∞(I,K), � · �∞) ist.

Solution

By the definition, C(I) is dense in (ℓp(I,K), � ·�p) if and only if C(I) = ℓp(I,K). According
to Remark 1.37 in the lecture, one has

f ∈ C(I) ⇔ ∀ε > 0, Udp
ε (f) ∩ C

(I) �= ∅, (∗)

where dp is the metric associated to the norm � · �p, i.e. dp(f, g) = �f − g�p. First we
show that C

(I) is dense in (ℓp(I,K), � · �p) for 1 ≤ p < ∞. For every f ∈ ℓp(I,K) and

every ε > 0, there exists a finite subset J ⊂ I such that
�

�

i∈I\J f(i)
p
�1/p

< ε because
�
�

i∈I f(i)
p
�1/p

< ∞, which means that the sequence of finite sum of this series is a
Cauchy sequence (see Analysis I). We now define

g(i) =

�

f(i) i ∈ J
0 i ∈ I \ J

It is clear that g ∈ C
(I). Moreover, g ∈ U

dp
ε (f) since

�f − g�p =





�

i∈I\J

f(i)p





1/p

< ε.

We conclude that f ∈ C(I) and therefore ℓp(I,K) = C(I) for 1 ≤ p < ∞.
Second we show that C(I) is not dense in (ℓ∞(I,K), � · �∞). Take

f(i) = 1, ∀i ∈ I.
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Übungen zur Analysis 2

4.1 Es sei (M,d) ein halbmetrischer Raum, x ∈ M und r ∈ R
+. Zeigen Sie, dass Bd

r (x) :=
{y ∈ M | d(x, y) ≤ r} eine abgeschlossene Menge mit Bd

r (x) ⊇ Ud
r (x) ist. Zeigen Sie an

einem Gegenbeispiel, dass Bd
r (x) �= Ud

r (x) gelten kann. Zeigen Sie jedoch, dass in einem
halbnormierten Raum Bd

r (x) = Ud
r (x) gilt.

4.2 Es sei p eine Primzahl und dp die p-adische Metrik auf Z aus Beispiel 1.2.3. im Skript.
Beweisen Sie, dass für k ∈ Z die Menge k+ pZ = {k+ pz|z ∈ Z} offen und abgeschlossen
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4.3 Es sei I eine abzählbar unendliche Menge und K ∈ {R,C}. Zeigen Sie, dass der Raum

C
(I) := {(αj)j∈I ∈ K

I | αj = 0 für alle bis auf endlich viele j ∈ I}

dicht in (ℓp(I,K), � · �p) für 1 ≤ p < ∞, aber nicht dicht in (ℓ∞(I,K), � · �∞) ist.

Solution

By the definition, C(I) is dense in (ℓp(I,K), � ·�p) if and only if C(I) = ℓp(I,K). According
to Remark 1.37 in the lecture, one has

f ∈ C(I) ⇔ ∀ε > 0, Udp
ε (f) ∩ C

(I) �= ∅, (∗)

where dp is the metric associated to the norm � · �p, i.e. dp(f, g) = �f − g�p. First we
show that C

(I) is dense in (ℓp(I,K), � · �p) for 1 ≤ p < ∞. For every f ∈ ℓp(I,K) and

every ε > 0, there exists a finite subset J ⊂ I such that
�

�

i∈I\J f(i)
p
�1/p

< ε because
�
�

i∈I f(i)
p
�1/p

< ∞, which means that the sequence of finite sum of this series is a
Cauchy sequence (see Analysis I). We now define

g(i) =

�

f(i) i ∈ J
0 i ∈ I \ J

It is clear that g ∈ C
(I). Moreover, g ∈ U

dp
ε (f) since

�f − g�p =





�

i∈I\J

f(i)p





1/p

< ε.

We conclude that f ∈ C(I) and therefore ℓp(I,K) = C(I) for 1 ≤ p < ∞.
Second we show that C(I) is not dense in (ℓ∞(I,K), � · �∞). Take

f(i) = 1, ∀i ∈ I.

1





The function f is an element of ℓ∞(I,K) and �f�∞ = 1. We claim that Ud∞
1/2(f)∩C

(I) = ∅.

Let g ∈ Ud∞
1/2(f). Hence,

�f − g�∞ = sup
i∈I

|1− g(i)| ≤
1

2
.

It is easy to see that for all i ∈ I, g(i) �= 0. Therefore, g /∈ C
(I) and Ud∞

1/2(f) ∩ C
(I) = ∅.

According to (∗), f /∈ C(I) and we conclude that C(I) �= ℓ∞(I,K).

4.4 Approximation Riemann-integrierbarer Funktionen durch stetige Funktionen.

Es sei (R([a, b],K), �·, ·�) der Prähilbertraum der Riemann-integrierbaren Funktionen aus
Beispiel 1.17 im Skript. Zeigen Sie, dass C([a, b],K) dicht in (R([a, b],K), �·�2) ist. Zeigen
Sie dazu zuerst, dass sich jede Indikatorfunktion 1I eines Intervalls I ⊆ [a, b] in der 2-
Norm beliebig genau durch stetige Funktionen approximieren lässt. Betrachten Sie dazu
die Funktionen

fn(x) := max{1− n dist(x, I), 0} für n ∈ N, x ∈ [a, b],

wobei dist(x, I) = inf{|x − y| |y ∈ I} den Abstand von x zu I bezeichnet. Folgern Sie
daraus, dass jede Treppenfunktion im Abschluss von C([a, b],K) in (R([a, b],K), � · �2)
liegt. Zeigen Sie dann, dass der Raum der Treppenfunktionen dicht in (R([a, b],K), � · �2)
liegt.

Solution

The goal is to show that C([a, b],K) is a dense subset of R([a, b],K) i.e. C([a, b],K) =
R([a, b],K), where K = {R,C}. We first show this exercise for K = R following the steps
below. At the end we explain how the other case, K = C, can be simply proved in a
similar fashion.

1- Let 1I be the indicator function of the interval I ⊆ [a, b]. Let fn : [a, b] → R be a
family of continuous functions defined as

fn(x) = max{1− ndist(x, I), 0},

where dist(x, I) = inf{|x− y| : y ∈ I}. We shall see fn
�·�2
−−→ 1I . Note that

fn(x) =







1 x ∈ I
0 < fn(x) < 1 x ∈ J := {x ∈ [a, b] \ I : 0 < dist(x, I) < 1

n
}

0 dist(x, I) ≥ 1
n

.

See the figure below. Hence,

�fn − 1I�2 =

�� b

a

|fn(x)− 1I(x)|
2dx

�1/2

=

��

J

|fn(x)− 1I(x)|
2dx

�1/2

≤

��

J

dx

�1/2

≤

�

2

n

�1/2

.

Therefore, fn
�·�2

−−−→
n→∞

1I .
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1

a b

fn(x)

d+ 1
n

c

c− 1
n

d

2- Let f : [a, b] → R be a step function. Each step function can be written as a finite
sum of indicator functions, i.e. f(x) =

∑n
i=1 1Ii(x), where Ii are disjoint intervals in

[a, b]. Using the previous step, there exist fki ∈ C([a, b],R) such that fki
�·�2

−−−→
ki→∞

1Ii ,

i = 1, . . . , n. Therefore,
∑

i fki
�·�2
−−→

∑

i Ii = f(x), when ki → ∞ for all i = 1, . . . , n.
Denote the space of step functions by T ([a, b],R). We have proved that for every
f ∈ T ([a, b],R) and every ε > 0, Ud2

ε (f) ∩ C([a, b],R) �= ∅. According to (∗), we
conclude that T ([a, b],R) ⊆ C([a, b],R).

3- Recall the definition of Riemann integrability from Analysis I (see Definition 5.4,
Analysis I), the Riemann integral of f ∈ R([a, b],R) is equal to

∫ b

a

f(x)dx = sup
g∈T ([a,b],R)

g≤f

∫ b

a

g(x)dx.

Therefore, for every f ∈ R([0, 1],K) there exists an increasing family of step functi-
ons {gn} ⊂ T ([a, b],R) (i.e. gn ≤ gn+1) such that for every ε > 0, there exists n0 ∈ N

such that for every n ≥ n0
∫ b

a

f(x)− gn(x)dx =

∫ b

a

|f(x)− gn(x)|dx < ε.

Since {gn} is an increasing family, one has f(x)− gn(x) ≤ f(x)− g1(x), for all n ≥ 1
(Note that f is a bounded function). Hence, for every ε > 0 and n ≥ n0

∫ b

a

|f(x)− gn(x)|
2dx ≤ sup

x∈[a,b]

(f(x)− g1(x))

∫ b

a

|f(x)− gn(x)|dx ≤ ε.

As a result, T ([a, b],R) ⊂ R([a, b],R) ⊆ T (([a, b]),R) and therefore, T ([a, b],R) =
R([a, b],R). We have already proved that T ([a, b],R) ⊆ C([a, b],R) in the part 2. We
conclude C([a, b],R) = R([a, b],R).

It remains the case K = C. Recall Definition 5.9. Analysis I, f : [a, b] → C is Riemann
integrable if and only if Ref(x) and Imf(x) are belong to R([a, b],R). According to what
we have proved in the previous steps, there exist {gn} and {hn} ⊂ C([a, b],R) such that

gn
�·�2

−−−→
n→∞

Ref, and hn
�·�2

−−−→
n→∞

Imf. Take {gn + ihn}
∞
n=1 ⊂ C([a, b],C). One can show that

gn + ihn
�·�2

−−−→
n→∞

f = Ref + iImf.

Indeed,
∫ b

a

| (Ref(x)− gn(x)) + i (Imf(x)− hn(x)) |
2dx ≤

∫ b

a

| (Ref(x)− gn(x)) |
2dx+

∫ b

a

| (Imf(x)− hn(x)) |
2dx

�·�2
−−−→
n→∞

0.

3
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Therefore, C([a, b],C) = R([a, b],C). It completes the proof.

4.5 Stetige Abbildungen reißen Berührpunkte nicht ab. Zeigen Sie, dass eine Abbil-
dung f : (M, TM ) → (N, TN) genau dann stetig in x ∈ M ist, wenn für alle Mengen
A ⊆ M , die x als Berührpunkt bzgl. TM besitzen, gilt: f(x) ist ein Berührpunkt von f [A]
bzgl. TN . Folgern Sie: f : (M, TM ) → (N, TN) ist genau dann stetig, wenn wenn für alle
Mengen A ⊆ M gilt: f [A] ⊆ f [A].

4.6 (a) Charakterisierung der Stetigkeit mit Urbildern abgeschlossener Mengen.

Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : (M, TM ) → (N, TN) zwischen zwei topologischen
Räumen genau dann stetig ist, wenn für alle bzgl. TN abgeschlossenen Mengen A ⊆ N
das Urbild f−1[A] abgeschlossen bzgl. TM ist.

(b) Typische Anwendungsbeispiele:

(i) Es sei L : V → W eine stetige lineare Abbildung zwischen zwei normierten
Räumen (V, �·�V ) und (W, �·�W ). Zeigen Sie, dass der Kern von L abgeschlossen
in V ist.

(ii) Zeigen Sie, daß die Einheitsphäre S2 = {(x, y, z) ∈ R
3| x2 + y2 + z2 = 1}

abgeschlossen in R
3 ist.

4.7 Studieren Sie den Abschnitt 1.6 über Initial- und Finaltopologien im Skript (Seite 33
unten bis Seite 39).

Lösung: Klar!

4
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4.6 (a) Charakterisierung der Stetigkeit mit Urbildern abgeschlossener Mengen.

Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : (M, TM ) → (N, TN) zwischen zwei topologischen
Räumen genau dann stetig ist, wenn für alle bzgl. TN abgeschlossenen Mengen A ⊆ N
das Urbild f−1[A] abgeschlossen bzgl. TM ist.

(b) Typische Anwendungsbeispiele:

(i) Es sei L : V → W eine stetige lineare Abbildung zwischen zwei normierten
Räumen (V, �·�V ) und (W, �·�W ). Zeigen Sie, dass der Kern von L abgeschlossen
in V ist.

(ii) Zeigen Sie, daß die Einheitsphäre S2 = {(x, y, z) ∈ R
3| x2 + y2 + z2 = 1}

abgeschlossen in R
3 ist.

4.7 Studieren Sie den Abschnitt 1.6 über Initial- und Finaltopologien im Skript (Seite 33
unten bis Seite 39).

Lösung: Klar!
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