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Ubungen zur Analysis 2

2.1 Veranschaulichung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Gegeben seien die Vektoren
r=(1,7) und y = (8,6) in R2. Berechnen Sie u = x — %y, wobei das Standardskalar-

produkt (-,-) auf R? und die zugehérigen Norm || - || gemeint sind. Veranschaulichen Sie
sich x, v, %y und » mit einer Graphik. Veranschaulichen Sie mit der Graphik auch den

Restterm ||z||?||y||? — {x,y)* der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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Sei A die Flache des griinen Rechtecks, C' die Fliache des gelben Rechtecks, und B = A+C.
Es gilt
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da x, y nur positive Eintréage haben. Die Fldche B ist ||z|-||y||. Somit ist die Differenzflache
C' = B — A gerade der Restterm ||z||||y|| — (z,y) der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Weiter erhalten wir den Flécheninhalt der roten Fléche als
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d.h. die Wurzel des Restterms aus dem Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

In beiden Visualisierungen beachte man: Wird u kleiner, so wird der Restterm kleiner.
Fir u = 0, also x,y linear abhéngig, verschwinden die rote und die gelbe Flache und
unsere Ungleichung wird zur Gleichung.

2.2 Wie die co-Norm zu ihrem Namen kommt. Zeigen Sie fiir n € N und f € K™

—
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Losung

Sei j fest mit |z;| := max{|z;| : 1 < i < n} = ||z]w. Dann gilt |z;|P > |z;P fir alle
p > 0,0 <7 <n und weiter
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Da die Wurzelfunktionen auf R, monton steigend sind, folgt weiter
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Wir betrachten jetzt den Limes p — oo und erhalten ny — 1.1 Es folgt
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2.3 Integralversion der Hoélder-Ungleichung. Fiir 1 < p < oo und f € C([a,b], K) mit

a,b € R, a < b definieren wir
p
i = ([ 1rpar)

1Z. B. wegen Stetigkeit von exp und lim,_ nv = exp (M> =€’ =1.Dan € N\ {0} kénnen wir den

limy 500 P

Standardzweig des Logarithmus wéhlen.



Erinnern Sie sich auch an die Norm || - ||« : C([a, b],K) — R aus Beispiel 1.6.4 im Skript.
Zeigen Sie fiir konjugierte p, g € [1, 00| und fiir f,g € C([a, b}, K):

) dz| < [ fllpllglls-

Imitieren Sie dazu den Beweis der Holder-Ungleichung in ¢7.

Losung

Dem Hinweis folgend imitieren wir den bereits bekannten Beweis. Fiir f = 0 oder g = 0
ist die Aussage trivial. Sei nun f # 0,9 # 0= || f|| > 0, ||g|| > 0 fiir jede Norm || - ||. Nach
Voraussetzung ist auBerdem || f||,,, [|g]|, < 0o.? Insbesondere gilt nach Aufgabe 1.5 schon

/\f v)| da.

Sei zunédchst 1 < p < co. Mit Gleichung (3), 1.20, d.h. mit

x)dx
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schliefen wir fiir a = |ﬁc}ﬁi‘ b= ‘ﬁ;ﬁi‘ den Beweis wie folgt ab
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Der Fall p =1 = ¢ = oo folgt direkt aus |g(z)| < max{g(y) : y € [a,b]} = ||g]|oc"

[ 1t@lg@] de < gl [ 17 dz =171l

2.4 Gleichheit in der Holder-Ungleichung in (P. Es seien [ eine abzdhlbare Menge,
p,q €]1, 00] konjugiert zueinander, f € ¢*(I), f #0, g € ¢4(I) und

nex!, ag)={ YOI sz (1)

Zeigen Sie, dass folgende beiden Aussagen dquivalent sind:

(@) 2256 F()g() = I fllpllglly

%[a, b] kompakt, f, g stetig.
3Da [a, b] kompakt, existiert das Maximum.



(b) Es gilt g = ah fiir ein « > 0.

2.4 Gleichheit in der Hélder-Ungleichung fiir KP
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2.5 Dualitét zwischen p- und ¢-Norm fiir stetige Funktionen. Mit den Notationen der
Ubung 3 seien p, ¢ € [1, 00] konjugiert zueinander und f € C([a, b],K). Zeigen Sie:

[ e ao

1l = sup {

g€ C(labK), gl < 1} | @

Lassen Sie sich dazu vom Beweis des Korollars 1.22 im Skript inspirieren.
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2.5 Dualitédt zwischen p- und g-Norm fiir
stetige Funktionen
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2.6 Studieren Sie den Beweis von Lemma 1.9 (Seite 7 im Skript).

Losung: klar!



