
Mathematisches Institut
der Universität München

Prof. Dr. Franz Merkl

Sommersemester 2013
Blatt 1
17.4.2013

Übungen zur Analysis 2

1.1 Umfang einer Ellipse. Gegeben sei eine Ellipse mit großer Halbachse a > 0 und kleiner
Halbachse b ∈]0, a].

(a) Zeigen Sie, dass der Umfang der Ellipse durch

U(a, ε) = a

∫ 2π

0

√
1− ε2 cos2 t dt

gegeben wird, wobei

ε =

√
1− b2

a2
∈ [0, 1[

die Exzentrizität der Ellipse bezeichnet.

(b) Entwickeln Sie für gegebenes t ∈ [0, 2π] den Integranden
√
1− ε2 cos2 t in eine Po-

tenzreihe in ε und zeigen Sie, dass diese Reihe für alle ε ∈ [0, 1[ gleichmäßig in
t ∈ [0, 2π] konvergiert.

(c) Zeigen Sie

U(a, ε) = 2πa
∞∑
n=0

(
−1

4

)n (
2n

n

)(
1/2

n

)
ε2n.

Vertauschen Sie dazu Integral und Reihe und verwenden Sie die Ihnen bekannte
Formel ∫ 2π

0

cos2n x dx =

∫ 2π

0

sin2n x dx =
2π

4n

(
2n

n

)
, n ∈ N0.

1.2 Besselfunktionen Jn. Für n ∈ Z wird die n-te Besselfunktion Jn : R → C durch

Jn(x) :=
1

2πin

∫ 2π

0

e−inteix cos t dt

definiert.

(a) Zeigen Sie, dass die Werte von Jn für alle n ∈ Z reell sind und dass J−n = (−1)nJn
gilt.

(b) Zeigen Sie für n ∈ N0 und x ∈ R:

Jn(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

k! (n+ k)!

(x
2

)n+2k

Hinweis: Entwickeln Sie dazu eix cos t bei gegebenem t ∈ [0, 2π] in eine Potenzreihe in
x. Zeigen Sie, dass man hier Integral und Reihe vertauschen kann und drücken Sie
dann cosn t = [(eit + e−it)/2]n mit Hilfe der binomischen Formel aus. Beweisen und
verwenden Sie dann

1

2π

∫ 2π

0

eimx dx = 1{m=0} für m ∈ Z.
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(c) Zeigen Sie, dass Jn, n ∈ Z, die folgende “Besselsche Differentialgleichung” erfüllt:

x2J ′′
n(x) + xJ ′

n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0 für x ∈ R.

1.3 Die Keplersche Faßregel. Gegeben seien a > 0 und eine viermal stetig differenzierbare
Funktion f : [−a, a] → R.

(a) Zeigen Sie die “Keplersche Faßregel”
∫ a

−a

f(x) dx =
a

3
[f(−a) + 4f(0) + f(a)] +R(a)

mit folgender Integraldarstellung des “Fehlerterms” R(a):

R(a) =

∫ a

−a

(
1

24
(a− |x|)4 − a

18
(a− |x|)3

)
f ′′′′(x) dx

Hinweis: Entwickeln Sie mit der Taylorformel sowohl
∫ ±a

0
f(x) dx als auch f(±a) in a

um a0 = 0 bis zu geeigneter Ordnung. Verwenden Sie die Lagrange-Integraldarstellung
der Restglieder.

(b) Zeigen Sie

∃ξ ∈ [−a, a] : R(a) = −a5

90
f ′′′′(ξ).

Folgern Sie

|R(a)| ≤ a5

90
‖f ′′′′‖∞,

wobei ‖f ′′′′‖∞ := supx∈[−a,a] |f ′′′′(x)|.
Hinweis: Verwenden Sie die allgemeine Version des Mittelwertsatzes der Integral-
rechnung. Beachten Sie (a− x)4/24− a(a− x)3/18 ≤ 0 für alle a > 0 und x ∈ [0, a].

(c) Welche Näherungsformel für das Volumen eines Weinfasses hat Johannes Kepler
(1571 – 1630) wohl gefunden, die als Eingabegrößen die Höhe h des Fasses und die
Umfänge Ub, Um, Ud des Fasses am Boden, in der Mitte und am Deckel verwendet?

1.4 1-Norm und ∞-Norm. Zeigen Sie: Für n ∈ N, K ∈ {R,C} werden durch

‖ · ‖1 : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖1 :=
n∑

j=1

|xj|

und
‖ · ‖∞ : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖∞ := max{|x1|, . . . , |xn|}

zwei Normen auf Kn definiert.

1.5 Integralversion der Dreiecksungleichung. Es seien a ≤ b zwei reelle Zahlen, K ∈
{R,C}, n ∈ N, f1, . . . , fn : [a, b] → K stetige Funktionen und f : [a, b] → Kn, f(x) =
(fk(x))k=1,...,n. Wir kürzen ab:

∫ b

a

f(x) dx :=

(∫ b

a

fk(x) dx

)

k=1,...,n

.
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(c) Zeigen Sie, dass Jn, n ∈ Z, die folgende “Besselsche Differentialgleichung” erfüllt:

x2J ′′
n(x) + xJ ′

n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0 für x ∈ R.

1.3 Die Keplersche Faßregel. Gegeben seien a > 0 und eine viermal stetig differenzierbare
Funktion f : [−a, a] → R.

(a) Zeigen Sie die “Keplersche Faßregel”
∫ a

−a

f(x) dx =
a

3
[f(−a) + 4f(0) + f(a)] +R(a)

mit folgender Integraldarstellung des “Fehlerterms” R(a):

R(a) =

∫ a

−a

(
1

24
(a− |x|)4 − a

18
(a− |x|)3

)
f ′′′′(x) dx

Hinweis: Entwickeln Sie mit der Taylorformel sowohl
∫ ±a

0
f(x) dx als auch f(±a) in a

um a0 = 0 bis zu geeigneter Ordnung. Verwenden Sie die Lagrange-Integraldarstellung
der Restglieder.

(b) Zeigen Sie

∃ξ ∈ [−a, a] : R(a) = −a5

90
f ′′′′(ξ).

Folgern Sie

|R(a)| ≤ a5

90
‖f ′′′′‖∞,

wobei ‖f ′′′′‖∞ := supx∈[−a,a] |f ′′′′(x)|.
Hinweis: Verwenden Sie die allgemeine Version des Mittelwertsatzes der Integral-
rechnung. Beachten Sie (a− x)4/24− a(a− x)3/18 ≤ 0 für alle a > 0 und x ∈ [0, a].

(c) Welche Näherungsformel für das Volumen eines Weinfasses hat Johannes Kepler
(1571 – 1630) wohl gefunden, die als Eingabegrößen die Höhe h des Fasses und die
Umfänge Ub, Um, Ud des Fasses am Boden, in der Mitte und am Deckel verwendet?

1.4 1-Norm und ∞-Norm. Zeigen Sie: Für n ∈ N, K ∈ {R,C} werden durch

‖ · ‖1 : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖1 :=
n∑

j=1

|xj|

und
‖ · ‖∞ : Kn → R, ‖(x1, . . . , xn)‖∞ := max{|x1|, . . . , |xn|}

zwei Normen auf Kn definiert.

1.5 Integralversion der Dreiecksungleichung. Es seien a ≤ b zwei reelle Zahlen, K ∈
{R,C}, n ∈ N, f1, . . . , fn : [a, b] → K stetige Funktionen und f : [a, b] → Kn, f(x) =
(fk(x))k=1,...,n. Wir kürzen ab:

∫ b

a

f(x) dx :=

(∫ b

a

fk(x) dx

)

k=1,...,n

.
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.

2Weiter bezeichne ‖ · ‖ eine beliebige Norm auf Kn. Zeigen Sie: Die Abbildung [a, b] � x �→
‖f(x)‖ ∈ R ist stetig, und es gilt

∥∥∥∥
∫ b

a

f(x) dx

∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

‖f(x)‖ dx.

Approximieren Sie dazu die Integrale durch Integrale von Treppenfunktionen, also durch
Summen und wenden Sie die Dreiecksungleichung an.

1.6 Produktmetrik. Zeigen Sie: Sind (Mi, di), i = 1, . . . , n, halbmetrische Räume, so wird
eine Halbmetrik auf dem kartesischen Produkt M = M1 × . . .×Mn wie folgt definiert:

d : M ×M → R, d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) := max
i=1,...,n

di(xi, yi).

Sind alle di Metriken, so ist auch d eine Metrik. Sie wird Produkthalbmetrik bzw. Produkt-
metrik genannt.

Lösung

Seien im Folgenden x = (xi), y = (yi), z = (zi) ∈ M beliebig. Aus

d(x, y) := max
i=1,...,n

di(xi, yi) ≥ dj(xj, yj) ≥ 0, ∀0 ≤ j ≤ n

folgt Positivität. Sind die di sogar Metriken gilt weiter

x = y ⇔ xi = yi, ∀1 ≤ i ≤ n ⇔ di(xi, yi) = 0, ∀1 ≤ i ≤ n ⇔ max
i=1,...,n

di(xi, yi) = 0,

wobei im letzten Schritt ⇒ klar ist und ⇐ sich ergibt, weil 0 = maxi=1,...,n di(xi, yi) ≥
dj(xj, yj) ≥ 0, ∀0 ≤ j ≤ n schon dj(xj, yj) = 0, ∀0 ≤ j ≤ n impliziert. Die analoge
Rechnung mit nur ⇒ −Implikationen zeigt Selbstabstand 0.
Symmetrie ergibt sich aus

d(x, y) = max
i=1,...,n

di(xi, yi) = max
i=1,...,n

di(yi, xi) = d(y, x).

Schließlich gilt es noch die Dreiecksungleichung zu verifizieren. Dazu bemerken wir zunächst,
dass für Teilmengen A := {a1, . . . , an}, B := {b1, . . . , bn} ⊂ R≥0 gilt maxi=1,...,n ai + bi ≤
max{a : a ∈ A} + max{b : b ∈ B}, denn für ak + bk = maxi=1,...,n ai + bi ist ak ∈ A ⇒
ak ≤ max{a : a ∈ A} und ebenso bk ≤ max{b : b ∈ B}. Es folgt nun

d(x, z) = max
i=1,...,n

di(xi, zi) ≤ max
i=1,...,n

di(xi, yi) + di(yi, zi)

≤ max
i=1,...,n

di(xi, yi) + max
j=1,...,n

dj(yj, zj) = d(x, y) + d(y, z).
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Summen und wenden Sie die Dreiecksungleichung an.

1.6 Produktmetrik. Zeigen Sie: Sind (Mi, di), i = 1, . . . , n, halbmetrische Räume, so wird
eine Halbmetrik auf dem kartesischen Produkt M = M1 × . . .×Mn wie folgt definiert:

d : M ×M → R, d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) := max
i=1,...,n

di(xi, yi).

Sind alle di Metriken, so ist auch d eine Metrik. Sie wird Produkthalbmetrik bzw. Produkt-
metrik genannt.

Lösung

Seien im Folgenden x = (xi), y = (yi), z = (zi) ∈ M beliebig. Aus

d(x, y) := max
i=1,...,n

di(xi, yi) ≥ dj(xj, yj) ≥ 0, ∀0 ≤ j ≤ n

folgt Positivität. Sind die di sogar Metriken gilt weiter

x = y ⇔ xi = yi, ∀1 ≤ i ≤ n ⇔ di(xi, yi) = 0, ∀1 ≤ i ≤ n ⇔ max
i=1,...,n

di(xi, yi) = 0,

wobei im letzten Schritt ⇒ klar ist und ⇐ sich ergibt, weil 0 = maxi=1,...,n di(xi, yi) ≥
dj(xj, yj) ≥ 0, ∀0 ≤ j ≤ n schon dj(xj, yj) = 0, ∀0 ≤ j ≤ n impliziert. Die analoge
Rechnung mit nur ⇒ −Implikationen zeigt Selbstabstand 0.
Symmetrie ergibt sich aus

d(x, y) = max
i=1,...,n

di(xi, yi) = max
i=1,...,n

di(yi, xi) = d(y, x).

Schließlich gilt es noch die Dreiecksungleichung zu verifizieren. Dazu bemerken wir zunächst,
dass für Teilmengen A := {a1, . . . , an}, B := {b1, . . . , bn} ⊂ R≥0 gilt maxi=1,...,n ai + bi ≤
max{a : a ∈ A} + max{b : b ∈ B}, denn für ak + bk = maxi=1,...,n ai + bi ist ak ∈ A ⇒
ak ≤ max{a : a ∈ A} und ebenso bk ≤ max{b : b ∈ B}. Es folgt nun

d(x, z) = max
i=1,...,n

di(xi, zi) ≤ max
i=1,...,n

di(xi, yi) + di(yi, zi)

≤ max
i=1,...,n

di(xi, yi) + max
j=1,...,n

dj(yj, zj) = d(x, y) + d(y, z).
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