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-Losungsvorschlag-

1. Seien A1, A2, A3 € R. Dann gilt

A1 -pi(x) + A2 - pa(x) + Az - p3(x) = q(z)
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Wir haben also ein inhomogenes LGS zu 16sen: Es ist

10 1 ]2\, ,/1 0 1 2
1 1 -1 a Im—1I 0O 1 -2 oa—2
1 -1 11| ™ lo -1 =2 -1
0 1 —-1]0 0 1 -1 0
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men [ 01 =2 a-2 IV%HI 01 —2 a—2
00 —4| a-3 00 4| a-3
00 1| —a+2 00 0| —3a+2

Man sieht sofort, dal dieses LGS genau fiir o = % 16sbar ist, und zwar ist dann die eindeutig
bestimmte Losung
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Damit ist genau fiir o = %

q(x) € (p1(x), p2(2), p3(x))
mit

@) = (@) + 372() + 5pale).
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2. Seien A = (v1,v9,v3) = 4 10 —7 € R**° sowie v = bs € R*. Wegen
2 5 3 by
IV —21
; 3 2 Zl st (1) 3 32 b b13b
. 2 II-31 — 2 — ob1
Al=1 g 0 16 | ™ [0 =2 5 | bysan
4 1 1 by 0 1 =31 byg—2b
v [12 3 by 12 3 by
111;%211 01 -2 by — 3b1 Iv;r\vm 01 -2 by — 3b;
0 0 1 bg — 2b1 + 2bo 0 0 |1 b3—2b1+252 ______
0 0 -1 by + b1 — by 00 by +bs — b1 + by

ist das lineare Gleichungssystem A - x = v genau dann losbar, der Vektor v also genau dann
Linearkombination von vi, vg, v3, wenn —b; + bg + b3 + by = 0 gilt. Damit ist

1
2
u= |4 wegen —1424+3+4=8+#0

4
keine Linearkombination von vy, vo, vg, wihrend

1
0
w= wegen -14+404+41+0=0

0

eine Linearkombination von vy, vs, v3 darstellt. Zur Ermittlung der Koeffizienten betrachten wir
das lineare Gleichungssystem A -z = w; wegen

1 2 3 1 1 2 3 1
3 7 7 0 01 —-2| =3
Aol =14 Z10 7| 1 |00 1] -1
2 5 3 0 00 O 0
14
ist z = [ -5 € R3 die einzige Losung von A -z = w; damit erhilt man die (eindeutig
-1

bestimmte) Linearkombination
w = 141)1 — 5112 + v3.

. Ein Vektor v € R? liegt genau dann im Durchschnitt U N der beiden Unterriume U = (uy, uso)
und W = (wy, wse) mit

1 1 1 1
up=|(2],u=11 und wy=1|5],w=10],
3 1 6 1

wenn er sowohl Linearkombination von w1, us als auch Linearkombination von wy, ws ist. Also
veUNW <= FA, Ao, 1, u0 E Rmit Aj-up + Ao ug =v = 1 - wi + g - wo

< dA, Ao, 1, w2 € Rmit A\jug + dous + M1(—w1) + M2(—’w2) =0
mit v = Aug + dug = piwy + pows



Wir I6sen also das lineare Gleichungssystem

A-z=0 mit A = (uy,up, —wi, —wy) € R34,

Wegen
11 -1 —-11]0 11111—2311 1 1 -1 —-110 - 1 -1 —-110
(Ao)=(2 1 =5 0 |0] ~ |0 -1 =3 2|0 ~ |0 -1 =3 2|0
31 -6 —-110 0 2 -3 210 0O 0 3 =210
erhélt man die Losungen
)\1 ga
A2 0
xr = = 2
H1 30
H2 «

mit a € R, also
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veUNW <— v:§u1+0uz:a- 1—30 mit o € R.
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Es ist demnach 5
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UnNnW=R- % =R-|2]|,
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weswegen etwa der Vektor v = | 2 | gewahlt werden kann.
3

. Wir setzen zur Abkiirzung V := (v1,ve,v3) C R3 und W := (wy,wz) C R3, und haben damit 2
Moglichkeiten, die Gleichheit dieser beiden UVR zu zeigen:

1. Moglichkeit: Wir zeigen:

3 2 1
i) 1l,{ 1 ],[{[0])eW, worausmit 4.16c) U C W folgt.
2 -1 3
und
4 )
ii) 2 ],12] €U, woraus mit4.16c) W C U folgt.
—2 1

Insgesamt ist dann also U = W.
Bei dieser Vorgehensweise miissen wir also zeigen, dafl die 6 LGS, gegeben durch

4 5|3 4 5| 2 4 5|1 3 2 1] 4
2 2|1 |, 2 2|1 |, 2 20 |, 1 1 0]2
-1 1|2 -1 1|-1 -1 1|3 2 -1 3|-2
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losbar sind. Wir zeigen dies exemplarisch beim letzten LGS:
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Es ist

3 2 1|5 o, 1 0|2 IIIII —3211 1 1 0] 2
1 102 A3 215 ~ [0 -11]-1
2 -1 3|1 2 -1 31 0 -3 3|-3
IIT 3H 1 1 0
~ 0 -1 1 1
0 0 0 } Hier steht auch ,rechts® eine 0
)

Das LGS ist 1osbar, also ist wo = | 2 | € U. u.s.w.
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Man sieht an der Zeilenstufenform der Matrix (vi vg v3) iibrigens auch, daff vs € (v1,ve) (es ist
v3 = v — v2), weswegen nur (vi,vy) = (w1, ws) zu zeigen ist, also nur 4 LGS zu betrachten sind!

2. Moglichkeit:  Wir schreiben U als Losungsmenge eines homogenen LGS (welches hier nur
aus einer einzigen Gleichung besteht), ebenso W, und zeigen dann, daf diese beiden LGS dieselbe
Losungsmenge besitzen (was hier darauf hinausliuft, die beiden Gleichungen miteinander zu
vergleichen).

Es ist
b1 3 1 3 2 1|h
ba | € < 11,{ 11,10 > <=  das durch 1 1 0]b gegebene LGS ist 16sbar.
b3 2 -1 3 2 —1 3|b3

1|6 . 1 1 0]b
0| b2 Y 3 2 1|bh
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IIIII _32 II 1 ! b2 I —311 1 Lo b2
~ 0 —1 by — 3bo ~ 0[-1 1| b —3by
0 -3 bs — 2bo 0 0 O|bg—3by+7by
b1
ist also | b2 | € U, genau dann, wenn b3 — 3b; + 7b2 = 0, also
b3
b1
U= by €R3|b3—3b1+7b2:0
b3
Ganz entsprechend ist
b1 5 4 5 bl
ba | € < 21,12 > <= das durch 2 2| b gegebene LGS ist 16sbar.
bs —2 1 —2 1]|by
Wegen
45 Mr+s ! 5] b 45 b
LY m-11 1 1
2 20h | A |0 —f b3 WAL 0] ba—db
-2 1|03 0 3 b3+%b1 0 Ofbg+T7by—3b



b1
ist also | ba | € W, genau dann, wenn b3 — 3b; + 7by = 0, also
b3

b1
W={|bs] €eR3| b3 —3b +7by=0
b3

Folglich ist U = W. (Die beiden UVR werden durch dieselbe Gleichung beschrieben)



