MATHEMATISCHES INSTITUT WS 2018/19
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 8
D. Rost, L. Ramzews 14.12.2018

Ubungen zur Vorlesung
»Lineare Algebra und analytische Geometrie I*

-L6sungsvorschlag-

1. Fiir die gegebenen Teilmengen U; im Vektorraum V' = Pol(R) der reellen Polynome gilt:

e U; C Pol(R) ist ein Untervektorraum!
Wir verwenden das Untervektorraumkriterium 4.8: Die Teilmenge U; ist nicht leer, denn
sie enthélt das Nullpolynom Py mit Py(z) = 0, denn mit a =b = ¢ =0 ist

Py(z) = 02% 4+ 0z + 0 € U;. V
Ferner gilt fiir alle P und @ € Uy mit
P(z)=ax?*+bxr+c  und Qr)=d 2> +va+¢
mit a, b, c € Rund d’, ¥/, ¢ € R sowie A € R zum einen
(P+Q)x) = Plx)+Q()
= (aa;2 —I—bx—i—c) + (a’a;2 —I—b’a:—i—c’)
(a+a)z® + O+ )+ (c+ ),
——— —— ——
€R €R eR
also P+ Q € U;. y/ Zum anderen ist
(A-P)(x) = A-P(x)
A (a:n2+b:z:+c)

f— . 2 . .
= QA-a)z*+N-bz+(Nc),
€R SN eR

also \- P € U;. / Damit ist U; ein Untervektorraum von V.
Sehr viel schneller geht es, wenn man bemerkt, daf3
Up=R-2?+R-z+R-1 = (2% z,1) = Pok(R),

und damit U; ein UVR von Pol(R) ist.

e U; C Pol(R) ist ein Untervektorraum!
Us besteht nimlich aus allen Linearkombinationen von z? und z, es ist

Uy=R-2>+R-z = (2% z) C Pol(R),

und ist damit ein Untervektorraum von Pol(R).

e U3 C Pol(R) ist kein Untervektorraum!
Es ist namlich Py, Py € Us fiir

Pi(z)=—2’+2 und  Py(x)=a>+1,
aber P; + Py ¢ Us, da
(P + Po)(2) = Pi(x) + Po(a) = (—2® +2) + («® +1) =2 + 1

ein Polynom vom Grad 1, und damit kein Element von Ujs ist. Nach dem Untervektor-
raumkriterium 4.8 ist also Uz kein Untervektorraum von Pol(R).



e Uy C Pol(R) ist kein Untervektorraum!
Wegen ¢ # 0 ist das Nullpolynom Py mit Py(x) = 0 kein Element von Uy, also ist nach 4.9
U, kein Untervektorraum von Pol(R).

a) Die Menge U C R? ist die Losungsmenge des homogenen LGS

T
(1 -1 —-1)-|a2| =0,
T3

und damit nach 4.13 b) ein Untervektorraum von R3.

Auch die Menge W C R? ist die Losungsmenge eines homogenen LGS, und zwar von

L1
(1 0 —1)-[az2] =0,
L3

und damit ebenfalls nach 4.13 b) ein Untervektorraum von R3.

b) Die Menge U N W C R3? ist die Losungsmenge des homogenen LGS

x1
1 -1 -1
<1 0 —1)' 2 | =0.

T3

Wir 16sen dieses LGS. Es ist

1 -1 -1 0 Hf:vl 1 -1 -1]0
1 0 =10 0] 1 0 0

Also ist
A 1 1
UnNnWw = 0 AeERP=<CA- |0 AeR,=R-|0],
A 1 1
1
also tut z.B. v := | 0 | das Gewiinschte.
1

c) Dies a8t sich am Einfachsten durch Ausprobieren losen: Wir miissen jeden der Einheits-
vektoren darstellen als Summe eines Vektors aus U und eines Vektors aus W. Dies ist
beispielsweise auf die folgende Art und Weise moglich:

1 1 0
e1r=10)=1(1]+1[-1 R
0 0 0
eU ew
0 0 0
ee=|(1]=1(0]+1(1],
0 0 0
~—~—
eU ew
0 1 0
es=10|=|-1]1+11],
1 1 0



wodurch die Behauptung bewiesen ist.

Mochte man nicht raten, sondern rechnen, so kann man beispielsweise — hier im Fall des Einheitsvektors e; dargestellt
— das folgende lineare Gleichungssystem mit sechs Unbekannten wuy, u2, us, w1, ws, w3 lésen:

up +w; =1
U2 +wo =0
uz +wsz =0
U3 = Ul — U2

w1 = w3

3. Da U C R® die Losungsmenge des homogenen LGS A - x = 0 mit

5 6 1 -5 0
=2 20 3 o0 s
A=11 1 1 ¢ 1|k

4 5 2 -2 1

ist, ist U nach 4.13 b) ein Untervektorraum von R?.

Zum Auffinden von vy, v € R® mit U = (v1,v9) miissen wir dieses homogene LGS lésen. Wir
formen dazu die Matrix A auf Zeilenstufenform um:

5 6 1 =5 0 1 1 1 0 1\ /11 1 0 1
A -2 -2 0 3 0 1?{11 -2 -2 0 3 O HRzI 00 2 3 2
1 1 1 0 1 5 6 1 -5 0 01 -4 -5 -5
4 5 2 =21 4 5 2 =21 01 -2 -2 -3
11 1 0 1 11 1 0 1
II<F>\VIII 01 -4 -5 -5 IVf:vH 01 —4 -5 —-5|1v-1n
00 2 3 2 00 2 3 2
o1 -2 -2 -3 00 2 3 2

Wir kénnen also x5 = A und x4 = p frei wihlen, und erhalten dann der Reihe nach durch
Auflésen von unten her

1 3
T3= g (=324 — 225) = —oh A,

To = 4xg + bxy + x5 = X — U,

w1:—xz—w3—x5:§u—A,
also die allgemeine Losung
5 5
2H = A —1 2
A— U 1 -1
T = —%,u—)\ =A-|-1]|+pu- —% mit A\, p € R
7 0 1
A 1 0

und damit die Losungsmenge Lo von A-x =0



(Im letzten Umformungsschritt haben wir den zweiten Erzeuger durch sein Doppeltes ersetzt,
um die unschénen Briiche loszuwerden. Je nachdem, welche Umformungsschritte auf dem Weg
zur Zeilenstufenform gewéhlt wurden, kann man auch andere Erzeuger erhalten.)

. Ein Vektor b € R® liegt genau dann in W, wenn das LGS B -z = b mit

1 2 0 4

2 0 1 3
B=10 -1 2 -3|er>™

4 2 2 8

3 1 1 6

l6sbar ist. Zur Feststellung der Losbarkeit formen wir mittels EZUs die Matrix B auf ZSF um.
Es ist

1 2 0 4 | b\ v /1 2 0 4 by
2 0 1 3 b 11\17:2411 0 -4 1 =5 | bo—2h
0 -1 2 -3 | b3 N 0 -1 2 -3 b3
4 2 2 8 by 0 —6 2 —8 | by—4b
3 1 1 6 bs 0 -5 1 —6 | bs—3by
1 2 0 4 bt
mom |0 72 73 bs
Y 0 -4 1 -5 bQ - 2b1
0 —6 2 —8 | by—4b
0 -5 1 —6 | bs—3h0
vosn /1 2 0 4 by
Menfo 12 3| b
% 0 0 -7 7 bg — 261 — 4b3
0 0 —-10 10 by — 4b1 — 6bg
0 O -9 9 bs — 3by — 5bs
voom (1020 4 by
IV 10111 0 -1 2 -3 bs
m 0 0 -7 7 bg — 2b1 — 4()3
0 0 0 0 | by—4b; —6b3— by + 209 + 40p,
0 0 0 0 | bs—3b —5b3— §b2 + 22b1 + 2bg

b1
b3
bo — 2by — 4b3

.............................................

Die Zeilenstufenform ist erreicht, und nach den Loésbarkeitskriterien ist das Gleichungssystem
genau dann l6sbar, wenn —%bl — 1—7062 + %bg + b4 = 0 und —%bl — %bg + %bg + bs = 0 ist. Das
bedeutet insgesamt, daf

W = beRf” 2 S S S A B
-5 =% 7 01

ist. Als Rechenkontrolle kann man {iberpriifen, daf} die vier angegebenen erzeugenden Vektoren

von W alle dieses homogene LGS l6sen.



(Man kann das erhaltene LGS auch noch durch Zeilenumformungen bearbeiten, um etwas iiber-
sichtlichere Zahlen zu erhalten; das liefert dann beispielsweise

- S (810 2 =T 0\,
W—{beR | <3 o 1 o _n)b=0
51 3 -7 7
—_— 5 . = =
_{bER | <3 o 1 o 7) b o}

aber das ist nur Kosmetik. Wichtig ist allerdings, sich klarzumachen, daf3 es, wie man hier sieht,
verschiedene Moglichkeiten der Wahl der Matrix A gibt!)



