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Ubungen zur Vorlesung
»Lineare Algebra und analytische Geometrie I

-Losungsvorschlag-

zuUNW ={0}:

,O% Esist0eUund 0e W, also0e UNW. /
,C“ SeixzeUNW.Dannist x € U und x € W.

Damit gibt es A, u € R mit
). 2 (1
1) =r=r 3]

o 2 1 0
Damit ist A - <1> — - <3> = (O)’ also

22 —1p=0
1IA—=3u=0.

Dies ist ein LGS mit den Variablen A und pu:
2 -1 A 0
(b 5)6)-0): g

wegen det <2 _1> =—6+1=—5# 0 ist (%) eindeutig losbar mit

1 -3
AN (2 -1\ (o) _ (o
p) \1 =3 0/ \0/)°
. 0
Alsoist A= p =0, also x = <O>

U+ W =R
D% U,W C R? UVR, also gilt trivialerweise, dal U + W C R2. V

. b . . L .
,C“ Sei b= < 1> € R2. Zu zeigen ist: es existieren A, € R mit

el

—— =
evu ew

Dies ist ein LGS mit den Variablen A und pu:
2 1 AN AW
(1a) ()= () +

wegen det (2 _1> =—6+1=—5#0ist (xx) (eindeutig) 16sbar mit

e



2.

Damit gibt es also A, 4 € R mit

2)

x1 1
Wegen 0 € Uy ist Uy # &. Seien x = [ 22 | und y = ::ZQ € U; sowie A € R; damit gilt
T3 Y3
T1+ 1
x1—22+x3=0und y; —y2 +y3 =0. Fiir x +y = | ©2 + y2 | erhélt man
3+ Y3

(x14+y1) — (2 4+y2) +(x3+ys3) =(r1 —z2+23)+ (11 —y2+y3) =0+0=0,

)\Il
alsorx+y e U;. Fiir A-x = | Axy | erhidlt man
A X3

A1 —Azg+ A3 =A(r1 — 22+ 23) =X-0=0,

also \ - x € Uj. Folglich ist nach dem Untervektorraumkriterium Uy ein Untervektorraum
von R3.
Alternativ kann man auch so argumentieren: U; ist die Losungsmenge des homogenen LGS
A-z =0 mit

A=(1 -1 1) eRY?,

also nach 4.13 b) ein UVR von R3.

1 1
Esist z = |1] € Uy und X\ = % € R, aber A -z = g ¢ Usy. Damit ist Us kein
1 2
Untervektorraum von R3.
0
... oder mit dieser Begriindung: Es ist 0 = | 0 | ¢ Us, also ist wegen 4.9 U kein UVR.
0
I Y1
Wegen 0 € Us ist Us # @. Selen x = |29 |,y = [y2 | € Us und A € R; damit gilt
T3 Y3
T1+ Y1
r1+ a0 =2x3 und y1 +y2 =2y3. Fliir x +y = | 2 + yo | erhilt man
3+ Y3

(14+y1)+ (@2 +y2) =21 +y1 + 22+ Y2 = (w1 +22) + (Y1 +y2) =223+ 2y3 = 2(23 +¥3),

)\.%'1
alsoz +y € Us. Fiir A-x = | Axg | erhédlt man
)\%3

AT+ Axg = )\(951 +$2) = )\(2133) =2 ()\xg),
also A - x € Us. Folglich ist nach dem Untervektorraumkriterium Us ein Untervektorraum
von R3.

Alternativ kann man auch so argumentieren: U; ist die Losungsmenge des homogenen LGS
A-x =0 mit
A=(1 1 -2) eRY?,

also nach 4.13 b) ein UVR von R3.



1 0 1
d) Esistz=|0| €eUyundy=|1] € Uy, aber x +y = [ 1| ¢ Uy. Damit ist Uy kein
0 0 0
Untervektorraum von R3.

3. Sei n > 2. Wir betrachten wir die beiden Diagonalmatrizen
Aj=(e1 00 ..0)eR™™ und Ay =(0 ey ... e,) € R™*™;
dabei ist e; € R™ der i—te Einheitsvektor. Wegen
det(41)=1-0-...-0=0 und det(42)=0-1-...-1=0
gilt A; € U und A, € U, wihrend fiir die Summe
A1+ As=(e1 e3 ... e,) ER™" = E, € R™".

Weil
det(A1 + AQ) = det(En) =1

ist Ay + Ay ¢ U. Somit ist U kein Untervektorraum von R™*" fiir n > 2.

4. a) Wir weisen anhand des Untervektorraumkriteriums nach, dafl die Teilmengen
v={Ber™" BT =B} wd W={BerR™"|B"--Bf

Untervektorrdume des Vektorraums V' = R™*™ aller reellen n x n—Matrizen sind:

e Fiir die Nullmatrix 0 € R™" gilt 0" = 0, also 0 € U, also U # @.
Seien nun B, C' € U sowie A € R. Dann gilt B = B und C'" = C, woraus sich

(B+C) =BT +CT =B+C,

also B+ C € U, sowie
(A-B)Y =x-BT =B,

also A - B € U, ergibt.
Alsoist U V' UVR.

e Fiir die Nullmatrix 0 € R™*" gilt 0" =0 = —0, also 0 € W, , also W # @. Seien nun
B, C € W sowie A € R. Dann gilt BT = —B und C'T = —C, woraus sich

(B+C) =BT +C" = (-B)+(-C) = —(B+0),
also B + C € W sowie
(A-B)  =X-B"=X-(=B)=—(\-B),

also A - B € W ergibt.
Alsoist W C V' UVR.

b) Sei A € R™ ™ eine beliebige n x n-Matrix; fir B = A4+ AT € R™*" gilt
T T
BT = (A+AT) =AT+ (A7) =aT+4=4+4" =B,
also B=A+ AT €U, und fir C = A — A" € R™*" gilt
T

CT:<A—AT>T:AT—(AT) —AT-A=—(a-4T)=-C,

alsoC=A— AT e W.



c) Wir zeigen
Unw ={0} und U+ W =R"":

e Esist UNW D {0}.
Zu ,C“ Essei Bc UNW. Wegen B € U ist B = B, und wegen B € W ist
BT = —B, woraus sich

B=B'"=_B, also 2.-B=0,

und damit B = 0 ergibt.
Damit ist insgesamt U N W = {0}.

o Esist U+ W C R™™,
Zu , D% Essei A € R"™" beliebig. Gemi$ b) ist

A+ AT eU uwd A-—ATew,

so daf sich ) 1
A=z (A+AT)+5-(A-AT)eu+w

eU ew
ergibt. Damit ist U + W = R"*".



