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1. Der ,,Trick®* bei dieser Aufgabe besteht darin, dafl man die gegebene Gleichung in der Form
E, = ... schreibt und dann auf der rechten Seite A ausklammert.
Es ist also unter Verwendung der Rechenregeln aus 2.12

E, =243 +5A% + 24 = 2A3 + 54> 4+ 2E,A = (24 +5A +2E,) - A,
und auch
E,=2A4%+5A% 4+ 24 = A- 242 + A-5A+ A-2E, = A-(2A2+5A+2E,).
Damit gilt mit B := 242 + 54 + 2E,, € R™*" daf
A-B=E,=B-A,

also ist A invertierbar mit A~1 = 242 + 54 + 2F,,.
(In der Tat hétte nach 2.26 eine der beiden Zeilen , z.B. E, = B - A schon zum Nachweis der
Invertierbarkeit von A geniigt.)

a b

2. Eine Matrix A = <c d> € R?*2 ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante det A =

d —b
N . . -1 __ 1
ad—bc# 0 ist; in diesem Fall gilt dann A~ = Jot A <—c " )

a) e Fir A = <; ?) ist det A=1-5—2-2=1 3 0; damit ist A invertierbar, und es gilt

a5 -2\ (5 -2
A_1<—21_—21‘

e Fir A= <; i) ist det A=1-4—2-2=0; damit ist A nicht invertierbar.
.. 1 2\, o . . .
e Fir A= ( 3> ist det A=1-3—-2-2=—120; damit ist A invertierbar, und es gilt

2
3 =2 -3 2
-1 _ 1 _
= (G 7)-(52)
2> istdet A=1-2—-2-2= -2 0; damit ist A invertierbar, und es gilt

1
2 2

2 =2 -1 1
-1 _ 1 _
=B )00 )



b) e Fir A = (—St 2) ist det A = s-s—t-(—t) = s+ t?; damit ist A genau dann

invertierbar, wenn s + t? # 0, also wenn s # 0 oder ¢ # 0 gilt. In diesem Falle gilt dann

A —smz(t S)-

t\ . o . .
e Fiir A= (i S> ist det A = s> —t2; damit ist A genau dann invertierbar, wenn s2—t2 # 0,

SP-t2 \—t s

also wenn s # t und s # —t gilt. In diesem Falle gilt dann A™! = 2 ( 5 _t>.

e Fiir A= (_S i) ist det A = st + st = 2st; damit ist A genau dann invertierbar, wenn
t —t I —
s # 0 und ¢ # 0 gilt. In diesem Falle gilt dann A~1 = -1 (8 . > = (218 fs).
2t 2t

e Fiir A = (2 i) ist det A = s-t—1t-s = 0; damit ist A fiir keine Wahl von s und ¢
invertierbar.
a) Wir formen A durch EZUs auf ZSF um, sehen an dieser geméf 2.22, ob A invertierbar ist. Im

Falle der Invertierbarkeit stellen wir dann durch weitere EZUs die reduzierte ZFS, also die
Einheitsmatrix, her. Fiithren wir dieselben EZUs an E3 durch, so erhalten wir A~!:

111|100\ /111 1 00
(AlEs)=l 1 21010 | ~»|[010|-110
3001[001 300 0 0 1
a1 1 1 00
~ 0 1 0 -1 10
0 -3 -3 | -3 01
1 1 1 1 00
1T 4311 . . . .
~ 011 -1 10 ZSF ohne Nullzeile, also ist A invertierbar!
0 0|-3 | —6 3 1
g (L1 1 0 0
~ o 10| -1 1 o0
1
0 0 1 2 -1 -1
L
~ 0 10| -1 1 0
1
0 0 1 2 -1 -1
1 o0 o0 o0 3%
I-1I 1
~ 10 10| -1 1 0 |=(E3]4"
0 01| 2 -1 —%




b)

Damit ist A also invertierbar mit

1

3

0
1

2 -1 —3

Jede elemantare Zeilenumformung entspricht der Multiplikation mit einer Elementarmatrix

von links, mit unseren durchgefiithrten EZUs ist also

Eys=Fg-Fy-Fy - Fy-Fy- Fy - A,

wobei
1 00 .
Fi=(-110 Addition des (-1)-fachen der 1. Zeile zur 2. Zeile: ~
0 01
1 00 II1-31
F,=10 10 Addition des (-3)-fachen der 1. Zeile zur 3. Zeile: ~
-3 0 1
1 00
oy . . I +311
Fs=10 10 Addition des 3-fachen der 2. Zeile zur 3. Zeile: N
0 31
1 0 0 1 i
F,=10 1 0 Multiplikation der 3. Zeile mit -3 A
1
0 0 —3
L0~ -1
Fs=(0 1 0 Addition des (-1)-fachen der 3. Zeile zur 1. Zeile: ~
0 0 1
1 -1 0 o
Fs=10 1 0 Addition des (-1)-fachen der 2. Zeile zur 1. Zeile: ~
0 0 1

Aus Fs = Fg- F5- Fy- F3- Fy - Fy - A folgt, daf3
A=rVEyVRSY RS RST RS

Das Inverse eine Elementarmatrix ist wieder eine Elementarmatrix (sogar vom selben Typ);
damit haben wir (unter Beachtung von 2.21) folgende Darstellung von A als Produkt von
Elementarmatrixen:

1 00 1 00 1 0 O 10 O 1 01 110
A={(1 1 0})-{O0O 1 OJ-{0O 1 O)-fO 1 O }-{O0O 1T OJ-10 1 O
0 01 3 01 0 -3 1 0 0 =3 0 01 0 01

(Beachten Sie, daB die Darstellung von A als Produkt von Elementarmatrixen nicht eindeutig
ist! Je nachdem, mit welchen (und wievielen!) EZUs Sie von A zu E3 gelangt sind, bekommen
Sie auf diesem Wege unterschiedliche Produktdarstellungen von A.)

Da hier nicht nach einer inversen Matrix gefragt ist, eriibrigt sich das parallele Umformen



von E4. Wir formen A auf Zeilenstufenform um:

01 11 1 011 1 0 1 1
A:10111<;>\V110111H}\:10111
11 01 1 1 01 01 -1 0
0 2 0 1 02 0 1 02 0 1
IV —211 U 1
HIK:VII 01 1 1 IVF\VIH
00 -2 -1
0O 0 -2 -1

Die Zeilenstufenform A’ von A hat eine Nullzeile, also ist nach 2.22 A nicht invertierbar.

4. Die Vorgehensweise ist die gleiche wie in Aufgabe 3a). Man a8t sich durch das Auftreten eines
Parameters nicht irritieren, und schleppt ihn bei den EZUs einfach mit. An geeigneter Stelle fiihrt
man dann eine Fallunterscheidung hinsichtlich des Aussehens des ZSF von A durch:

Es ist

11 1]10o0\m-1/1 1 1 1 00
A B)=[11¢t]o1o0o|"""[0o 0o t-1]-110
t 1100 1 01—t 1—¢t | —t 0 1
a1 1 1 00
~ 0 1—t 1—t | —t 0 1 | =:(4}]|B)
0 0 t—1|-110

[Die ZSF' héngt von t ab, also hier noch keine Treppe einzeichnen!]
Dies motiviert folgende Fallunterscheidung:

1. Fall: ¢t € R\{1}. Dannist 1 —¢# 0 und t — 1 # 0.
Wir haben also eine ZFS von A; ohne Nullzeile, also ist gemifl 2.22 A; invertierbar. Es ist dann
weiter

1 11 1 0 0
(41| B)) = T
1 1
0 01 = 13 0
I-1II
II-1III
~
B A U e
~l ol T ot o1 | =BlAY
o1 | o
Damit ist . .
AN =R e
1 1 -
2. Fall: t=1.Dannist 1 -¢t=0und¢—-1=0.
Also ist
1 11
(A1|By)=1 0 0 0 ZSF mit Nullzeile(n), also ist A; nicht invertierbar.
000



