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1. a) Für alle x ∈ R läßt sich f(x) schreiben als

f(x) = A · x mit A =

−1 3
−1 1
0 0

 ,

also ist f nach 7.3 c) linear.

b) Es gilt f(0) = 1 ̸= 0, ,also ist f nach 7.2 a) nicht linear.

c) Es ist für p1(x), p2(x) ∈ Pol(R)

f(p1(x) + p2(x)) = x · (p1(x) + p2(x)) = x · p1(x) + x · p2(x) = f(p1(x)) + f(p2(x));

und für p(x) ∈ Pol(R), λ ∈ R

f(λ · p(x)) = x · (λ · p(x)) = λ · (x · p(x)) = λ · f(p(x)).

Also ist f linear.

d) Es ist z.B. für A = E2, λ = 2

f(λ ·A) = f(2 · E2) = det

(
2 0
0 2

)
= 4, wohingegen

λ · f(A) = 2 · f(A) = 2 · detE2 = 2 · 1 = 2

Also ist f(λ ·A) ̸= λ · f(A), also ist f nicht linear.

(Oder man zeigt z.B. mit A =

(
1 0
0 0

)
und B =

(
0 0
0 1

)
, daß f(A+B) ̸= f(A) + f(B).)

2. Gegeben ist die lineare Abbildung

f : R5 → R4, f(x) = A · x, mit A =


2 2 1 2 −2
−6 −6 −3 −4 2
−2 −1 −1 −1 0
4 5 2 4 −4

 ∈ R4×5.

Da A ∈ R4×5 ist RangA ≤ 4 < 5. Damit kann nach 7.4 eine lineare Abbildung f : R5 −→ R4

unmöglich injektiv sein.
Wegen

A =


2 2 1 2 −2
−6 −6 −3 −4 2
−2 −1 −1 −1 0
4 5 2 4 −4


IV−2 I
III+ I
II+3 I↷


2 2 1 2 −2
0 0 0 2 −4
0 1 0 1 −2
0 1 0 0 0

 II↔IV↷


2 2 1 2 −2
0 1 0 0 0
0 1 0 1 −2
0 0 0 2 −4


III− II↷


2 2 1 2 −2
0 1 0 0 0
0 0 0 1 −2
0 0 0 2 −4

 IV−2 III↷


2 2 1 2 −2
0 1 0 0 0
0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0

 =: A′



ist Rang(A) = Rang(A′) = 3 < 4, und damit ist f nach 7.4 auch nicht surjektiv.

3. (i) Da e1, e2, e3 eine Basis von R3 sind, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung 7.10 für
jeden Vektorraum W und jede Wahl von Vektoren w1, w2, w3 ∈ W eine (eindeutig bestimmte)
lineare Abbildung f : R3 → W mit f(e1) = w1, f(e2) = w2 und f(e3) = w3, insbesondere
auch für W = R3 und

w1 =

2
1
3

 , w2 =

−2
−1
−3

 , w3 =

4
4
4

 ∈ R3.

(ii) Sei v3 :=

1
1
0

. Dann bilden die Vektoren

e1, e2, v3 ∈ R3

wegen

det(e1 e2 v3) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

keine Basis von R3; es ist v3 ∈ ⟨e1, e2⟩ mit v3 = e1 + e2.

Annahme: Es gibt ein lineares f : R3 −→ R3 mit ii). Wegen v3 = e1 + e2 muß dann
aufgrund der Linearität von f gelten

f(v3) = f(e1 + e2) = f(e1) + f(e2),

also 0
0
1

 =

2
1
3

+

−2
−1
−3

 =

0
0
0

 ,

ein Widerspruch. Also kann es keine lineare Abbildung f mit ii) geben.

(iii) Wie in ii) festgestellt sind e1, e2, v3 keine Basis von R3; es gilt v3 = e1 + e2.

Weil auch

0
0
0

 =

2
1
3

+

−2
−1
−3

, gibt es unendlich viele lineare Abbildungen f mit iii).

Denn: e1, e2 sind offensichtlich linear unabhängig. Ergänze nun e1, e2 mit einem Vektor
v′3 ∈ R3 (z.B. mit v′3 = e3) zu einer Basis

e1, e2, v
′
3 von R3.

Wähle nun w′
3 ∈ R3 beliebig. Dann gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung 7.10

(genau) eine lineare Abbildung

f : R3 −→ R3 mit f(e1) =

2
1
3

 , f(e2) =

−2
−1
−3

 , f(v′3) = w′
3.



Jedes solche f erfüllt aufgrund der Linearität auch

f

1
1
0

 = f(e2 + e2) = f(e1) + f(e2) =

2
1
3

+

−2
−1
−3

 =

0
0
0

 .

Da w′
3 ∈ R3 beliebig gewählt war, gibt es also unendlich viele lineare f mit iii).

4. Für die gegebenen Vektoren

v1 =

1
0
0

 , v2 =

1
1
0

 , v3 =

1
1
1

 ∈ R3

betrachten wir die Matrix B = (v1 v2 v3) ∈ R3×3. Wegen

detB =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0

bilden v1, v2, v3 eine Basis von R3. Also gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung 7.10
genau eine lineare Abbildung

f : R3 −→ R2 mit f(v1) =

(
1
2

)
f(v2) =

(
1
3

)
f(v3) =

(
1
4

)
.

Nach 7.5 ist f von der Form f = lA, also f(x) = A · x mit einer Abbildungsmatrix A ∈ R2×3. Es
ist also

f(v1) = A · v1 =
(
1
2

)
, f(v2) = A · v2 =

(
1
3

)
, f(v3) = A · v3 =

(
1
4

)
,

also

A · (v1 v2 v3) =
(
1 1 1
2 3 4

)
.

Also

A ·B =

(
1 1 1
2 3 4

)
, und damit A =

(
1 1 1
2 3 4

)
·B−1.

Wegen

(B | E3) =

 1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 II− III
I− III↷

 1 1 0 1 0 −1
0 1 0 0 1 −1
0 0 1 0 0 1


I− II↷

 1 0 0 1 −1 0
0 1 0 0 1 −1
0 0 1 0 0 1

 = (E3 | B−1)

ist

B−1 =

1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

 .

Also ist

A =

(
1 1 1
2 3 4

)
·B−1 =

(
1 1 1
2 3 4

)
·

1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

 =

(
1 0 0
2 1 1

)
.


