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1. a) Fir alle z € R ift sich f(z) schreiben als

also ist f nach 7.3 c) linear.
b) Esgilt f(0) =1#0, ,also ist f nach 7.2 a) nicht linear.
c) Esist fiir pi(z), p2(z) € Pol(R)

f(pi(2) +p2(x)) = 2 - (p1(2) + pa(2)) = @ - pr(2) + z - pa(2) = f(pr(x)) + f(p2(2));
und fiir p(x) € Pol(R),A € R
fpla) =z - (A-p(x)) = A-(z-p(x)) = A- f(p()).

Also ist f linear.

d) Esist zB. fir A= Fy, A=2

PO A) = 2B = des ()

A f(A) =2 f(A) =2 -detEy=2-1=2

) =4, wohingegen

Alsoist  f(A-A) # A f(A), also ist f nicht linear.

(Oder man zeigt z.B. mit A — (é 8) und B = <8 (1)) daB f(A+ B) £ f(A) + f(B).)

2. Gegeben ist die lineare Abbildung

2 2 1 2 =2

-6 -6 -3 —4 2
. RS 4 _ A : _ 4x5
PR —=R f(z)=A-z, mit A= 5 —1 -1 -1 0 e R**.

4 5 2 4 -4

Da A € R*¥ ist Rang A < 4 < 5. Damit kann nach 7.4 eine lineare Abbildung f : R — R*
unmoglich injektiv sein.

Wegen
2 2 1 2 =2 %1211 2 21 2 -2 2 21 2 =2
A -6 -6 -3 —4 2 1431 000 2 —4|merv|0 1 00 O
l-2 -1 -1 -1 0 0101 -2 0101 =2
4 5 2 4 -4 0100 O 000 2 —4
2 2 1 2 =2 2
IIIK:VII 0100 O IVF€HI
000 1 =2
000 2 —4




3.

ist Rang(A) = Rang(A’) = 3 < 4, und damit ist f nach 7.4 auch nicht surjektiv.

(i)

(i)

(iii)

Da ey, es, e3 eine Basis von R? sind, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung 7.10 fiir
jeden Vektorraum W und jede Wahl von Vektoren wy, we, w3 € W eine (eindeutig bestimmte)
lineare Abbildung f : R® — W mit f(e;) = wi, f(e2) = wo und f(e3) = ws, insbesondere
auch fiir W = R? und

2 -2 4
wr= (1], we=|[-1], w3=14] € Rg.
3 -3 4
1
Sei vz := | 1 |. Dann bilden die Vektoren
0

€1,62,V3 € R3
wegen

det(ey eg v3) =

S O =
O = O

1
11=0
0

keine Basis von R3; es ist v3 € (e1, e2) mit v3 = €1 + ea.

Annahme: Es gibt ein lineares f : R?> — R3 mit ii). Wegen v3 = e + eo mufl dann
aufgrund der Linearitét von f gelten

f(vs) = flex +e2) = fle1) + f(e2),

0 2 —2 0
of=(1]+-1|={0],
1 3 -3 0

ein Widerspruch. Also kann es keine lineare Abbildung f mit ii) geben.

Wie in ii) festgestellt sind eq, e2, v3 keine Basis von R3; es gilt vg = e1 + eq.

0 2 —2
Weil auch [0 ] = | 1] 4+ | =1, gibt es unendlich viele lineare Abbildungen f mit iii).
0 3 -3

Denn: eq1,es sind offensichtlich linear unabhéngig. Ergéinze nun eq,es mit einem Vektor
vy € R3 (z.B. mit v} = e3) zu einer Basis

e1,e2,v5  von R3.

Wihle nun wj € R3 beliebig. Dann gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung 7.10
(genau) eine lineare Abbildung

f:RS — Rg mit f(el) =(1], f<e2) =(-1/, f(?}g) :wé



Jedes solche f erfiillt aufgrund der Linearitét auch

1 2 -2 0
flL) =fleater)=fler)+ flea) = 1)+ [-1] =0
0 3 -3 0

Da w} € R? beliebig gewihlt war, gibt es also unendlich viele lineare f mit iii).

4. Fiir die gegebenen Vektoren

1 1 1
vi=10]), wvo=11], vs=11 ERg
0 0 1

betrachten wir die Matrix B = (v; vz v3) € R3*3. Wegen
1 11
detB=[0 1 1|=1#0
0 01

bilden v1,v2,v3 eine Basis von R3. Also gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung 7.10
genau eine lineare Abbildung

PR i f) = () s = (5) fo0=(3)-

Nach 7.5 ist f von der Form f = l4, also f(x) = A -z mit einer Abbildungsmatrix A € R**3. Es

ist also
1 1 1
fon=am= (). fon=amm=(3). o)== (}).
also
1 11
A-(Ul’t)g’l)g)—<2 3 4>.
Also
(1 11 . (1 1 1 -1
A-B—<2 3 4>, und damit A—<2 3 4> B
Wegen
111 1 00 III—IIIIII 110110 -1
(B|Es)=({ 011,010 ~ {010]01 -1
001001 00100 1
1001 -1 0
1-11I 1
N 01010 -1 | =(E3|B™)
001 |0 1
ist
1 -1 0
Bl'=|0 1 -1
0 0 1
Also ist



