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Ubung zur Vorlesung

,» Differential- und Integralrechnung I (Unterrichtsfach)“

1. a)

-Losungssvorschlag-

Konvergiert die Folge (an)nen, gegen ein a € R mit a # 0, so gibt es ein ny € N mit
a, # 0 fir alle n > ng, und es gilt
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Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe daher fiir alle € R mit |z| < 1
und divergiert fiir alle z € R mit |z| > 1.

Fiir || = 1 ergibt sich

a"| = [aal - Ja" = |aa] — la] #0

Damit ist die Folge (a,2"),,cy, der Reihenglieder keine Nullfolge und folglich die Reihe
divergent.

Insgesamt konvergiert in diesem Fall die Reihe genau fir alle x € |—1,1].

Konvergiert die Folge (n%a,)nen, gegen ein a € R mit a # 0, so gibt es ein ng € N mit
n%a, # 0 und damit auch a, # 0 fiir alle n > ng, und es gilt
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Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe fiir alle z € R mit |z| < 1 konvergent
sowie fiir alle x € R mit |z| > 1 divergent.

Fiir |x| = 1 ergibt sich
n’ - lana”| = [n’a| - |2|" = |n’a,| e la| > 0;

damit gibt es ein ng € N so, daB fiir alle n > nyg

2 n n 2 |6L|
0<n®-laz"| < 2]al, also 0 <lapz"| < —5
n
gilt. Da die Reihe Y -5 konvergiert, konvergiert auch die Reihe ) %‘ Nach dem

n=1 n=1

[e.e] (e o]
Majorantenkriterium ist also die Reihe ) a,z", und damit auch die Reihe ) a,z"

n=1 n=0
(absolut) konvergent.

Insgesamt konvergiert in diesem Fall die Reihe genau fiir alle z € [—1, 1].



¢) Da (an)nen, eine monoton fallende Nullfolge, gilt
0<a, <agy fiir alle n € N.
e Sei |z| < 1. Fir alle n € Ny ist

0 <lapz"| = ay, - |z|" < ag-|z|".

o0
Da die geometrische Reihe ) |z|™ wegen |z| < 1 konvergiert, ist auch die Reihe

n=0
00

> ag|x|™ konvergent. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert dann auch die

n=0
Reihe > a,z" (sogar absolut).
n=0
e Sei |z| > 1. Wegen a,, > % fiir alle n € N ist

0na”| = anlal” 2 Lol — o0,

denn mit b = |z| > 1 gilt nach 1.32 ¢), da8 me —= 0, woraus wegen iz

n—oQ

dann 1|z[" — oo folgt. Damit kann (a,2™)nen, keine Nullfolge sein, also ist die
n—oo

Reihe > a,z™ divergent.
n=0
e Sei |z| = 1.
Falls x =1, so ist fir n € N
1

a,x" = a, > — > 0.
n

Da die harmonische Relhe dlverglert ist nach dem Minorantenkriterium die Reihe

Z a,x", also auch Z Ap @ Z a, divergent.

n=0 n=0
oo oo
Falls x = —1, so ist die Reihe ) a,2™ = > (—1)" - a,, nach dem Leibnizkriterium
n=0 n=0
konvergent.
o
a) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit
n=1
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fiir alle n € N. Da die Reihe Z — fiir alle s > 1 konvergiert (siehe 2.20 b)), konver-
ns

gieren die Reihen
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und damit auch ihre Summe



Da fiir alle n € N
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ist nach dem Majorantenkriterium die Reihe Zan absolut konvergent, insbesondere
n=1
also konvergent.

b) Fiir n € Nist
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Die Folge (\/ﬁ$7m)neN ist monoton fallend, und wegen

2 2 1
S n+vnt2 - 2yn i onow
folgt mit dem Schrankenlemma, dafl N \/W - 0. Also ist (v/n —+v/n+ 2)n€N eine
monoton wachsende Nullfolge und damit ist nach dem Leibnizkriterium die Reihe
(=D (V= Vn+2)
n=1

konvergent.

Fiir n € N ist (siehe oben)

(1" (Vi = VaT2)| = (VA - Va+2)| = | - \/ﬁ+f/n—+2:\/ﬁ+f/n—+2

2
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Da die Reihe Z \} divergiert, ist nach dem Minorantenkriterium auch die
n:l n=3
Reihe .
21 (V- Vit 2)
divergent. Also konvergiert die Reihe Y (—1)" (y/n —+/n+2) mnicht absolut.
n=1

3. Wir unterscheiden 3 Félle:
1. Fall: a € R\{—1,1}:
Die Menge R\{—1,1} ist Vereinigung von drei offenen Intervallen

R\{-1,1} = ] — 00, ~1[U] — 1,1[ U]1, 00|

Als rationale Funktion ist die Einschrénkung f|g\;-1,1} stetig, also ist f stetig in allen a €
R\{—1,1} (siehe 3.9b)).



2. Fall: a = —1:

Hier ist
34 3x—4 —1)(2? 4 2 4
lim f(z)= lim rAoro s lim (x- D" o+ ): im ﬂ:oo.
T——1+ z—14+ x2—1 T——1+ (x — 1)(5(; + 1) z——1+ x4+ 1
Damit kann f in @ = —1 gar nicht stetig sein. (Wegen Jlim f(@) = Hlirfnli% = —oo existiert
zgnll f(z) nicht einmal uneigentlich)
3. Fall: a =1
Hier gilt
34 3r—4 —1)(2? 4 2 4 6
lim f(o) = lim 030 =4y, oD@ tedd) b dd 6 gy
r—1 r—1 2 -1 r—1 (:p — 1)(:p + 1) z—=1 x4+ 1 2

also ist f stetig in a = 1.

Zusammenfassend ist f also genau in den Punkten
a € R\{-1}

stetig.

a) Sei z €]0,00[. Dann ist

also f(z) > 4.
b) Sei y €]4, 00[. Dann gilt fiir x €]0, oo

flx) =y = T:
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Mit z = (y—i4)2 €]0, 00 ist also f(z) = y (das ist ,<=" in obiger Aquivalenzkette)

c) Aus a) folgt, daBB Wy CJ4, oo[, und aus b), dal Wy DJ4, oo|, also gilt W =|4, co.

Aus der in b) gezeigten Aquivalenz folgt, daf zu jedem y € W; genau ein z €]0, 00|
existiert mit f(z) = y. Somit ist f umkehrbar mit Umkehrfunktion

F ool R ) = (- ! 4)2.



