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1. a) Setze z, := Z —, die n-te Partialsumme der harmonischen Reihe.
k=1
Sei e > 0. Wihle ng € N so, dal ng > % Dann gilt fiir alle n > ng

1 1
n — dn| — S §_<57
(i1 = 2l n+1 ng+17 ng

also ist die in der Aufgabe angegebene Bedingung
Ve>03dng e NVn>mng : |zpm —an] <e
erfiillt. Die Folge (z,)nen ist jedoch keine Cauchy-Folge, da sie nicht konvergiert (die

harmonische Reihe ist divergent!).

b) Wir zeigen, dafl (z,),en eine Cauchy-Folge ist.
Sei dazu € > 0.

Weil > ¢ = > cx_1konvergent, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen 2.8
k=1 k=2
ein ng € N, so dafi fiir alle n,m > ng, 0.E. n > m, gilt

n n n—1

ck—1>0
Yl S an-Face

k=m+1 k=m+1 k=m
Damit gilt fiir n,m € N, o.E. n > m
’xn - mm' = ’xn —Tp1t+Tp—1—Tp—2+ ..+ Tm+1 — xm'

S |xn - xn—1| + |$n—1 - xn—2| + ...+ |xm+1 - xm|

<chbi1+cpot+..+cy = ch < E.

Also ist (z,)nen eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

2. a) i) Firallen e Nmitn >2istn?—=3n>>0undn—1>0,alson! —3n>+n—-1>0
und auch n2 4+2n+1> 0.
Fiir alle n > 3 gilt dann

0< n®>+2n+1 B n?+2n+1 <n2+2n+1<n2+n2+n2_ 6
T Int=3n2+n—11 pt=3n+p-1" nt-int in -~ on?
——

n4 >0

N

>
(%)



i)

iii)

zu (*): Esist firn >3 n?>6=n'>6n>= %n‘l > 3n? — —%n‘* < —3n?.

Die Reihe ) n% ist konvergent, da die Reihe ) # konvergiert. Nach dem Majo-
n=1 n=1

o0
. . . . . 2
rantenkriterium 2.11 ist dann auch die Reihe % konvergent.
n=1

ALTERNATIV geht es vielleicht etwas schneller mit der Methode ,, Ausklammern*:
Es ist

n?+2n+1 ’_‘ 2 ‘
nt—3n2+n-—1 _n4(1—%+$—n—14)
1 1+2+ % 1
= - —

2‘_1 T 1
n 1 n? + n3 n4
hd
— 1

og‘

= < -2 fiir fast alle n € N.

n

J/

Die Reihe Y- % ist konvergent, da die Reihe > =5 konvergiert. Nach dem Majo-

n=1 n=1

o
. . . . . 2
rantenkriterium 2.11 ist dann auch die Reihe ) —f=E5rt— t2ntl _ konvergent.
=i n*—3n<+n—1

Fiir allen € Nmit n > 3ist n?—3n+1=n(n—3)+1>0 und n+4 > 0.
Fiir alle n > 3 gilt dann
n+4 n+4 n 1
> —=—>0.
n?=3n+_1 ~n?2+n2" 2n%2 2n
~—

<0 <n?

o0

o
Die Reihe ) 5 ist divergent, da die harmonische Reihe Y- L divergiert. Nach
n=1 n=1
oo

dem Minorantenkriterium 2.13 ist dann auch die Reihe ) nﬁ;ﬁ — divergent.

n=

ALTERNATIV auch hier mit der Methode ,, Ausklammern*:

Es ist
n+4 n(l+2) 1 144 11
- s =gt > =5 >0 fiir fast alle n €N,
n?—3n+1 n2(1—%+#) nl—%—i—#_nQ_ ur fast alle n
1
—

dann weiter wie oben!
Fir alle n € Nist 2" +4" >0 und 3™ > 0.

Fiir alle n € N gilt dann
3" 3" 3\
YT (Z) '
=~

>0

3TL

0<
o 4 4n

(e.9] o0
Die Reihe > (2)" ist konvergent, da es sich um eine geometrische Reihe Y 2"

n=1 n=1
mit |z| = |2| < 1 handelt. Nach dem Majorantenkriterium 2.11 ist dann auch die

[o.¢]
. n
Reihe ) 2"3W konvergent.
n=1



b) Fiir £ € N gilt (wie man sofort durch Nachrechnen tiberpriift)
2 1 2 1

FE+D(k+2) F k1l kt2 (1)

Auf diese Partialbruchzerlegung kommt man durch den Ansatz

2 A B C  Alk+1)(k+2)+ Bk(k+2) +Ck(k +1)

FE+)(E+2) ko Rel k2 K+ D)k +2)
K (A+B+C0)+kBA+2B+C)+2A
k(k+1)(k+ 2) ’

was genau dann fiir alle £ € N erfiillt ist, wenn

A+ B+ C=0
3A+2B + C=0
2A =2

Die einzige Losung dieses linearen Gleichungssystems (in den Variablen A, B und C')
ist A=1,B=—-2und C = 1.
Mit (1) folgt fur die n-te Partialsumme fiir n > 3

“ 2 /1 2 1
S":;k(k+1)(k+2) - 2<E_k—+1+k:—+2>

n

k=1 k=1 k=1
n 1 n+1 2 n+2 1
=D Xty
k=1 k=2 k=3

(T N T N B N
_Hk E k) 1 2 2 n+l1 n+l n+2
=3 \——

—1+1 1 ! + ! —>1
) n+1l n+2 nsco 2
S—— =

—0 —0

3. Fir n € N ist die Funktion

n 3z k
n - R R, n - 9
R N

zu betrachten. Fiir jedes x € R ist damit (f,(x))nen die Folge der Partialsummen

fo)zZ(xQH) =D " fir g=
k=0 k=0

also die geometrische Reihe

iqk B g=—2

k=0



4.

diese konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 ist, wegen

lq

<1 «—

3
il <1 < 3z|<2*+2
22 +2 2242>0

— 0<|z?=3z|+2 <= 0<(lz| - 1) (Jz| —2) <= (Jz| <1 oder |z]>2)

also genau fiir

r€D=]-00,—-2[U]-1,1[U]2,00][,

und in diesem Fall gilt geméfl der Summenformel fiir geometrische Reihen

a)

2
f( ) lim fn Zq _ 13x :xQ.Z' +2

n—o0 1—12+2 —3£C+2

Die Aussage ist richtig!

Sei > ay absolut konvergent, also insbesondere konvergent. Dann gilt nach 2.3, dafl
k=1
die Folge (ax)ren der Reihenglieder eine Nullfolge, also insbesondere beschramkt, ist.

Damit existiert ein C' > 0, so daf fiir alle £ € N gilt

Damit gilt
0 < ai =|ag| - |ax| < C - |ag|. fiir alle k € N
Da die Reihe Y |ax| konvergiert (beachte: ) aj ist absolut konvergent!), ist auch
n=1 n=1

o0 o0
die Reihe Y Clax| konvergent, und nach dem Majorantenkriterium ist dann Y af

n=1 k=1
(absolut) konvergent.

Alternative Beweisméglichkeit unter Verwendung von Aufgabe 4 auf Tut-Blatt 6:

o
Wir nennen zur Unterscheidung zu den dortigen Bezeichnungen unsere Reihe jetzt > ¢y,
k=1

statt Z ar und setzten (0.E.) ¢ # 0 voraus.
Setzen W1r nun in der Notation von Aufgabe 4 auf Tut-Blatt 6
ap = ci und by = ¢,

C2 . .
so gilt ‘Z—: = £ = ¢ — 0, also ist die Folge (“—‘“

- bk)keN konvergent. Damit folgt

nach Aufgabe 4 auf Tut-Blatt 6 aus der absoluten Konvergenz von Y by = Y ¢ die

k=1 k=1
(absolute) Konvergenz von Y aj = Z .
k=1
Die Aussage ist falsch!
Wahle z.B. .
ag (—1)k k€ N,

o0 o
so ist die Reihe Y a; nach dem Leibniz-Kriterium konvergent, aber die Reihe Y a? =
k=1 k=1

o0
>~ ¢ ist divergent (harmonische Reihe!).
k=1



