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”
Differential– und Integralrechnung I (Unterrichtsfach)“

-Lösungssvorschlag-

1. a) Es ist

• a1 =
3
3
= 1, a2 =

5
4
, a3 =

7
5
, a4 =

9
6
= 3

2
und a5 =

11
7
sowie

• b1 = 1 − 1 + 1 = 1, b2 = 1 + 1
2
+ 1

4
= 7

4
, b3 = 1 − 1

3
+ 1

9
= 7

9
, b4 = 1 + 1

4
+ 1

16
= 21

16

und b5 = 1− 1
5
+ 1

25
= 21

25
.

b) Die Berechnung der ersten fünf Folgenglieder unter a) legt nahe, daß die Folge (an)n∈N
streng monoton wachsend ist:
Für alle n ∈ N gilt

an =
2n+ 1

n+ 2
=

2 (n+ 2)− 3

n+ 2
= 2− 3

n+ 2
.

Wegen n+ 2 < n+ 3 ist 3
n+2

> 3
n+3

und damit

an = 2− 3

n+ 2
< 2− 3

n+ 3
= an+1.

Wegen b1 = 1 < 7
4
= b2 und b2 = 7

4
> 7

9
= b3 ist die Folge (bn)n∈N weder monoton

fallend noch monoton wachsend.

c) Es ist

0 ≤ an =
2n+ 1

n+ 2
≤ 2n+ 2

n+ 1
= 2 für alle n ∈ N,

und für alle n ∈ N ist

bn = 1 +
(−1)n

n
+

1

n2
≤ 1 +

1

n︸︷︷︸
≤1

+
1

n2︸︷︷︸
≤1

≤ 3,

sowie

bn = 1 +
(−1)n

n
+

1

n2
≥ 1− 1

n︸ ︷︷ ︸
≥0

+
1

n2︸︷︷︸
≥0

≥ 0.

Also sind sowohl die Folge (an)n∈N als auch die Folge (bn)n∈N beschränkt.[
Alternativ kann man die Beschränktheit auch so begründen:

Es gilt nach 1.23 und wegen 1
n

−→ 0 und 1
n2 −→ 0, daß

an =
2n+ 1

n+ 2
=

2 + 1
n

1 + 2
n

−→
n→∞

2 + 0

1 + 0
= 2,



also ist (an)n∈N konvergent, und damit nach 1.20 insbesondere beschränkt.

Für (bn)n∈N argumentiert man genauso: Es ist

bn = 1 +
(−1)n

n︸ ︷︷ ︸
→0

+
1

n2︸︷︷︸
→0

−→
n→∞

1 + 0 + 0 = 1,

also ist auch (bn)n∈N konvergent, und damit nach 1.20 insbesondere beschränkt.
]

2. Sei ε > 0. Wähle n0 ∈ N so, daß n0 > 3
ε
(diese Wahl von n0 erschließt sich erst durch die

folgende Rechnung). Dann gilt für alle n ≥ n0

|xn − 3| =
∣∣∣∣ 3n2

n2 + n− 1
− 3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3n2 − 3(n2 + n− 1)

n2 + n− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −3n+ 3

n2 + n− 1

∣∣∣∣ =
3(n− 1)

n2 + n− 1︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 3n

n2
=

3

n
≤ 3

n0

< ε.

3. Wir zeigen zuerst die Aussage

Für alle n ≥ 2 :
n∏

k=2

(
1− 2

k(k + 1)

)
=

1

3

(
1 +

2

n

)
mit vollständiger Induktion.

Induktionsanfang: n = 2: Es ist

2∏
k=2

(
1− 2

k(k + 1)

)
=

2

3
=

1

3

(
1 +

2

2

)
.

Induktionsschluß:
”
n → n+ 1“: Sei n ≥ 2 und es gelte

n∏
k=2

(
1− 2

k(k + 1)

)
=

1

3

(
1 +

2

n

)
.

Zu zeigen ist:

n+1∏
k=2

(
1− 2

k(k + 1)

)
=

1

3

(
1 +

2

n+ 1

)
(Induktionsbehauptung)



Es ist

n+1∏
k=2

(
1− 2

k(k + 1)

)
=

(
n∏

k=2

(
1− 2

k(k + 1)

))
·
(
1− 2

(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

3

(
1 +

2

n

)
·
(
1− 2

(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

3

(
1 +

2

n
− 2

(n+ 1)(n+ 2)
− 4

n(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

3

(
1 +

2(n+ 1)(n+ 2)− 2n− 4

n(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

3

(
1 +

2n2 + 6n+ 4− 2n− 4

n(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

3

(
1 +

2n2 + 4n

n(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

3

(
1 +

2n(n+ 2)

n(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

3

(
1 +

2

n+ 1

)
.

Nun gilt 1
n

−→
n→∞

0, so daß aus 1.23 folgt

xn =
1

3

(
1 +

2

n

)
−→
n→∞

1

3
(1 + 0) =

1

3
.

4. a) Aus xn −→ a folgt mit 1.16a), daß auch |xn| −→ |a|. Damit existiert zu ε := |a|
2
> 0

ein n0 ∈ N, so daß für alle n ≥ n0 gilt∣∣|xn| − |a|
∣∣ < ε, also 0 <

|a|
2

= |a| − ε < |xn| < |a|+ ε.

Für alle n ≥ n0 gilt dann 1
|xn| <

2
|a| . Damit gilt für alle n ∈ N

1

|xn|
≤ max

{ 1

|x1|
,

1

|x2|
, ...,

1

|xn0−1|
,

2

|a|

}
=: C.

b) Sei ε > 0. Wähle n0 ∈ N so, daß für alle n ≥ n0 gilt |xn − a| < ε·|a|
C

, wobei C > 0
aus a) (möglich, weil xn −→ a).
Damit gilt für alle n ≥ n0∣∣∣ 1

xn

− 1

a

∣∣∣ = ∣∣∣a− xn

xn · a

∣∣∣ = 1

|xn|
· 1

|a|
· |xn − a|

a)

≤ C · 1

|a|
· |xn − a| < C · 1

|a|
· ε · |a|

C
= ε.

Also gilt
1

xn

−→
n→∞

1

a
.


