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Übung zur Vorlesung

”
Differential– und Integralrechnung I (Unterrichtsfach)“

-Lösungssvorschlag-

1. a) Setzt man in der Funktionalgleichungen Satz 4.16 b) ii) y = −x so erhält man

cos(x− x) = cos(x) cos(−x)− sin(x) sin(−x)

und da der Cosinus eine gerade und der Sinus eine ungerade Funktion ist, folgt daraus
mit cos 0 = 1

1 = cos2(x) + sin2(x). (1)

b) Setzt man in der Funktionalgleichungen Satz 4.16 b) i) y = x so erhält man

sin(2x) = 2 cos(x) sin(x).

Setzt man in der Funktionalgleichungen Satz 4.16 b) ii) y = x so erhält man

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x). (2)

c) Die Summe (1) + (2) ergibt

1 + cos(2x) = 2 cos2(x) ,

was äquivalent ist zu
1

2
(1 + cos x) = cos2

(x
2

)
.

Die Differenz (1) - (2) ergibt

1− cos(2x) = 2 sin2(x) ,

was äquivalent ist zu
1

2
(1− cosx) = sin2

(x
2

)
.

2. a) Zu zeigen ist Wf =
[
0, 1

2

]
.

“⊂”: Es gilt sin2 x ≥ 0 und 1 + sin2 x > 0 und daher gilt für alle x ∈ R

0 ≤ sin2 x

1 + sin2 x
= f(x).

Für sin2 x = 0 gilt
f(x) = 0 .



Für sin2 x ̸= 0, gilt

f(x) =
1

1 +
1

sin2 x︸ ︷︷ ︸
≥2

≤ 1

2
.

Somit gilt für alle x ∈ R, daß

0 ≤ f(x) ≤ 1

2
.

“⊃”: Sei y ∈
[
0, 1

2

]
. Da f(0) = 0 und f(π

2
) = 1

2
ist, gilt f(0) ≤ y ≤ f(π

2
). Da f

offensichtlich stetig ist, ist insbesondere f
∣∣
[0,π2 ]

stetig. Mit dem Zwischenwertsatz

erhalten wir somit, daß mindestens ein ξ ∈
[
0, π

2

]
existiert, so daß f(ξ) = y gilt.

b) Sei y ∈ [0, 1
2
]. Dann gilt für x ∈ [0, π

2
]

y =
sin2 x

1 + sin2 x
⇐⇒ y

(
1 + sin2 x

)
= sin2 x

⇐⇒ y = sin2 x(1− y)

⇐⇒ sin2 x =
y

1− y

⇐⇒ sinx =

√
y

1− y
(beachte, daß sin x ≥ 0 für x ∈ [0,

π

2
])

⇐⇒ x = arcsin

√
y

1− y
[(beachte, daß

√
y

1− y
∈ [0, 1] für y ∈ [0,

1

2
])

Damit ist f
∣∣
[0,π

2
]
umkehrbar mit Wertebereich gleich [0, 1

2
], und für die Umkehrfunktion

gilt (
f
∣∣
[0,π

2
]

)−1

: [0,
1

2
] −→ R, x 7→ arcsin

√
x

1− x
.

3. a) Aus der Vorlesung ist bekannt das die Exponentialfunktion streng monoton wachsend
ist. Somit ist x 7−→ e−x = 1

ex
streng monoton fallend und x 7−→ −e−x ist wiederum

streng monoton wachsend. Da die Summe aus zwei streng monoton wachsend Funk-
tionen wieder streng monoton wachsend ist, gilt dies auch für den Sinus Hyperbolicus.
Nach Satz 3.19 ist der Sinus Hyperbolicus daher umkehrbar.

b) Sei y ∈ R. Wir suchen die Lösung x ∈ R der Gleichung

y = sinh(x) =
ex − e−x

2
.

Es ist

y =
ex − e−x

2
⇐⇒ 2y = ex − 1

ex
⇐⇒ (ex)2 − 2yex − 1 = 0.

Substitution von u = ex liefert die quadratische Gleichung (in u)

u2 − 2yu− 1 = 0,

welche die Lösungen

u1,2 =
2y ±

√
4y2 + 4

2
= y ±

√
y2 + 1



besitzt. Da u2 = y −
√
y2 + 1 < 0 ist die Gleichung u2 = ex von keinem x ∈ R erfüllt,

und für u1 = y +
√
y2 + 1 > 0 liefert

y +
√

y2 + 1 = ex

dann
x = ln

(
y +

√
y2 + 1

)
.

Die Umkehrfunktion von sinh heißt übrigens Areasinus Hyperbolicus, abgekürzt arsinh,
und lautet somit

arsinh : R → R , x 7→ ln
(
x+

√
x2 + 1

)
.

4. a) Damit der Logarithmus definiert ist muß gelten 2x− x2 > 0. Da nun

2x− x2 > 0 ⇐⇒ x(2− x) > 0 ⇐⇒ 0 < x < 2 ,

ist die Definitionsmenge D =]0, 2[.
Es gilt für x ∈ D

log2(2x− x2) = 3

⇐⇒ 2log2(2x−x2) = 23

⇐⇒ 2x− x2 = 8

⇐⇒ x2 − 2x+ 8 = 0

Da diese Gleichung keine Lösung besitzt, ist die Lösungsmenge leer, also L = ∅.

b) Damit der Logarithmus definiert ist muß gelten x > 0. Die Definitionsmenge ist daher
D =]0,∞[ . Es gilt für x ∈ D

2 loga x− log2a x = 2

⇐⇒ 2
lnx

ln a
− lnx

ln(2a)
= 2

⇐⇒ lnx · 2 ln(2a)− ln a

ln a ln(2a)
= 2

⇐⇒ lnx =
2 ln a ln(2a)

2 ln(2a)− ln a
=

2 ln a ln(2a)

ln(4a)
= 2 ln a log4a(2a)

⇐⇒ x = e2 ln a log4a(2a) = alog4a(4a
2)

Damit ist die Lösungsmenge L =
{
alog4a(4a

2)
}
.

c) Der Ausdruck 2−x · 10−2x+1 ist für alle x ∈ R definiert und daher ist D = R. Es gilt für
x ∈ D

2−x · 10−2x+1 = 3

⇐⇒ ln(2−x · 10−2x+1) = ln 3

⇐⇒ ln(2−x) + ln(10−2x+1) = ln 3

⇐⇒ −x ln 2 + (−2x+ 1) ln 10 = ln 3

⇐⇒ x(− ln 2− 2 ln 10) = ln 3− ln 10

⇐⇒ x =
ln 3− ln 10

− ln 2− 2 ln 10
=

ln 10− ln 3

ln 2 + 2 ln 10
=

ln(10
3
)

ln 200
= log200

(10
3

)
Damit ist die Lösungsmenge L =

{
log200

(
10
3

)}
.



d) Der Sinus ist für alle x ∈ R definiert und daher ist D = R. Sei y = 2x. Wir suchen
zunächst alle Lösungen der Gleichung

sin y = 1

Die Einschränkung von sin auf das Intervall [−π
2
, π
2
] ist streng monoton wachsend, also

umkehrbar; somit gibt es nur eine Lösung y ∈ [−π
2
, π
2
] von sin y = 1, nämlich y = π

2
.

Da die Einschränkung von sin auf das Intervall [π
2
, 3
2
π] streng monoton fallend ist (wegen

sin(x+ π) = − sin x), gibt es in ]π
2
, 3
2
π] keine weiteren Lösungen von sin y = 1. Also ist

y = π
2
die einzige Lösung in dem Intervall [−π

2
, 3π

2
], welches die Länge 2π hat.

Da der Sinus 2π- periodisch ist, sind alle Lösungen von sin y = 1 also

y =
π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Wegen y = 2x sind alle Lösungen von sin(2x) = 1 dann

x =
π

4
+ kπ, k ∈ Z,

die Lösungsmenge ist also

L =
{π

4
+ kπ

∣∣k ∈ Z
}

.

e) Der Cosinus und die Exponentialfunktion sind für alle x ∈ R definiert. Die Definitions-
menge ist daher D = R. Da cos(3x + 1) ∈ [−1, 1] und die Exponentialfunktion streng
monoton wachsend ist gilt

ecos(3x+1) ≤ e1 < 3 .

Die Lösungsmenge ist daher leer, also L = ∅ .


