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-Lösungssvorschlag-

1. a) Für x < 0 ist ex > 0 > x und für alle x ≥ 0 ist

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
= 1︸︷︷︸

>0

+x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ ...︸ ︷︷ ︸

>0

> x,

also ist
ex ̸= x für alle x ∈ R.

b) Für x < 0 ist wieder ex > 0 > 2x.
Für x ∈ [0, 1[ ist

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
= 1︸︷︷︸

>x

+x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ ...︸ ︷︷ ︸

>0

> x+ x = 2x.

Für x ∈ [1, 2[ ist
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Für x ∈ [2,∞[ ist
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also ist insgesamt
ex ̸= 2x für alle x ∈ R.

c) Wir betrachten die stetige Funktion

f : [0, 1] −→ R, f(x) = ex − 4x.

Da f(0) = 1 > 0 und f(1) = e − 4 < 3 − 4 < 0 gibt es nach dem Nullstellensatz,
angewandt auf die stetige Funktion f , ein ξ ∈]0, 1[ mit f(ξ) = 0, also eξ = 4ξ.
Man kann weiter zeigen (hier aber nicht verlangt!), daß es genau zwei x ∈ R gibt mit
ex = 4x.



2. Wir erinnern an das ε-δ-Kriterium für stetige Funktionen: Eine Funktion f heißt stetig in
a ∈ D, wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass ∀x ∈ D gilt:

|x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Wir bestimmen also zu jedem ε > 0 jeweils ein δ > 0 mit der geforderten Eigenschaft. Im
folgenden sei ε > 0.

a) Wähle δ = ε
3
> 0. Dann gilt für alle x ∈ R mit |x− a| < δ

|f(x)− f(a)| = | − 3x− (−3a)| = 3 · |x− a| < 3 · δ = ε.

b) Es gilt:

|x2 − a2| = |x− a| · |x+ a| = |x− a| · |x− a+ 2a| ≤ |x− a| · (|x− a|+ 2|a|) ,

wobei wir im letzten Schritt die Dreiecksungleichung verwendet haben.
Wähle nun δ =

√
a2 + ε− |a| > 0. Dann gilt mit |x− a| < δ

|f(x)−f(a)| = |x2−a2| < δ·(δ+2|a|) =
(√

a2 + ε−|a|
)(√

a2 + ε+|a|
)
= a2−ε+|a|2 = ε.

3. a) Behauptung: Es gilt Wf =]0, 1[.

”
⊂“: Sei x ∈ R. Dann ist 0 < ex < ex + 1 und somit f(x) = ex

ex+1
< 1. Wegen ex > 0 ist

auch ex + 1 > 0 und somit f(x) = ex

ex+1
> 0. also ist f(x) ∈]0, 1[.

”
⊃“: Sei c ∈]0, 1[.

Wegen

lim
x→∞

f(x) = lim
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ex

ex + 1
= lim

x→∞
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1 + e−x
= 1

gibt es b ∈ R mit f(b) > c.
Wegen

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

ex

ex + 1
= 0

gibt es a ∈ R, a < b, mit f(a) < c.
Da f als Summe und Quotient stetiger Funktionen stetig ist, ist auch die Ein-
schränkung f[a,b] stetig, und es gilt f |[a,b](a) < c < f |[a,b](b). Nach dem Zwischen-
wertsatz gibt es also ein ξ ∈]a, b[ mit

f(ξ) = f |[a,b](ξ) = c.

Also ist c ∈ Wf .

b) Seien x1, x2 gegeben. Dann gilt:

x1 < x2 =⇒ ex1 < ex2 =⇒ ex1+x2 + ex1 < ex1+x2 + ex2

=⇒ ex1(ex2 + 1) < ex2(ex1 + 1) =⇒ ex1

ex1 + 1
<

ex2

ex2 + 1
=⇒ f(x1) < f(x2),

wobei wir im ersten Schritt die strenge Monotonie und im vierten Schritt die Positivität
der Exponentialfunktion verwendet haben.
Also ist f streng monoton wachsend und streng monotone Funktionen sind nach Satz
3.19 aus der Vorlesung umkehrbar.



c) Sei y ∈]0, 1[. Dann gilt:

y =
ex

ex + 1
⇐⇒ ex(y − 1) = −y ⇐⇒

y ̸=1
ex =

y
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y
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x = ln
y
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.

Damit ist die Umkehrfunktion f−1 gegeben durch f−1 :]0, 1[→ R, f−1(x) = ln x
1−x

.

4. Wir verwenden die Voraussetzung, nämlich daß f(x · y) = f(x) + f(y) für alle x, y > 0.

i) Mit x = y = 1 gilt f(1) = f(1 · 1) = f(1) + f(1) = 2f(1), also f(1) = 0.

ii) Aus 0 = f(1) = f
(
x · 1

x

)
= f(x) + f

(
1
x

)
folgt, daß f

(
1
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)
= −f(x) für alle x > 0.

iii) Aus f
(
1
y

)
= −f(y) folgt, daß f

(
x
y

)
= f(x) + f

(
1
y

)
= f(x)− f(y) für alle x, y > 0.


