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1. a) Wir zeigen die Behauptung mit vollsténdiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 0: Es ist ag = 3 und damit ag > 2.
Induktionsschlufl: ,n — n+ 1% Sein > 0 und gelte a,, > 2; z.z. ist a,.1 > 2.

Es ist a,, > 2, insbesondere also a,, > 0, und es folgt

el — 2= =
Gnt1 2a, 2a,

Cai—4da,+4  (a,—2)°
n 2a, - 2a,

az +4 5 (a2 +4)—2-(2a,)

207

also gilt a,+1 > 2.

b) Fiir alle n € N gilt wegen a,, > 2 zum einen a? > 4, also 4 — a? < 0, und zum anderen
2a, > 4 > 0, woraus sich
ai 44 (a2 +4)—a, (2a,) 4—ad?

Apy1 — Ap = ap = = <0
2a, 2a,

2a,
und damit a,41 < a, ergibt; folglich ist die Folge (a,)nen, monoton fallend.

2. a) Wir zeigen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 1: Fiir n = 1 erhélt man die richtige Gleichung
1 1

(4=3)-(4+1) — 5

n

Induktionsschlufl: ;n — n + 1“: Sei n > 1 und gelte > (4k73)1(4k+1) = Tt

k=1
: s 1 n+1
2.2. 18 kz_:l (4k—3)(4k+1) _ 4nt5’
Es ist
"Z“ 1 < 1 . 1
c~ (4 —3) - (4k+1) = (4k-3)-(4k+1) (n+1)-=3) 4r+1)+1)
_n n 1
S dn+1 (An+1)-(4n+5)
n-(4n+5)+1 4n? +5n + 1

(4n+1)-(dn+5)  (4n+1)-(4n+5)
n+1 4n+1 n+1

T An+5 dn+1  4n+5

also ist die Induktionsbehauptung gezeigt.



b) Wir zeigen die Behauptung mit vollsténdiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 5: Fiir n = 5 erhalt man die richtige Gleichung

2° =32 > 25 =5
Induktionsschluf}: ,n — n 4+ 1“: Sei n > 5 und gelte 2" > n?;
z.7. ist 2" > (n +1)%

Wir bemerken zuerst, da$ fiir alle n > 3 gilt (n—1)% > 2, woraus n®>—2n+1 > 2
und damit

n® > 2n+1 (%)
folgt. Nun gilt
2““:2-2">2-n2:n2+n2(§)n2+2n+1:(n+1)2,

also ist die Induktionsbehauptung gezeigt.
a) Es gilt

aq =1

Gzz\/l_S
&3:\/ 124—\@

\/12+ 12 + V13

g

a5:\/12+\/12+ 12++v13

b) Wir zeigen die Behauptung mit vollstéindiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 1: Fiir n =1 ist

Ogalzlé\/ﬁ:CLQ.

Induktionsschluf}: ;n — n + 1“: Sei n > 1 und gelte 0 < a,, < ayy1;
z.z. 15t 0 < apt1 < Qpao.

Es ist aufgrund von 0 < a,, < a,,41 auch 0 < a,,1, und es gilt ferner

G,
= 12 +aq,,

An41
12 + apaq (12+a, > 0)

V 12 + Ap+1

Any2.

IA A

= V12 +a,
— a/n+1

IA A

c) Wir zeigen die Behauptung mit vollsténdiger Induktion:



Induktionsanfang: n =1: Firn=1ist a; =1 < 13.

Induktionsschlufl: ,n — n + 1“: Sei n > 1 und gelte a,, < 13;
z.z. st ap+1 < 13.

Es ist mit a,, <13

Ane1 = V12 +a, <V124+13=+v25=5<13.

4. a) Die Aussage ist wahr. Sind (2,)nen und (yn)nen beschriankt, so ist auch die Folge
(5, + Yn)nen beschréankt, denn:

(Tn)nen beschrinkt = Vn eN: |z,| < Cy
(Yn)nen beschrankt = Vn eN: |y,| < Cy
=y + yn| < |xn| + |yn] < C1+Cy Vn €N,

d.h. die Folge (x,, + yn)nen ist beschrankt.

b) Die Aussage ist wahr! Sind (x,)neny und (y,)nen beschriankt, so ist auch die Folge
(Zn, * Yn)nen beschrankt, denn:

(Zn)nen beschrinkt = Vn eN: |z,| < C)
(Yn)nen beschrénkt = Vn eN: |y,| < Cy

d.h. die Folge (z,, - Yn)nen ist beschrankt.
c) Die Aussage ist falsch! Man betrachte folgendes Gegenbeispiel:

0, fiir n gerade

(n)nen sei gegeben durch z,, = )
n , fiir n ungerade,

n , fiir n gerade

(Yn)nen sei gegeben durch y, = .
0, fiir n ungerade.

Damit ist die Folge (x,, - yn)nen als konstante Folge mit z,, - y,, = 0 beschrinkt, jedoch
sind die Folgen (z,,)nen und (y,)nen beide nicht beschrinkt.



