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1. a) Die Eigenschaft (1) ist für jede Funktion f : D −→ R erfüllt, denn gemäß der Definition
einer Funktion wird jedem x aus dem Definitionsbereich, also x ∈ D, genau ein y aus dem
Zielbereich, also y ∈ R, zugeordnet.
Die Eigenschaft (2) ist die Definition von f : D −→ R bijektiv, was die Injektivität, also die
Umkehrbarkeit von f , impliziert, aber nicht dazu äquivalent ist.

(2) kann auf folgende zwei Weisen richtiggestellt werden. Es ist

f : D −→ R umkehrbar

:⇐⇒
”
Zu jedem y ∈ R gibt es höchstens ein x ∈ D mit f(x) = y“

⇐⇒
”
Zu jedem y ∈ Wf gibt es genau ein x ∈ D mit f(x) = y“

b) Wir zeigen:
Wf =]0, 1[.

”
⊂“:
Sei x ∈]0,∞[. Dann ist

0 < f(x) =

√
x√

x+ 1
<

√
x√
x
= 1,

also f(x) ∈]0, 1[, und damit Wf ⊂]0, 1[.

”
⊃“:
Sei y ∈]0, 1[. Dann gilt für x ∈]0,∞[

f(x) = y ⇐⇒
√
x√

x+ 1
= y

⇐⇒
√
x = y(

√
x+ 1)

⇐⇒
√
x(1− y) = y

⇐⇒
√
x =

y

1− y︸ ︷︷ ︸
>0

⇐⇒ x =
( y

1− y

)2
.

Mit x =
( y
1−y

)2 ∈]0,∞[ ist also f(x) = y (das ist
”
⇐=“ in obiger Äquivalenzkette) Damit ist

y ∈ Wf und also Wf ⊃]0, 1[.

Da, wie eben gezeigt, zu jedem y ∈ Wf genau ein x ∈]0,∞[ existiert mit f(x) = y, ist f
umkehrbar mit Umkehrfunktion

f−1 :]0, 1[→ R, f−1(x) =
( x

1− x

)2
.



2. a) Setze f : R −→ R, f(x) = 1+2x+3x
x2+x+1

. Sei (xn)n∈N eine Folge (o.E. xn ̸= 0) mit xn −→ ∞;

dann gilt 1
xn

−→
n→∞

0 und damit

f(xn) =
1 + 2xn + 3x2n
x2n + xn + 1

=
x2n

(
1
x2
n
+ 2

xn
+ 3

)
x2n

(
1 + 1

xn
+ 1

x2
n

) =

1
x2
n
+ 2

xn
+ 3

1 + 1
xn

+ 1
x2
n

−→
n→∞

0 + 0 + 3

1 + 0 + 0
= 3,

also lim
n→∞

f(xn) = 3 und damit, da (xn)n∈N mit xn → ∞ beliebig war, lim
x→∞

f(x) = 3.[
Ohne Folgen explizit zu erwähnen, schreiben wir das dann auch kurz so:

Für x ̸= 0 ist

f(x) =
1 + 2x+ 3x2

x2 + x+ 1
=

x2
(

1
x2 + 2

x + 3
)

x2
(
1 + 1

x + 1
x2

) =
1
x2 + 2

x + 3

1 + 1
x + 1

x2

−→
x→∞

0 + 0 + 3

1 + 0 + 0
= 3,

also lim
x→∞

f(x) = 3.

Oder mit
”
lim
x→∞

“ und ohne Erwähnung von f dann so:

lim
x→∞

1 + 2x+ 3x2

x2 + x+ 1
= lim

x→∞

x2
(

1
x2 + 2

x + 3
)

x2
(
1 + 1

x + 1
x2

) = lim
x→∞

1
x2 + 2

x + 3

1 + 1
x + 1

x2

=
0 + 0 + 3

1 + 0 + 0
= 3.

]
b) Es ist

lim
x→1+

→3︷ ︸︸ ︷
x3 + 2x

x2 − 1︸ ︷︷ ︸
→0, x2−1>0

= ∞ und lim
x→1−

→3︷ ︸︸ ︷
x3 + 2x

x2 − 1︸ ︷︷ ︸
→0, x2−1<0

= −∞.

Also existiert lim
x→1

x3 + 2x

x2 − 1
nicht, auch nicht uneigentlich.

c) Es ist

lim
x→∞

x4 − x3 + 2x− 1

(x+ 1)3
= lim

x→∞

x4 − x3 + 2x− 1

x3 + 3x2 + 3x+ 1
= lim

x→∞

x4 (1− 1
x + 2

x3 − 1
x4 )

x3 (1 + 3
x + 3

x2 + 1
x3 )

= lim
x→∞

x︸︷︷︸
→∞

·
1− 1

x + 2
x3 − 1

x4

1 + 3
x + 3

x2 + 1
x3︸ ︷︷ ︸

→1

= ∞.

d) lim
x→∞

(x− [x]) existiert nicht, auch nicht uneigentlich, denn:

Sei xn := n, n ∈ N. Dann gilt xn −→ ∞ und

xn − [xn] = n− [n] = n− n = 0 −→
n→∞

0.

Sei yn := n+ 1
2 , n ∈ N. Dann gilt yn −→ ∞ und

yn − [yn] = n+
1

2
− [n+

1

2
] = n+

1

2
− n =

1

2
−→
n→∞

1

2
.

Da die beiden Limiten nicht übereinstimmen, existiert lim
x→∞

(x− [x]) nicht.



3. Für alle t, m ∈ R gilt:

• Die Einschränkung f |]−∞,−1[ von f auf das offene Intervall ]−∞,−1[ ist als lineare Funktion
insbesondere stetig, weswegen f in allen Punkten a ∈ ]−∞,−1[ stetig ist: für x ∈ ]−∞,−1[
ist nämlich

f(x) = t x+m −→
x→a

t a+m = f(a).

• Die Einschränkung f |]−1,1[ von f auf das offene Intervall ]−1, 1[ ist als quadratische Funktion
insbesondere stetig, weswegen f in allen Punkten a ∈ ]−1, 1[ stetig ist: für x ∈ ]−1, 1[ ist
nämlich

f(x) = x2 + tmx+ 1 −→
x→a

a2 + tma+ 1 = f(a).

• Die Einschränkung f |]1,∞[ von f auf das offene Intervall ]1,∞[ ist als lineare Funktion insbe-
sondere stetig, weswegen f in allen Punkten a ∈ ]1,∞[ stetig ist: für x ∈ ]1,∞[ ist nämlich

f(x) = mx+ t −→
x→a

ma+ t = f(a).

Es bleiben die Punkte a = −1 und a = 1 zu betrachten.
Wegen

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

(
x2 + tmx+ 1

)
= 2− tm = f(−1)

und
lim

x→−1−
f(x) = lim

x→−1−
(t x+m) = −t+m

ist f im Punkt a = −1 genau dann stetig, wenn

2− tm = −t+m.

Wegen
lim

x→1+
f(x) = lim

x→1+
(mx+ t) = m+ t

und
lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−

(
x2 + tmx+ 1

)
= 2 + tm = f(1)

ist f im Punkt a = 1 genau dann stetig, wenn

m+ t = 2 + tm.

Insgesamt ist also die Funktion f genau dann stetig, wenn

2− tm = m− t und 2 + tm = m+ t

gilt. Aus beiden Gleichungen zusammen folgt durch Addition

4 = 2m,

also m = 2 und damit t = 0; umgekehrt erfüllt das Paar (t,m) = (0, 2) beide Gleichungen.

Die also genau im Falle (t,m) = (0, 2) stetige Funktion lautet

f : R → R, f(x) =


2 , für x < −1,

x2 + 1 , für − 1 ≤ x ≤ 1,

2x , für 1 < x.



4. 1. Fall: a ∈ R\N:
Die Menge R\N ist Vereinigung von (unendlich vielen) offenen Intervallen

R\N = ]−∞, 1[ ∪ ]1, 2[ ∪ ]2, 3[ ∪ ]3, 4[ ∪ ...

Als rationale Funktion ist die Einschränkung f |R\N stetig, also ist f stetig in allen a ∈ R\N (siehe
3.9b)).

2. Fall: a = 2:
Hier ist

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

x

x− 2
= ∞.

Damit kann f in a = 2 gar nicht stetig sein. (Wegen lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x
x−2

= −∞ existiert lim
x→2

f(x) nicht

einmal uneigentlich)

3. Fall: a ∈ N\{2}:
Hier gilt

f ist stetig in a ⇐⇒ lim
x→a

f(x) = f(a)

⇐⇒ lim
x→a

x

x− 2
= f(a)

⇐⇒ a

a− 2
=

4a− 6

a+ 1

⇐⇒ a(a+ 1) = (4a− 6)(a− 2)

⇐⇒ a2 + a = 4a2 − 8a− 6a+ 12

⇐⇒ 3a2 − 15a+ 12 = 0

⇐⇒ a2 − 5a+ 4 = 0

⇐⇒ (a− 1)(a− 4) = 0

⇐⇒ a = 1 ∨ a = 4.

Also ist im 3. Fall f genau in a ∈ {1, 4} stetig.

Zusammenfassen ist f also genau in den Punkten

a ∈ R\N ∪ {1, 4}

stetig.


