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1. a) Die Eigenschaft (1) ist fiir jede Funktion f : D — R erfiillt, denn gemé&f der Definition
einer Funktion wird jedem z aus dem Definitionsbereich, also z € D, genau ein y aus dem
Zielbereich, also y € R, zugeordnet.

Die Eigenschaft (2) ist die Definition von f : D — R bijektiv, was die Injektivitét, also die
Umkehrbarkeit von f, impliziert, aber nicht dazu dquivalent ist.

(2) kann auf folgende zwei Weisen richtiggestellt werden. Es ist
f+ D — R umkehrbar

<= ,Zu jedem y € R gibt es héchstens ein z € D mit f(z) = y*
< ,Zujedem y € Wy gibt es genau ein € D mit f(z) = y“

b) Wir zeigen:

Wy =]0,1].
77C“:
Sei x €]0, co[. Dann ist

O<f(m):\/%/i1<£:1’
also f(z) €0, 1[, und damit Wy CJ0,1][.
,,D“:
Sei y €]0,1[. Dann gilt fiir  €]0, oo
N

flx) =y = NS

= Vr=y[r+1)
—= Va(l-y) =y
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Mit x = (ﬁ)2 €]0, 0o ist also f(z) = y (das ist ,<=* in obiger Aquivalenzkette) Damit ist
y € Wy und also Wy DJ0, 1[.

Da, wie eben gezeigt, zu jedem y € Wy genau ein x €]0,00] existiert mit f(z) = y, ist f
umkehrbar mit Umkehrfunktion

AR ) = (72 )2.

1—=x




2. a) Setze f:R — R, f(x)= % Sei (2, )nen eine Folge (0.E. x, # 0) mit x,, — o0;

dann gilt xi —2 0 und damit
n n—oo

2 (1 2 1 9
fan) 142z, + 322 xn(ﬁ+ﬂ+3) Z 7tz 13 0+0+43
l'n = ) = = 1 1 — —_— = 5
Ty + o+ 1 x%0+%f+é) I+ -+ 5 oo 14040

also 1i_>m f(zy) = 3 und damit, da (zy,)nen mit x,, — oo beliebig war, li_)m f(z) =3.

[ Ohne Folgen explizit zu erwahnen, schreiben wir das dann auch kurz so:

Fiir x # 0 ist
f($)_1+2x+3x2_$2(%+%+3)_;712+%+3 _, 04043 _
P+l 22(1+1+ L) 1414k ek 14040 7

also lim f(x)=3.
T—r 00
Oder mit ,, li_)m “ und ohne Erwiahnung von f dann so:
T—00

L+243 0+0+3 ]

. 1+22+4322 2’ (E+243)
lim —5———— = lim — 7% = lim T = =
z—oo a2+ x+1 T—00 1_|_5+?2) zoo 141+ & 1+040
b) Es ist
—3 —3
—— ——
. 3 4 2z . 23+ 2z
lim ———— =00 und lim ——— = —o0.
=1+ - —1 z—1— x4 —1
—— ——
0, 22—1>0 0, 22—1<0
542
Also existiert lim < 2+ < nicht, auch nicht uneigentlich.
r—1 % —
c) Esist
ot -t 22 -1 ot =3 4201 . zt(l-1+%-14)
lim = lim = lim I i
z—00 (x+1)3 w00 13 + 302 +3x + 1 wooo g3 (142 + 5+ )
1, 2 1
= lim =z« - 5—i_’?_ﬁ:oo
P I+ St g
-1

lim (z — [z]) existiert nicht, auch nicht uneigentlich, denn:

T—00

d)
Sei z,, :=n, n € N. Dann gilt z,, — oo und

Ty —[xn)=n—[n]=n—-—n=0 — 0.
n— oo

Sei y, :=n+ %, n € N. Dann gilt , — oo und

—

n—oo

DN | =
N | =

f o =n+z-n=
g TN Ty T T

yn_[yn]:n‘F%—[

Da die beiden Limiten nicht iibereinstimmen, existiert lim (z — [z]) nicht
T—00



3. Fiir alle t, m € R gilt:

e Die Einschrinkung f|j_. _1| von f auf das offene Intervall |—oco, —1[ ist als lineare Funktion
insbesondere stetig, weswegen f in allen Punkten a € |—o0, —1] stetig ist: fiir x € |—o0, —1]

ist ndmlich
fle)=tx+m — ta+m= f(a).

e Die Einschrinkung f[,_; i von f auf das offene Intervall | -1, 1] ist als quadratische Funktion
—-1,1

insbesondere stetig, weswegen f in allen Punkten a € |
namlich
f@)=2>+tmz+1 — d®>+tma+1= f(a).

rT—a

, 1[ stetig ist: fiir x € |—1,1] ist

e Die Einschrinkung flj; .| von f auf das offene Intervall |1, co] ist als lineare Funktion insbe-
sondere stetig, weswegen f in allen Punkten a € |1, 00| stetig ist: fiir x € |1, oo[ ist ndmlich

fle)=ma+t — ma+t= f(a).

Es bleiben die Punkte ¢ = —1 und a = 1 zu betrachten.

Wegen
. . . 2 _ o _ .
xilin1+f(x)—xil£lll+($ +tmaz+1)=2—tm= f(-1)

und

li = 1 =—

S S = (etm)=—tem
ist f im Punkt a = —1 genau dann stetig, wenn
2—tm=—-t+m.
Wegen
li = 1l =

A T = B tno ) =m ot

und

lim f(z) = lim (2 +tmaz+1) =2+tm= f(1)
ist f im Punkt a = 1 genau dann stetig, wenn
m+t=2+tm.
Insgesamt ist also die Funktion f genau dann stetig, wenn
2—tm=m—t und 24tm=m-+t
gilt. Aus beiden Gleichungen zusammen folgt durch Addition
=2m,
also m = 2 und damit ¢t = 0; umgekehrt erfiillt das Paar (¢,m) = (0,2) beide Gleichungen.

Die also genau im Falle (¢, m) = (0, 2) stetige Funktion lautet

2 , fir x < —1,
i R=R, flr)=<K2?>+1 , fir —1<z<1,
2¢ , firl <.



4. 1. Fall: a € R\N:

Die Menge R\N ist Vereinigung von (unendlich vielen) offenen Intervallen

—oo existiert lim f(z) nicht
T2

R\N= | —o00,1[U]1,2]U]2,3[U]3,4[ U...
Als rationale Funktion ist die Einschrinkung f|g\y stetig, also ist f stetig in allen a € R\N (siehe
3.9b)).
2. Fall: a = 2:
Hier ist
li =1l = oo0.
. e
Damit kann f in @ = 2 gar nicht stetig sein. (Wegen Jlim f(z) = lim =5 =
einmal uneigentlich)
3. Fall: a« € N\{2}:
Hier gilt
f ist stetig in ¢ <= lim f(x) = f(a)
T—a
) x
— a%llg r—2 f(a)
— a  4a—-6
a—2 a+1
< ala+1)=(4a —6)(a—2)
— a’+a=4a>—8a—6a+12
< 3a®* - 15a+12=0
— a*-5a+4=0
— (a—1)(a—4)=0
<~ a=1V a=4.

Also ist im 3. Fall f genau in a € {1,4} stetig.

Zusammenfassen ist f also genau in den Punkten

stetig.

aecR\N U {1,4}



