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1. a) Die Aussage (1) ist i.a. falsch, denn wähle z.B.

ak =
1

k
und bk = −1

k
, k ∈ N,

so sind die Reihen
∞∑
k=1

ak und
∞∑
k=1

bk beide divergent, weil die harmonische Reihe divergiert.

Die Reihe
∞∑
k=1

(ak + bk) =
∞∑
k=1

(
1
k − 1

k

)
=

∞∑
k=1

0 ist jedoch trivialerweise konvergent.

Die Aussage (2) ist i.a. falsch, denn wähle z.B.

ak =
1

k
, k ∈ N, und λ = 0,

so ist die Reihe
∞∑
k=1

ak divergent (harmonische Reihe!), die Reihe
∞∑
k=1

(λak) =
∞∑
k=1

0 ist jedoch

trivialerweise konvergent.

b) Die korrekten Aussagen sind∑
k

ak divergent ∧
∑
k

bk konvergent =⇒
∑
k

(ak + bk) divergent (+)∑
k

ak divergent ∧ λ ∈ R\{0} =⇒
∑
k

(λak) divergent (++)

Beweis zu (+):
Annahme:

∑
k

(ak+bk) ist konvergent. Nach den Rechenregln für konvergente Reihen 2.7 ist mit∑
k

bk konvergent, auch
∑
k

(−bk) konvergent, und demnach auch die Reihe
∑
k

(ak + bk − bk) =∑
k

ak konvergent, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Beweis zu (++):
Annahme:

∑
k

(λak) ist konvergent. Nach den Rechenregln für konvergente Reihen 2.7 ist dann

auch die Reihe
∑
k

1
λ(λak) =

∑
k

ak konvergent, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

c) Sei ak = 1
k und bk = − 1

k2
, k ∈ N. Dann ist die Reihe

∞∑
k=1

ak =
∞∑
k=1

1
k divergent und die Reihe

∞∑
k=1

bk =
∞∑
k=1

(
− 1

k2

)
konvergent. Nach (+) ist dann die Reihe

∞∑
k=1

(ak + bk) =
∞∑
k=1

(1
k
− 1

k2

)
divergent.



2. a) Für alle n ∈ N0 ist 2n+ 1 > 0 und es gilt für n ≥ 1

1

2n+ 1︸︷︷︸
≤n

≥ 1

2n+ n
=

1

3n
≥ 0.

Die Reihe
∞∑
n=1

1
3n ist divergent, da die harmonische Reihe

∞∑
n=1

1
n divergiert. Nach dem Mino-

rantenkriterium 2,13 ist dann auch die Reihe
∞∑
n=1

1
2n+1 divergent, und damit auch

∞∑
n=0

1
2n+1

divergent

b) Für alle n ∈ N0 ist n2 + 3 ≥ 0 und 2n5 − n2 + 1 > 0 und es gilt für n ≥ 1

0 ≤
∣∣∣ n2 + 3

2n5 − n2 + 1

∣∣∣ = n2 + 3

2n5 −n2︸︷︷︸
≥−n5

+ 1︸︷︷︸
≥0

≤ n2 +

≤3n2︷︸︸︷
3

2n5 − n5 + 0
≤ n2 + 3n2

n5
=

4

n3
≤ 4

n2
.

Die Reihe
∞∑
n=1

4
n2 ist konvergent, da die Reihe

∞∑
n=1

1
n2 konvergiert. Nach dem Majorantenkri-

terium 2.11 ist dann auch die Reihe
∞∑
n=1

n2+3
2n5−n2+1

konvergent, und damit auch
∞∑
n=0

n2+3
2n5−n2+1

.

ALTERNATIV geht es auch mit der Methode
”
Ausklammern“:

Es ist

0 ≤
∣∣∣ n2 + 3

2n5 − n2 + 1

∣∣∣ = ∣∣∣ n2
(
1 + 3

n2

)
n5

(
2− 1

n3 + 1
n5

)∣∣∣
=

1

n3
·
∣∣∣ 1 + 3

n2

2− 1
n3 + 1

n5

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
−→ 1

2

≤ 1

n3
· 1 =

1

n3
für fast alle n ∈ N.

Die Reihe
∞∑
n=1

1
n3 ist konvergent nach 2.20b). Nach dem Majorantenkriterium 2.11 ist dann

auch die Reihe
∞∑
n=1

n2+3
2n5−n2+1

konvergent.

c) Für alle n ∈ N0 ist 4n ≥ 0 und 2n + 3n > 0 und es gilt für n ∈ N0

4n

2n︸︷︷︸
≤3n

+3n
≥ 4n

3n + 3n
=

4n

2 · 3n
=

1

2

(4
3

)n
≥ 0.

Die Reihe
∞∑
n=0

1
2

(
4
3

)n
ist divergent, da die geometrische Reihe

∞∑
n=0

(
4
3

)n
wegen 4

3 > 1 divergiert.

Nach dem Minorantenkriterium 2.13 ist dann auch die Reihe
∞∑
n=0

4n

2n+3n divergent.

d) Für die Reihe

∞∑
n=1

(−1)nan mit an =
(n+ 1)n−1

nn
> 0 für alle n ∈ N gilt:



• Wegen

an =
(n+ 1)n−1

nn
=

1

n+ 1
· (n+ 1)n

nn
=

1

n+ 1︸ ︷︷ ︸
→0

·
(
1 +

1

n

)n

︸ ︷︷ ︸
→e

−→
n→∞

0

ist (an)n∈N eine Nullfolge.

• Wegen

an+1

an
=

(n+ 2)n · nn

(n+ 1)n+1 · (n+ 1)n−1
=

((n+ 2)n)n

(n+ 1)2n
=

(
n2 + 2n

n2 + 2n+ 1

)n

≤ 1

und damit an+1 ≤ an für alle n ∈ N ist (an)n∈N monoton fallend.

Damit ist die Reihe

∞∑
n=1

(−1)n
(n+ 1)n−1

nn
nach dem Leibnizkriterium für alternierende Reihen

konvergent.

3. a) Es ist mit an :=
x3n

n · 8n
, n ∈ N

n
√

|an| =
n
√

|x3n|
n
√
n · 8n

=
n
√

(|x|3)n
n
√
n · n

√
8n

=
|x|3
n
√
n︸︷︷︸

→1

·8
−→
n→∞

|x|3

8
.

Nach demWurzelkriterium 2.21 konvergiert die Reihe
∞∑
n=1

x3n

n · 8n
damit (absolut) für alle x ∈ R

mit |x|3
8 < 1, also für |x| < 2, und divergiert für alle x ∈ R mit |x|3

8 > 1, also für |x| > 2. Das
Konvergenzverhalten für x = ±2 ist gesondert zu untersuchen:

• Für x = 2 ist
∞∑
n=1

23n

n · 8n
=

∞∑
n=1

8n

n · 8n
=

∞∑
n=1

1

n

die harmonische Reihe, also divergent.

• Für x = −2 ist

∞∑
n=1

(−2)3n

n · 8n
=

∞∑
n=1

(−8)n

n · 8n
=

∞∑
n=1

(−1)n · 8n

n · 8n
=

∞∑
n=1

(−1)n · 1
n

die alternierende harmonische Reihe, welche nach dem Leibnizkriterium 2.15 konvergiert.

Zusammenfassend ist also die Reihe

∞∑
n=1

x3n

n · 8n
konvergent für x ∈ [−2, 2[ und divergent für

x ∈]−∞,−2[∪ [2,∞[.

b) Für x = 0 ist die Reihe
∞∑
n=0

nn

(2n)!
xn offensichtlich (absolut) konvergent. Sei nun also x ̸= 0.



Dann ist an :=
nn

(2n)!
xn ̸= 0 für alle n ∈ N und

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ =

(n+ 1)n+1

(2n+ 2)!
· |x|n+1

nn

(2n)!
· |x|n

=
(n+ 1)n+1 · (2n)! · |x|n+1

nn · (2n+ 2)! · |x|n

=
(n+ 1

n

)n
· (n+ 1)

(2n+ 2) · (2n+ 1)
· |x|

=
(
1 +

1

n

)n

︸ ︷︷ ︸
→ e

· 1

2 · (2n+ 1)︸ ︷︷ ︸
→0

·|x| −→
n→∞

0 < 1.

Damit ist nach dem Quotientenkriterium 2.24 die Reihe
∞∑
n=0

nn

(2n)!
xn auch für x ̸= 0 (absolut)

konvergent.

Zusammenfassend ist also die Reihe

∞∑
n=0

nn

(2n)!
xn (absolut) konvergent für alle x ∈ R.

4. Wir verwenden die folgenden einfachen Tatsachen über Primzahlen:

(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen p1 < p2 < p3 < ...

(2) Es gilt pn ≥ n für alle n ∈ N
(3) Es gilt pn+1 − pn ≥ 2 für alle n ≥ 2,

wobei (3) aus der Tatsache folgt, daß alle geraden natürlichen Zahlen (außer 2) keine Primzahlen
sind.

a) Wegen (1) ist die Folge der Primzahlen (pn)n∈N (streng) monoton wachsend und bestimmt
divergent gegen ∞; also gilt 1

pn
−→
n→∞

0, und ( 1
pn
)n∈N ist (streng) monoton fallend. Dann ist

die Reihe
∞∑
n=1

(−1)n

pn

nach dem Leibniz-Kriterium 2.15 konvergent.

b) Es ist

0 ≤ 1

p2n

(2)

≤ 1

n2
für alle n ∈ N.

Die Reihe
∞∑
n=1

1
n2 ist konvergent (siehe 2.20b)), also ist nach dem Majorantenkriterium 2.11

dann auch die Reihe
∞∑
n=1

1

p2n

konvergent.

c) Es ist

0 ≤ 1

(pn+1 − pn)n

(3)

≤ 1

2n
für alle n ≥ 2.



Die Reihe
∞∑
n=1

1
2n ist konvergent (geometrische Reihe!), also ist nach dem Majorantenkriterium

2.11 dann auch die Reihe
∞∑
n=1

1

(pn+1 − pn)n

konvergent.


