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1. a) Die Aussage (1) ist i.a. falsch, denn wéhle z.B.
1 1

ak:% und bk:—%, keN,
oo oo
so sind die Reihen ) ar und > by beide divergent, weil die harmonische Reihe divergiert.
. B=1 k=l .
Die Reihe Y (ar + b)) = > (1 — ) = > 0 ist jedoch trivialerweise konvergent.
k=1 k=1 k=1

Die Aussage (2) ist i.a. falsch, denn wéhle z.B.

1
ak:E,kEN, und A =0,
so ist die Reihe ) aj divergent (harmonische Reihe!), die Reihe ) (Aag) = > 0 ist jedoch
k=1 k=1 k=1

trivialerweise konvergent.

b) Die korrekten Aussagen sind

Zak divergent A Zbk konvergent — Z(ak—i-bk) divergent  (+)
k k

k
Z ay, divergent A AeR\{0} = Z()\ak) divergent (++)
k k

Beweis zu (+):

Annahme: ) (ar+by) ist konvergent. Nach den Rechenregln fiir konvergente Reihen 2.7 ist mit
k

> by konvergent, auch Y (—bg) konvergent, und demnach auch die Reihe > (ay + by — bg) =

k k k

> ay konvergent, ein Widerspruch zur Voraussetzung.
k

Beweis zu (++):
Annahme: > (Aay) ist konvergent. Nach den Rechenregln fiir konvergente Reihen 2.7 ist dann
k

auch die Reihe 3° +(Aax) = Y- aj konvergent, ein Widerspruch zur Voraussetzung.
k k

o0 o0
c) Seiap = % und by, = —k%, k € N. Dann ist die Reihe ) ax = > % divergent und die Reihe
k=1 k=1
o0

Shh=Y (- ]?12) konvergent. Nach (+) ist dann die Reihe
k=1 k=1

S wn =3 (3~ )

oo
k=1 k=1

divergent.



a) Fiir allen € Ny ist 2n+1 > 0 und es gilt fiir n > 1

1 1 1
2n+ 1 = Int+n  3n =0
LN
<n
o0 (&)
Die Reihe > - 3, ist divergent, da die harmonische Reihe ) - 1" divergiert. Nach dem Mino-
n=1 n=1

rantenkriterium 2,13 ist dann auch die Reihe Z o] +1 divergent, und damit auch Z T T
n=1 n=0

divergent
b) Fiir alle n € Ny ist n2+320und2n5—n2+1>0undesgilt firn>1

<3n?
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0< = < = —< —
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Die Reihe ) % ist konvergent, da die Reihe ) % konvergiert. Nach dem Majorantenkri-
n=1 n=1

o0
- : R n?+3 n243
terium 2.11 ist dann auch die Reihe ) Tt T konvergent, und damit auch § pT
n=

n=0

ALTERNATIV geht es auch mit der Methode ,, Ausklammern*:

Es ist
43 1+ 3)
0= 5 2 ‘ - ‘ 1 1 ‘
2n° —n=+1 n5(2—$+$)
1 1+ 35 1 1
=" 1”21 < 51 = — firfastalle neN.
n 2 — 3+ 5 n n
—_——
1
2
[e.9]
Die Reihe 3 ist konvergent nach 2.20b). Nach dem Majorantenkriterium 2.11 ist dann
n=1

auch die Reihe Z T jfbg’ -~ konvergent.

c) Fir alle n € Ny ist 4" > 0 und 2" 4 3" > 0 und es gilt fiir n € Ny

4n 4n 4n 1 /4\n
2" 131 3ni3n 2.3 _§(§> =0
=~
<3"
s n s n
Die Reihe ) %(%) ist divergent, da die geometrische Reihe (%) wegen % > 1 divergiert.
n=0 n=0
o0
Nach dem Minorantenkriterium 2.13 ist dann auch die Reihe % divergent.
n=0
[e.9]
1 n—1
d) Fiir die Reihe Z(—l)"an mit a, = (n—"nn) > 0 fiir alle n € N gilt:

n=1



o Wegen

n" n+1 Y n+1 n n—00
—— ,
—0 —e
ist (an)nen eine Nullfolge.
o Wegen
Ant1 (n+2)"-n" _((n+2)n)" n?+2n n<1
an,  (n+1)Ho(n+ 1)l (4120 \n242n+1/)

und damit a,41 < a, fiir alle n € N ist (a,)neny monoton fallend.

oo
1 n—1
Damit ist die Reihe Z(—l)” (nt+ "7 nach dem Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen
n=1
konvergent.
3n
a) Esist mit a, := " eN

. Vgt /) el Ll
Vlan| = = = —— = — — .
n-8  Yn-3Y8  Yn-8 noco 8
~—

—1

o 3n

Nach dem Wurzelkriterium 2.21 konvergiert die Reihe Z * —
n .

damit (absolut) fiir alle x € R
n=1

mit @ < 1, also fiir |z| < 2, und divergiert fiir alle € R mit @ > 1, also fiir |z] > 2. Das

Konvergenzverhalten fiir x = £2 ist gesondert zu untersuchen:

e Fiir x =2 ist

die harmonische Reihe, also divergent.

e Fiir x = —2 ist

die alternierende harmonische Reihe, welche nach dem Leibnizkriterium 2.15 konvergiert.

o 3n

T
Zusammenfassend ist also die Reihe Z

konvergent fiir z € [—2,2[ und divergent fiir

n=1

x €] — 00, —2[U[2,00].

> n
b) Fiir z = 0 ist die Reihe Z %x" offensichtlich (absolut) konvergent. Sei nun also x # 0.
n)!
n=0



n

(2n)!

Dann ist a,, := x" # 0 fiir alle n € N und

(7’L + 1)n+1 n+1
UE) el TR
Guii| _ @n+2)] ()™ @0 o]
an n" [ n" - (2n +2)! - |z|"
(2n)!
(n +1 )n (n+1) 2]
o . . "1:
n (2n+2)- (2n+1)
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Damit ist nach dem Quotientenkriterium 2.24 die Reihe Z @ )':c” auch fiir z # 0 (absolut)
n)!
n=0
konvergent.
o0 nn
Zusammenfassend ist also die Reihe Z @ )'x" (absolut) konvergent fiir alle z € R.
n)!
n=0

4. Wir verwenden die folgenden einfachen Tatsachen iiber Primzahlen:

(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen p; < py < p3 < ...
(2)  Esgilt p, > n fiir allen € N
(3) Esgilt ppy1 — pp > 2 fiir alle n > 2,

wobei (3) aus der Tatsache folgt, daf alle geraden natiirlichen Zahlen (aufler 2) keine Primzahlen

sind.

a) Wegen (1) ist die Folge der Primzahlen (py)nen (streng) monoton wachsend und bestimmt

c)

divergent gegen oo; also gilt pi — 0, und (2),en ist (streng) monoton fallend. Dann ist

n n—oo Pn
die Reihe
n=1 Pn
nach dem Leibniz-Kriterium 2.15 konvergent.
Es ist
1 @ 1
2 n
o0
Die Reihe ) n% ist konvergent (siehe 2.20b)), also ist nach dem Majorantenkriterium 2.11
n=1
dann auch die Reihe
=1
>
n:lpn
konvergent.
Es ist
1 31
0< < — firallen > 2.



o0
Die Reihe 2% ist konvergent (geometrische Reihe!), also ist nach dem Majorantenkriterium
n=1
2.11 dann auch die Reihe
. 1
nz::l (pn+1 - pn)n

konvergent.



