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1. a) DieFolge (a,)nen ist nach Voraussetzung konvergent mit lim a,, = a. Damit konvergiert
n—oo

auch die (lediglich um einen Index verschobene) Folge (a,,+1)neny mit lim a, 1 = a. Mit
n—oo

Anwendung der Rechenregel 1.23 iiber konvergente Folgen ergibt sich

1 1 1
lim b, = lim = (a, + aps1) = = <lim a, + lim an+1> =—(a+a)=a.
n—o00 n—oo 2 2 \n—oco n—o00 2
[ Alternativ 148t sich auch direkt mit Hilfe der Definition argumentieren: da die Folge
(an)nen gegen a € R konvergiert, gibt es zu jedem & > 0 ein ng € N mit |a, —a| < ¢
fiir alle n > ng; damit folgt fiir alle n > ng

1
=5 |(an + ant1) — 2a| =

1
b, —a| = §(an+an+1)—a 5

:1.|<an—a)+(an+1—a)| <

5 -(|an—a|+|an+1—a|)<€,

——— N——
<e <e

N | —

und damit konvergiert die Folge (b,)nen gegen a € R.]

b) Die Folge (a,)nen mit a, = (—1)" fiir alle n € N ist nicht konvergent; die zugehorige
Folge (b,)nen ist jedoch wegen

b= 3 (an + o) = 5 (1) + (1) = S8

fiir alle n € N die konstante Nullfolge und damit insbesondere konvergent.

c) Die Folge (b,)nen ist nach Voraussetzung konvergent, insbesondere (nach oben) be-
schrankt, es gibt also ein M € R mit b, < M fiir alle n € N. Da die Folge (a,,),en nach
Voraussetzung monoton wachsend ist, gilt a,, < a,,1 und folglich

1
Mzbnzﬁ(an+an+l)2 (an+an):an

N | —

fir alle n € N. Damit ist auch die Folge (a,)nen nach oben beschriankt, demnach als
monoton wachsende Folge beschrinkt und nach Satz 1.25 konvergent.

2. (Lf. meint — stets — )

n—oo



Diese Behauptung ist FALSCH! Fiir z.B.

1 1
Ty = ) Yn = —, TLEN,
2n n

ist x, # y, fir allen € N, x, — 0,4, — 0, und nach 1.32 a) und b) aber auch

, ( 1 )i 1 1 1 N
€T — _— = _— = = _— .

" 2n 2n 2n V2 n 1-1
Diese Behauptung ist RICHTIG! Fiir z.B.

1
Tn = =, Yn = —, TLEN,
2n n

ist z, — 0,y, — 0 und es ist

1 1 1 1 1
i = | — = {/— = = - — -
on 2

3=

n

Diese Behauptung ist RICHTIG! Fiir z.B.

1 1
Tp = —, Yn = —, neNa
n

nn
ist x, — 0,7, — 0 und es ist
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Diese Behauptung ist FALSCH! Da x,, — 0 und y,, — 0, gibt es ny € N, so dafl
fiir alle n > ng gilt (mit x,,,y, > 0 nach Voraussetzung)

O<z,<1 und O<y,<]I1.

Dann ist fiir n > ny mit y,, = % nach (1.33)

0<alm = m™/akn < W1=1.

i <1kn=1

Also ist (x%”)nZn

Diese Behauptung ist RICHTIG! Fiir z.B.

. beschrankt, auch damit auch (m%”)n oy beschrénkt.

, néeN,

S|

1 ’ yn:

1 ..
o= Lo fiir n gerade
n - ..
fiir n ungerade

3n

ist z, — 0,y, — 0 und es ist

Yn
a:n”—{

Damit ist (:U%")neN divergent.

, fiir n gerade

, fiir n ungerade
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Esist firn € N

— C(Wnr2—yn)-(Wnr2+yn)  (Vnt2)?—(V/n)
0= vnt2=vn= \/WJF\/_ - \/n—+2+\/ﬁ

n+2-—n

S Vntz+vn W+f f+f f‘
Weil £+ — 0, gilt nach (1.27) dann auch \/Lﬁ — 0. Wir haben also
n—oo

n—oo

)

n n—oo

0<+vn+2 \/_<% — 0,

woraus nach dem Schrankenlemma 1.18 folgt

Vn+2—+vn — 0.

n—oo

[ Alternativer Beweis: Es ist

2 2
2 Tn Tn 0
Vn+ \/_ . = \/ﬁ = \/ﬁ —}—:O,
\/n—|—2+\/ﬁ nt2 | | 14241 V1I+0+1

unter Verwendung der Rechenregel 1.23 fiir konvergente Folgen, sowie 1.30.}

Wir zeigen lim /4" — 2" = 4.
n—oo
Es gilt

o on \"
VAT on = ,”/471(1—4—) = V1= =4 {1- (§> s 41=4,
n n n—oo

wobei noch z.z. ist, daf§ {/1 — <l> — 1. Dies folgt aus dem Schrankenlemma 1.18

2 n—oo

1\ 1 1
1= V1> "1—(—) >§/1——:”— — 1,
\/__\/ 2/ = 2 2 n—oo

wobei wir die fiir alle n € N giiltige Ungleichung § > (%) , (1.33) und 1.32a) verwendet

haben.
[ Alternativer Beweis: Man zeigt leicht, dal 2" < %4” fiir alle n € N (1), woraus

wegen

1 1
47— 2" >4 — 4" = 4"
> 5 54 nel,

folgt. Dann folgt mit (1.33) und 1.32a) wegen

4= V4 > 4”—2”>\/—4" \/> \/>4—>1-4:4
n—oo

wie oben aus dem Schrankenlemma 1.18 die Behauptung.}



4. Fir die durch 5
z;=1 und Tpi1 =14+ — fliralleneN

Tn
rekursiv definierte Folge (z,)nen gilt
5 11 21 43
5(11:]., x2:3a Z’gzg, x4237 I5:ﬁa xﬁzﬁa"'
Sie besitzt daher die Teilfolgen
_ _ 5 21
($2k’+1)keN0 - (1‘1, x3,Ts, .. ) — (17 3 110 )
und
_ _ 1 43
(m2k>k€N = (1'2, Ta,Tgy . ) = (3, B 910 - )

Wir zeigen zunédchst 1 <z, <3 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

Induktionsanfang: n =1 klar, daz; =1 € [1, 3]

Induktionsschluf: ,n — n+1¢: Sei n > 1 und gelte x,, € [1,3]; z.z. ist x,.1 € [1,3].
Esist 1 < z,, <3 und damit

\)

1 1 2 2 2
R S T i G S T}

a) Wir zeigen zopi1 < xorys fiir alle & € Ny mit vollstdndiger Induktion:

Induktionsanfang: k=0 klar,daz; =1< % = I3
Induktionsschlul: |k — &+ 1“: Sei & > 0 und gelte zop11 < Topys;
7.7. ist Tok+3 S Tok+5-

Es ist
2 2
Topy1 < Togqs — > —
z2k+1>0 Togy1  T2k+3
2 2
1+ > 1+ = Topt+2 = Togta — <
Tok+1 T2k43 Top+4>0 Topyo T2k+4
=T2k+2 =T2k+4

<1+
332k:+2/ ‘ Lok+4

' '

=T2k+3 =Z2k+5

— 1+

= Tokt3 < Togts

Damit ist die zunéchst Teilfolge (x%ﬂ)keNo monoton wachsend. Fiir alle £ € N gilt
also xor_1 < Topi1, woraus sich

2 2

> und damit w9, = 1+ >1+

Tok—1 Tok+1 Tok—1 Tok+1

= T2k+2

ergibt; folglich ist dann die Teilfolge (24), .y monoton fallend.

b) Die Teilfolge (72x41)cy, ISt geméf a) monoton wachsend und geméf den einleitenden
Bemerkungen (durch 1 nach unten und 3 nach oben) beschriankt, also konvergent, und
besitzt daher einen Grenzwert a = klim Zogs1, fir den ebenfalls 1 < a < 3 gilt. Natiirlich

—00

gilt auch lim wop,3 = a. Wegen
k—o00

2 2 20941 3Topy1 +2

O 14 -
2t Tok+2 2 Togs1 +2 Top41 + 2




fiir alle £ € N ergibt sich

. . 3 Tok+1 + 2 3a-+2
a = lim x93 = lim =
k—oco k=00 Topy1 + 2 a—+2

und damit
ala+2)=3a+2, also a*—a—2=(a+1)-(a—2)=0,
woraus sich
a=-1 oder a=2

ergibt. Wegen 1 < a < 3 ist dann a = 2.

Des weiteren ist die Teilfolge (z91),cy geméf a) monoton fallend und beschrénkt, also
konvergent, und mit denselben Uberlegungen wie eben ergibt sich fiir den Grenzwert
b = lim 9, dann ebenfalls

Damit konvergiert nach 1.34 auch die gesamte Folge (x,)n,en gegen den Grenzwert
a=b=2.



