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1. a) Esgilt (Ausklammern der jeweils hochsten Potenz in Zahler und Nenner, Kiirzen und
Anwendung der Rechenregel 1.23 iiber konvergente Folgen)
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damit konvergiert die Folge (x,)nen gegen den Grenzwert a = 3.
a) Es ist (Anwendung der Rechenregel 1.23 {iber konvergente Folgen)
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damit konvergiert die Folge (x,)nen gegen den Grenzwert a = 16.

c¢) Die GauBformel fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen lautet (bitte merken!)
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Mit Anwendung der Rechenregel 1.23 iiber konvergente Folgen ergibt sich dann
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damit konvergiert die Folge (z,,).en gegen den Grenzwert a = %
d) Die Summenformel fiir eine geometrische Summe lautet (bitte merken!)
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Mit Anwendung der Rechenregel 1.23 iiber konvergente Folgen, sowie der Tatsache, dafl
" — 0 im Fall |¢| < 1, ergibt sich dann
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damit konvergiert die Folge (2,,)nen gegen den Grenzwert a = I
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2. Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der gegebenen Folge (a,,),en mit
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mit der folgenden Fallunterscheidung hinsichtlich des Parameters = € R\ {—1}.

e Fiir |[z] <1list lim 2" =0 und damit
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e Fiir |z| =1 ist wegen x # —1 nur x = 1 zu betrachten; wegen
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ist dann also  lim a, = 0.
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Fiir |z| > 1 kénnen wir
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und damit

In Aufgabe 1 auf Tut-Blatt 2 wurde schon gezeigt

e (Gp)nen, ist monoton fallend
e a, € [1,3] fur alle n € Ny

Damit ist (a,)nen, monoton und beschriankt, also nach Satz 1.25 konvergent gegen ein
a € R. Weil a,, € [1,3] fiir alle n € Ny, ist nach dem Vergleichslemma 1.19 dann auch
a € [1,3]. Es ist

lim a, =a und natiirlich auch lim a,,1 = a.
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Mit Anwendung der Rechenregel 1.23 iiber konvergente Folgen erhélt man dann
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woraus sich
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und damit a = 1 oder a = 3 ergibt; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung
hinsichtlich des Startwertes ag € [1, 3]



4.

e Fiir ag € [1,3[ gilt, weil (a,)nen, monoton fallend, dal a, < ag < 3, also auch
a < ag < 3 und damit a = 1.

e Firag=3ista; = }1-32+% = %—l—% = 3 und analog a,, = 3 fiir alle n € Ny; damit
ist (an)nen, eine konstante Folge mit Grenzwert a = 3.

b) In Aufgabe 1 auf Tut-Blatt 1 wurde schon gezeigt

e  (Gp)nen, ist monoton wachsend,
so daf} wir fiir die Anwendung von Satz 1.25 nur noch die Beschranktheit der Folge
(@n)nen, (nach oben) nachweisen miissen. Wir zeigen:

Fiir alle n € Ny ist  a, € [0,1]

durch vollstdndige Induktion.

Induktionsanfang: n =0 klar, da ag € [0, 1]
Induktionsschlufl: |n — n+1“ Sein > 0 und gelte a, € [0,1];  z.z. ist a,11 € [0,1].

Es ist a, € [0,1], also 0 < a,, < 1, woraus a? < a,, und damit

an+1:ai—an+1§an—an+1:1

folgt; aufgrund der Monotonie gilt ferner 0 < a,, < a,1, woraus insge-
samt a,.1 € [0, 1] folgt.

Damit ist (ay,)nen, monoton und beschriankt, also nach Satz 1.25 konvergent gegen ein
a € R. Weil a,, € [0,1] fiir alle n € Ny, ist nach dem Vergleichslemma 1.19 dann auch
a € [0,1]. Es ist

lim a, =a und natiirlich auch lim a,,1 = a.
n—oo n—oo

Mit Anwendung der Rechenregel 1.23 iiber konvergente Folgen erhélt man dann

2
a= lim a,,; = lim (ai—an—l—l) = ( lim an> —lima,+1=a*>—a+1,
n—oo n—oo n—o0 n—oo

folglich
0=(a>—a+1)—a=a*>—-2a+1=(a— 1)

also a — 1 = 0 und damit a = 1.
Damit konvergiert die Folge (a,)nen, gegen 1.
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b)

Beim Ubergang von z, zu x,,; fillt also immer ein Stammbruch weg, dafiir kommen
zwei neue Stammbriiche dazu. Da
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vermuten wir, dafl die Folge (x,,)n,en monoton fallend ist. In der Tat, fir alle n € N gilt

1 1 1 1

Tt = In = ntl T T i T
1 1 1
n n+1 2n
1 1 1 1 1 1 1 1
g ——<— ———:———:0,
2n+1 2n+2 n = 2n 2n n n o n
——
<om <om

damit ist die Folge (x,),>1 monoton fallend.

Offensichtlich ist 0 < x,, fiir alle n € N. Da (z,,)n,eny monoton fallend ist, gilt dann also

3
ngn§x1:§ fir alle n € N.
Damit ist (z,)neny beschrénkt. Zusammen mit der bereits in b) gezeigten Monotonie
folgt nach Satz 1.25, daB (x,)nen konvergent ist. Den Grenzwert a bekommen wir mit
1.25 jedoch nicht heraus; wir werden erst sehr viel spéter zeigen kénnen, dafl a = In 2.

Die Situation von 1.23 a) ist hier nicht gegeben. Zwar gilt 1.23 a) natiirlich auch, wenn
sich x,, als Summe — statt von 2 — auch von 3,4,... allgemein &£ Summanden schreiben
148t, entscheidend ist aber, dafl die Anzahl £ der Summanden fest ist und nicht von n
abhéingt, wie es in diesem Beispiel der Fall ist:
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liefle sich — bei festem k € N — also 1.23 a) problemlos anwenden, und es wére y,, — 0;
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nicht aber auf
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