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1. a) Sei a0 ∈ [1, 3]. Wir zeigen die Aussage

∀ n ∈ N0 an ∈ [1, 3]

durch vollständige Induktion:
Induktionsanfang: n = 0 klar, da a0 ∈ [1, 3]
Induktionsschluß:

”
n → n+1“: Sei n ≥ 0 und gelte an ∈ [1, 3]; z.z. ist an+1 ∈ [1, 3].

Es ist

an+1 =
1

4
a2n +

3

4
≤ 9

4
+

3

4
= 3 da an ≤ 3,

und,

an+1 =
1

4
a2n +

3

4
≥ 1

4
+

3

4
= 1 da an ≥ 1,

also insgesamt an+1 ∈ [1, 3].

b) Wir zeigen, daß an+1 − an ≤ 0 ∀n ∈ N0.
Es ist für n ∈ N0

an+1 − an =
1

4
a2n − an +

3

4
= 4 (a2n − 4 an + 3)

= 4 · (an − 1︸ ︷︷ ︸
≥0

) · (an − 3︸ ︷︷ ︸
≤0

) ≤ 0,

da 1 ≤ an ≤ 3. Also gilt an+1 ≤ an.

Nun gilt im Fall a0 = 1, daß 1 = a0 = a1 = a2 = a3 = ... , und im Fall a0 = 3, daß
3 = a0 = a1 = a2 = a3 = ... . Also ist bei diesen Startwerten die Folge (an)n∈N0 konstant
und damit nicht streng monoton fallend.
Im Fall a0 ∈]1, 3[ zeigt man durch vollständige Induktion wie in a), daß dann auch
an ∈]1, 3[ für alle n ∈ N0. Damit ergibt sich für n ∈ N0

an+1 − an =
1

4
a2n − an +

3

4
= 4 (a2n − 4 an + 3)

= 4 · (an − 1︸ ︷︷ ︸
>0

) · (an − 3︸ ︷︷ ︸
<0

) < 0,

da 1 < an < 3. Also gilt an+1 < anund die Folge (an)n∈N0 ist streng monoton fallend.



2. a) Wir zeigen die Behauptung mit vollständiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 2: Für n = 2 erhält man die richtige Gleichung

a2 =
2∏

k=2

k2

k2−1
= 22

22−1
= 4

3
= 2·2

2+1
.

√

Induktionsschluß:
”
n → n+ 1“: Sei n ≥ 2 und gelte an = 2n

n+1
;

z.z. ist an+1 =
2(n+1)
n+2

.

Es ist

an+1 =
n+1∏
k=2

k2

k2 − 1
=

( n∏
k=2

k2

k2 − 1︸ ︷︷ ︸
an

)
· (n+ 1)2

(n+ 1)2 − 1

=
2n

n+ 1
· (n+ 1)2

(n+ 1)2 − 1
=

2n(n+ 1)

n2 + 2n+ 1− 1

=
2n(n+ 1)

n2 + 2n
=

2n(n+ 1)

n(n+ 2)

=
2(n+ 1)

n+ 2
,

also ist die Induktionsbehauptung gezeigt.

b) Sei ε > 0. Wähle n0 ∈ N so, daß n0 > 2
ε
(möglich aufgrund des Archimedischen

Axioms!).
Dann gilt für alle n ≥ n0 (unter Verwendung des Ergebnisses aus a))

|an − 2| =
∣∣∣ 2n

n+ 1
− 2

∣∣∣ = ∣∣∣2n− 2(n+ 1)

n+ 1

∣∣∣ = ∣∣∣ −2

n+ 1

∣∣∣ = 2

n+ 1
≤ 2

n
≤ 2

n0

<
2
2
ε

= ε.
√

3. Zunächst bemerken wir, daß für alle n ∈ N gilt

n3 − n+ 1 = n · (n2 − 1︸ ︷︷ ︸
≥0

) + 1 ≥ 1 > 0, (1)

und für n ≥ 2 gilt sogar

n3 − n+ 1 = n · (n2 − 1︸ ︷︷ ︸
>0

) + 1 > 1, also n3 − n > 0. (2)

Ferner verwenden wir im Anschluß, daß für alle n ≥ 2 gilt

n2 − 1 ≥ 1

2
n2, (3)

denn es ist für n ∈ N

n2 − 1 ≥ 1

2
n2 ⇐⇒ 1

2
n2 ≥ 1 ⇐⇒ n2 ≥ 2 ⇐⇒ n ≥ 2.

Sei ε = 0.001. Wähle nun n0 ∈ N so, daß n0 > 4
ε
= 4000, also z.B. n0 = 4001 (diese Wahl

von n0 erschließt sich erst durch die folgende Rechnung).



Dann ist für alle n ≥ n0

|xn − 2| =
∣∣∣∣2n3 + (−1)n · 2

n3 − n+ 1
− 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2n3 + (−1)n · 2− 2n3 + 2n− 2

n3 − n+ 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2n+ (−1)n · 2− 2

n3 − n+ 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2(n+ (−1)n − 1)

n3 − n+ 1

∣∣∣∣
(1)
=

n≥n0≥2

2(n+ (−1)n − 1)

n3 − n+ 1
≤ 2n

n3 − n+ 1
(2)

≤
n≥n0≥2

2n

n3 − n
=

2

n2 − 1
(3)

≤
n≥n0≥2

4

n2
≤ 4

n
≤ 4

n0

< ε = 0.001.

4. a) Student Rainer Wahnsinn hat (unzulässigerweise) die Quantoren ∀ und ∃ vertauscht.
(∗) ist auch nicht die Negation von xn −→

n→∞
a, denn diese lautet

∃ ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n ≥ n0 : |xn − a| ≥ ε .

b) zu i): Da für alle n ∈ N gilt

0 ≤ xn = 1 +
1

n
≤ 2,

gilt also |xn| < 3 für alle n ∈ N; die Bedingung (∗) ist demnach trivialerweise erfüllt,
wir können z.B. ε = 3 und n = n0 wählen. Also konvergiert die Folge (xn)n∈N mit
xn = 1 + 1

n
nach Student Rainer Wahnsinns Definition gegen 0.

zu ii): Da für alle n ∈ N gilt

|xn| = |(−1)n| = 1 < 2,

ist die Bedingung (∗) demnach trivialerweise erfüllt, wir können z.B. ε = 2 und n =
n0 wählen. Also konvergiert die Folge (xn)n∈N mit xn = (−1)n nach Student Rainer
Wahnsinns Definition gegen 0.

zu iii): Hier ist (∗) falsch, die Folge (xn)n∈N mit xn = n konvergiert nach Student
Rainer Wahnsinns Definition nicht gegen 0, denn:

Annahme: (∗) gilt, d.h. es gibt ε > 0, so daß

∀n0 ∈ N ∃n ≥ n0 : |xn| < ε.

Sei n0 ∈ N, n0 > ε. Dann existiert demnach ein n ∈ N, n ≥ n0 mit

|xn| = |n| = n < ε,

ein Widerspruch zu n ≥ n0 > ε.

c) Die Aussage in c) ist falsch! Wir betrachten als Gegenbeispiel die Folge (xn)n∈N mit

xn =

{
0 , für n ungerade

n , für n gerade
,

also (xn)n∈N =
(
0, 2, 0, 4, 0, 6, 0, 8, 0, 10, 0, 12, ...

)
. Diese Folge ist nicht beschränkt, aber

(∗) ist erfüllt für a = 0, z.B. mit der Wahl von ε = 1 und n = n0 für ungerades n0 und
n = n0 + 1 für gerades n0.


