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1. a) Bei der Funktion h hat Student Rainer Wahnsinn die Produktregel falsch angewendet. Sie
lautet für h(x) = f(x) · g(x) NICHT h′(x) = f ′(x) · g′(x), sondern korrekt

h′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x).

Damit ergibt sich damit für f(x) = x3 und g(x) = sinx

h′(x) = 3x2 · sinx+ x3 · cosx.

Bei der Funktion k hat Student Rainer Wahnsinn statt mit
”
·“ mit

”
+“ nachdifferenziert

(schwerer Fehler!). Die Kettenregel lautet für h(x) = f(g(x)) NICHT h′(x) = f ′(g(x))+g′(x),
sondern korrekt

h′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).

Damit ergibt sich damit für f(x) = cosx und g(x) = x4 korrekt

h′(x) = − sin(x4) · 4x3.

b) i) f ist als Summe, Produkt und Komposition differenzierbarer Funktionen wieder differen-
zierbar (ausführlicher: Die Funktionen x 7−→ x, x 7−→ sinx und x 7−→ ex sind differen-
zierbar, also ist nach 5.8 auch die Komposition x 7−→ sin(ex) differenzierbar und nach
5.7 dann auch x 7−→ x2 und x 7−→ x2 + sin(ex) )

Mit den Ableitungsregeln 5.7 und 5.8 ergibt sich dann

f ′(x) = 2x+ cos(ex) · ex.

ii) f ist als Komposition, Produkt und Summe differenzierbarer Funktionen wieder diffe-
renzierbar (ausführlicher: Die Funktionen x 7−→ x, x 7−→

√
x, x > 0, sind differenzierbar,

dann auch x 7−→ x2 und x 7−→ x2 + 1 und x 7−→
√
x2 + 1 (wegen x2 + 1 > 0), und dann

auch x 7−→ x2 +
√

x2 + 1︸ ︷︷ ︸
>0

und damit schließlich auch x 7−→
√
x2 +

√
x2 + 1 )

Mit den Ableitungsregeln 5.7 und 5.8 ergibt sich dann

f ′(x) =
1

2
√

x2 +
√
x2 + 1

·
(
2x+

1

2
√
x2 + 1

· 2x
)
.

iii) f ist als Summe, Quotient, Vielfaches und Komposition differenzierbarer Funktionen
wieder differenzierbar mit

f ′(x) =
− sinx · sinx− cosx · cosx

sin2 x
+

1

2
√
2x

· 2 = − 1

sin2 x
+

1√
2x

.



iv) f ist als Quotient, Produkt und Komposition differenzierbarer Funktionen wieder diffe-
renzierbar mit

f ′(x) =
(2 sinx cosx cosx+ sin2 x · (− sinx)) · x2 − sin2 x cosx · 2x

x4
.

iv) f ist als Komposition und Summe differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar
mit

f ′(x) =
1

ln(ex + 1)
· 1

ex + 1
· ex.

2. a) Die Reihendarstellung von sinx lautet

sinx =

∞∑
k=0

(−1)k · x2k+1

2k + 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+−... ,

also ist für |x| ≤ 1
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x
− 1
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+ ...
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|x|≤1
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1
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1
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1
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1
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)
= |x| · e −→

x→0
0.

Also gilt
sinx

x
− 1 −→

x→0
0, also lim

x→0

sinx

x
= 1.

Die Reihendarstellung von cosx lautet

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k · x2k

2k)!
= 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+−... ,

also ist für |x| ≤ 1

0 ≤
∣∣∣cosx− 1

x
− 0

∣∣∣ = ∣∣∣cosx− 1

x
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= |x| · e −→

x→0
0.

Also gilt
cosx− 1

x
− 1 −→

x→0
0, also lim

x→0

cosx− 1

x
= 0.



b) Nach dem Additionstheorem des Sinus (4.16 b) i) ) ist für x, h ∈ R

sin(x+ h) = sinx · cosh+ cosx · sinh,

also für h ̸= 0

sin(x+ h)− sinx

h
=

sinx · cosh+ cosx · sinh− sinx

h

=
sinx

(
cosh− 1

)
+ cosx · sinh

h

= sinx · cosh− 1

h︸ ︷︷ ︸
→0

+cosx · sinh
h︸ ︷︷ ︸
→1

a)−→
h→0

0 + cosx · 1 = cosx,

also gilt

lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= cosx für alle x ∈ R,

d.h. sin ist differenzierbar in x ∈ R mit sin′(x) = cos(x).

3. a) siehe Skizze!

b) Für alle x ∈]− 1, 1[ ist nach Definition von f

0 ≤ f(x) ≤ |x| −→
x→0

0,

also gilt lim
x→0

f(x) = 0 = f(0). Damit ist f stetig in a = 0.

c) Die Funktion f ist nicht differenzierbar in a = 0, da lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 nicht existiert! Denn z.B.

für die Folge (xn)n≥2 mit xn = 1
n gilt xn −→

n→∞
0 und

lim
n→∞

f(xn)− f(0)

xn − 0
= lim

n→∞

f(xn)

xn
= lim

n→∞

f( 1n)
1
n

= lim
n→∞

1
n
1
n

= 1,

während z.B. für die Folge (yn)n≥2 mit yn = − 1
n gilt yn −→

n→∞
0 und

lim
n→∞

f(yn)− f(0)

yn − 0
= lim

n→∞

f(yn)

yn
= lim

n→∞

f(− 1
n)

− 1
n

= lim
n→∞

1
n

− 1
n

= −1.

4. Die Funktion f ist als Quotient differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar (ausführlicher:
Die Funktionen x 7−→ x und x 7−→ sinx sind differenzierbar, dann auch x 7−→ x2 und x 7−→ x2 +1
und x 7−→ sinx

x2+1
= f(x)) mit

f ′(x) =
cosx · (x2 + 1)− sinx · 2x

(x2 + 1)2
=

cosx

x2 + 1
− sinx · 2x

(x2 + 1)2
.

Wegen

lim
x→∞

f ′(x) = lim
x→∞

(
cosx︸ ︷︷ ︸
∈[−1,1]

· 1

x2 + 1︸ ︷︷ ︸
→0

− sinx︸︷︷︸
∈[−1,1]

· 2x

(x2 + 1)2︸ ︷︷ ︸
→0

)
= 0− 0 = 0

gibt es b ∈ R, b > 0, mit f ′(b) < 1
3 .

Ferner ist f ′(0) = 1 > 1
3 . Da f ′ stetig, ist auch die Einschränkung f ′|[0,b] stetig und es gilt f ′|[0,b](0) =

1 > 1
3 > f ′|[0,b](b). Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein x0 ∈]0, b[ mit

f ′(x0) = f ′|[0,b](x0) =
1

3
.

damit hat die Tangente an Gf in x = 1
3 , also beim Punkt (x0, f(x0)), die Steigung 1

3 .


