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1. a) Da der Wertebereich von arcsin das Intervall [—%, 2] ist, ist also arcsin(sin 27) = X wegen
%r > 5 ganz unmdoglich. Die Gleichung

arcsin(sinz) = «

gilt nur fiir z € [-F, 7).

Véllig in Ubereinstimmung mit der Theorie der Vorlesung gibt der Taschenrechner wegen

in (s ) = aesin ()
arcsin ( sin — ) = arcsin | -
6 2

also den Wert z € [—%, 2] an mit sin(z) = 3, und das ist eben = = 0.523598776... = T.
Die Gleichung sin(z) = & hat in [0, 27] genau 2 Losungen; eine davon ist 2 = &, die andere z =

-2
%’r erhilt man aufgrund der Tatsache, dafl der Graph der Sinusfunktion achsensymmetrisch
zur Gerade z = 7§ ist, was man auch rechnerisch mittels

sin (% + :c) = cos(x) = cos(—x) = sin (g - x)
bekommt. Alle 2 € R mit sin(z) = 3 sind dann, aufgrund der 27-Periodizitét der Sinusfunk-
tion,

m:%+2k7r, keZ ud  w=-g+2%km keL

b) Wir bestimmen zuerst alle Losungen y € R der Gleichung
1
Cosy = —.
V=3

Diese Gleichung hat in [—, 7] genau 2 Losungen, da cos ][,,,70] streng monoton wachsend mit
Wertebereich [—1, 1] und cos |j 5] streng monoton fallend mit Wertebereich ebenfalls [-1,1].
Damit hat die Gleichung genau eine Lésung in |0, 7], ndmlich y = § und genau eine Losung
in | — 7, 0[, ndmlich y = —% (wegen cosy = cos(—y)).

Alle y € R mit cos(y) = % sind dann, aufgrund der 27-Periodizitéit der Cosinusfunktion,

y:g+2lm, kel und yz—g+2k7r, keZ.

Damit sind alle z € R mit cos(2z + 1) = 1 dann z = £(y — 1), also

xz%(%—i—?km—l), kelZ und mz%(—g—i—Qkﬂ'—l), ke Z.



2. Sei D := {g—i-lm | ke Z}. Unter Verwendung der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus (siehe
4.16 b) i), ii) der Vorlesung) gilt fiir alle z,y € R\D mit z +y ¢ D:

sin(x +y) sinzcosy+ cosxsiny

tan(x +y) = = : :
( v) cos(x +y) cosxcosy —sinzsiny
B sinxcosy +cosrsiny  tanz +tany
298D cos gz cosy (1 _ s(l)réiig;z) 1 —tanztany

Damit ist das Additionstheorem des Tangens gezeigt.
3. Die gegebene Funktion
f:R—=R, =z exp(z®) +arctan(z) + 2% — 2

ist als Summe und Komposition von Polynomfunktionen, der Exponentialfunktion und des Arcu-
stangens selbst stetig; ferner ist

£(0) = exp(0®) + arctan0+0? —2=14+0+0—-2=—-1<0.

Wegen

2
+ x° -2 — +oo
~~ T——00
—+00

f(z) = exp(2®) + arctan(z)
—_—— —

—0 ——

vl

gibt es ein a < 0 mit f(a) > 0. Die stetige Funktion flj, o besitzt nach dem Nullstellensatz
mindestens eine Nullstelle &; € ]a, 0], es gilt also f(&1) = 0.
Wegen
_ 3 2
f(x) = exp(z”) + arctan(z) + 2 oo OO

™ —+00
—+00 -3

gibt es ein b > 0 mit f(b) > 0. Die stetige Funktion f|[07b} besitzt nach dem Nullstellensatz
mindestens eine Nullstelle &, € ]0,b], es gilt also f(£2) = 0.
Insgesamt besitzt also f mindestens zwei Nullstellen, ndmlich & < 0 und & > 0.

4. Fiir a, b €]0, 1] ist die Gleichung
(%) a® +b" =1

zu betrachten; fiir alle x € |0, oo gilt
a"+b"=1 <<= a"+0"-1=0,
so daf} die Losungen der Gleichung (*) mit den Nullstellen der Funktion
f:]0,00[ =R, f(x)=0a"4+0b"—1,

tibereinstimmen.

Wegen a, b € 0, 1] fallen die Exponentialfunktionen = — a® und x — b* streng monoton; damit ist
auch f streng monoton fallend, besitzt also insbesondere héchstens eine Nullstelle.

Ferner ist f als Summe zweier Exponentialfunktionen und einer konstanten Funktion stetig, und
wegen 0 < a <1lund 0 <b<1 gilt

— z z —
—a%=1 —b0=1



und
_ T T 1.
—0 —0

damit gibt es ein v < 1 mit f() > 0 und ein f > 1 mit f(5) < 0. Nach dem Nullstellensatz hat
die stetige Funktion f|(, g dann mindestens eine Nullstelle in |, B[ C |0, co], es gilt also f(§) =0
fiir mindestens ein ¢ €]0, oo|.

Damit hat f genau eine Nullstelle, so dafl die Gleichung (x) eine eindeutig bestimmte Losung in
10, 00| besitzt.



