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1. a) Firn e Ny gilt
Tpy1 — Ty =22 — 2 +1 -2, =22 -2z, + 1= (1, - 1) >0,
woraus x,.1 > o, foglt. Also ist die Folge (z,)nen fiir jede Wahl des Startwerts zq = ¢
monoton wachsend.

b) Der folgende Schlufl ist i.a. falsch:

2

2
Tpn S Tppy = X, ST,

(dies wére korrekt, wenn man x, > 0 hétte, wovon man aber nicht ausgehen kann).

Ebenfalls falsch ist

2 2 2 2
L < Thn+t1 = T, — Tn < Tn+1 — Tn+l

(denn aus x, < x,,, folgt —z, > —x,.1, weshalb richtig wire

2 2 2 2
T < Lnt1 = T, — Tpyl < Lpt1 — l’n)

2. a) Seixy€]0,1]. Wir zeigen die Aussage
VneNy z,€]0,1]

durch vollstéandige Induktion:

Induktionsanfang: n =0 klar, da x¢ €]0, 1]

Induktionsschlufl: ,n — n+1% Sein > 0 und gelte 2, €]0,1[;  z.z. ist x,4 €]0,1[.
Es ist

2 2
Tpg1 =Ty —Tp +1>a, >0
>0

und, weil aus 0 < x,, < 1 stets 0 < 22 < x,, folgt, ist auch

Tpi1 = xi —r,+1l<x,—z,+1=1,
~—

<Tn

also insgesamt x,1 €]0, 1].
b) Fiir g > 1 ist aufgrund der in 1a) bewiesenen Monotonie

T, > 29 >1 firallen € N.

Fir o < 0 ist 1 = :vg —x9+1 > 1, so da}, wieder aufgrund der in la) bewiesenen
~ =

>0 >0
Monotonie,

Ty, > x; >1  furallen € N.



c)

Es gilt (vgl. Aufgabe 1a)) fur alle n € Ny

Tl —Tp = . = (0, = 1)2 >0 <= 1z, #1.
Nun ist nach a) und b) aber z,, # 1 bei allen Startwerten zy # 0,1, also ist fiir alle
Startwerte xy € R\{0, 1} die Folge (x,)nen, sogar streng monoton wachsend.

Firzo=0ist l =21 =29 =23 =..,und firzg=1ist l =xg =21 = 29 = 23 = ...,
so daB also genau bei den Startwerten zy = 0 und zy = 1 die Folge (x,)nen, zwar
monoton wachsend, jedoch nicht streng monoton wachsend ist.

3. Es gilt fiir alle n € Ny

also

und

ﬂ n—+1 |
Toyr DAl _ b b b
Ty, o b - (n+1)! n+1

Tpi1 > x, fir n4+1<b

Tpi1 < x, fir n+1>0.

Fiir alle b > 1 ist mit n = 0 stets n +1 =1 < b, also gilt stets 1 > x,
und firn >b—1ist  z,41 < z,. Also ist die Folge (z,,)nen, nicht monoton.

Sei no € N die kleinste natiirliche Zahl, fir die ng > b — 1 gilt. Dann ist (siche oben)

n b
Tntl _ <1 fir alle n > ng.
Ty n+1

Die Folge (2,,)n>n, ist also monoton fallend.

Wahr. Sind (z,)neny und (y,)nen beide monoton wachsend, so ist auch (z, + ¥n)nen
monoton wachsend, denn:
(T )neny monoton wachsend = Vn eN:x, <z,
(Yn)neny monoton wachsend = Vn eN:y, <y,
—Tn + Yn < Tni1 + Ynt1 Vn € N7

Falsch, was folgendes Gegenbeispiel zeigt: Sei
z, = (=1)", neN, Yo = (—1)"*"1 neN.

Dann ist x,, + y, = 0 fiir alle n € N, also ist die Folge (z,, + yn)neny monoton. Da aber
sowohl (x,,)nen also auch (y,)nen alternierende Folgen sind, kénnen sie nicht monoton
sein.

Falsch, was folgendes Gegenbeispiel zeigt: Sei
xz, = —1, n € N (konstante Folge) , Yo =mn, n € N,

(Zn)nen und (Y, )nen sind beide monoton wachsend, aber weil x,, - y, = —n fir n € N|
ist die Folge (z, - Yn)nen streng monoton fallend, also nicht monoton wachsend.



