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a) Fiir den Histogramm-Schiitzer f,(z) = L3 1y@)(X;) der Dichte f(z), mit
Ly (X;) = 1, falls 2 und X; in dem selben Intervall I; (= 0 sonst), rechnet man
[1;, j € 7, disjunkte Zerlegung von IR; fn( :) konstant auf jedem I;]
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b) Sei z € IR. Die 1;¢;)(X;), ¢ = 1,2,.. ., sind unabhéngig und identisch verteilt, jedes
X, mit Dichte f.
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c) Da die ]_[(m)(XZ'), i=1,2,..., unabhingig und B(l,ph(m))—verteilt sind, gilt
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Var(f ) = W-ph(x)-(l—ph(x)).

a) Wegen des MWS der Integralrechnung gibt es ein z;, € I(x) mit

B(w) = s [ SOd = s @] 1w0) = fe) — Se)

bei n — oo (also bei h — 0 bzw. x;, — x). Dabei haben wir die Stetigkeit von f
ausgeniitzt.

b) Sei xz;, € I(x). Wegen z;, — = (bei n — oo) und der Stetigkeit von f folgt



(i) f(zn) = f(x)+np, mit 5, — 0 (bei h — 0)
(i) pn(z) = mws hf(zn) — 0 (bei h — 0). Also

Var (7)) = s e me(e) - (1= mu(e) = (5 £@) + ) - (1 i)
= @)+ [ f@ )+ (- )] = @)+ O<n1h>

c) Wenn z der Mittelpunkt des Intervalls I(x) der Linge h ist, dann gilt f[ ) (t
w)dt =0 und [, (t—2)*dt = & h®. Also mittels Taylorentwicklung von f(¢) an
der Stelle
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= % B2f"(z) + o(h?)  [2* = 2*(¢) und 2™ € I(x), f"(z*) — f"(z) bei h — 0].

a) Fiir Y und f(X) aus Ly ist I; < oo. Ferner ist m € Ly, d. h. m(X) € L,. In
der Tat, aufgrund der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen gilt mit der

konvexen Funktion ¢(z) = 22

E(¢(m(X))) = per. E(S(E(Y]X))) < E(E(¢(Y)X)) = E(¢(Y)) < oo,

Letzteres, weil Y € Ls.

b) E(m(X)) = pey. E(E(Y|X)) = E(Y). Unter Verwendung der Ungleichung in
a) und der Verschiebungsformel erhalten wir fiir die Varianzen.

Var(m(X)) = E(m(X) — E(m(X)))" = 4o E(¢(m(X))) — (E(m(X)))’
< EB(G(Y)) - (B(Y))" = B(Y?) — (B(Y))” = Var(Y).
Genauer rechnet man: Var (m(X)) = Var(Y) — E( Var(Y]X)).

) I; = B(Y —m(X) +m(X) — f(X))? = B(Y —m(X))* + E(m(X) - f(X))* =
I, + B. Dabei verschwindet der gemischte Term wegen

E[(Y —m(X)) - (m(X) - f(X))] = B{B[(..)-(..)[X]}
= (m(X) - (X)) E[Y - m(X)|X] = 0.

Da B > 0, folgt I; > I, fiir alle f € L3, mit Gleicheitszeichen genau dann, wenn
B =0, also genau dann, wenn m(X) = f(X) P-fis (d. h. m = f Py-fs).

a) Ausgehend von Y1 =v+a-Y;+e4q, t € Ny, berechnet man fiir die Regressi-
onsfunktion m; im Fall (X,Y) = (Y, Y1)

Yii = B(Via|Y) = E(v+a-Yi+en|Vi) = v+a-Y,
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(also: my(y) = v+ ay), denn E(Y|Y;) =Y, E(e1]Y;) = E(err1) = 0, wegen der
Unabhéngigkeit von e, und Y;.

Fiir die Regressionsfunktion my im Fall (X,Y) = (Y}, Yi42) erhélt man, mit der Pro-
gnose }Afty] von eben

Yt,QE E(Yi42Y;) = IE(V+04'Y;5+1+€t+2‘Y;5) = V+04'§A/t,1 =v+av+a’y,

(also: my(y) = v +av + a?y), denn wiederum ist E(ey2|Y;) = [E(e40) = 0.
Rekursiv folgt Yy, = E(Y;]Y;) = v+ a- Y, 4, also

m(y) = v(1+a+..+a') +aly.

b) Wegen o'Y; — 0 (f. s., bei [ — oc) haben wir den f.s. Limes
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= p = E(Y;), fir alle t € IN.
-«

Y/t’l — v(l+tat+a®+..)=v

Weit ausgreifende Prognosen reproduzieren den Mittelwert der (bisher bekannten) Be-
oachtungen.



