
Mathematishes Institut der LMU SS 2008 (Prusha)Mathematishe Statistik 2, L�osungen, Blatt 933.a) F�ur den Histogramm-Sh�atzer f̂n(x) = 1nh Pni=1 1I(x)(Xi) der Dihte f(x), mit1I(x)(Xi) = 1, falls x und Xi in dem selben Intervall Ij (= 0 sonst), rehnet man[Ij, j 2 ZZ, disjunkte Zerlegung von IR; f̂n(x) konstant auf jedem Ij℄Z 1�1 f̂n(x) dx = Xj2ZZ ZIj f̂n(x) dx = Xj2ZZ jIjj � f̂n(x)jx2Ij= 1nh h nXi=1 Xj2ZZ 1Ij(Xi) = nhnh = 1 :Alternativ: Z 1�1 f̂n(x) dx = 1nh nXi=1 Z 1�1 1I(x)(Xi) dx= 1nh nXi=1 Z 1�1 1I(Xi)(x) dx = 1nh nXi=1 ZI(Xi) 1 dx = nhnh = 1 :b) Sei x 2 IR. Die 1I(x)(Xi), i = 1; 2; : : :, sind unabh�angig und identish verteilt, jedesXi mit Dihte f .IE�f̂n(x)� = 1nh nXi=1 IE�1I(x)(Xi)� = 1nh n ZI(x) f(t) dt = 1h ZI(x) f(t) dt � 1h ph(x) :f̂n(x) = 1h 1n nXi=1 1I(x)(Xi) �!GdgZ 1hIE�1I(x)(X1)� = 1h ZI(x) f(t) dt [IPf:s:℄ :) Da die 1I(x)(Xi), i = 1; 2; : : :, unabh�angig und B(1; ph(x))-verteilt sind, giltVar �f̂n(x)� = 1(nh)2 nXi=1 Var �1I(x)(Xi)� = 1nh2 � ph(x) � (1� ph(x)) :34.a) Wegen des MWS der Integralrehnung gibt es ein xh 2 I(x) mitIE�f̂n(x)� = 33b 1h ZI(x) f(t) dt = MWS 1h jI(x)j � f(xh) = f(xh) �! f(x)bei n ! 1 (also bei h ! 0 bzw. xh ! x). Dabei haben wir die Stetigkeit von fausgen�utzt.b) Sei xh 2 I(x). Wegen xh ! x (bei n!1) und der Stetigkeit von f folgt1



(i) f(xh) = f(x) + �h, mit �h ! 0 (bei h! 0)(ii) ph(x) = MWS h f(xh) �! 0 (bei h! 0). AlsoVar �f̂n(x)� = 33 1nh2 � ph(x) � (1� ph(x)) = � 1nh f(x) + 1nh �h� � (1� ph(x))= 1nh f(x) + 1nh �� f(x) ph(x) + �h (1� ph(x))� = 1nh f(x) + o� 1nh� :) Wenn x der Mittelpunkt des Intervalls I(x) der L�ange h ist, dann gilt RI(x)(t �x) dt = 0 und RI(x)(t � x)2 dt = 112 h3. Also mittels Taylorentwiklung von f(t) ander Stelle xIE�f̂n(x)�� f(x) =33b 1h ZI(x)[f(t)� f(x)℄dt =T:E: 1h ZI(x) �f 0(x) (t� x) + 12f 00(x�)(t� x)2� dt= MWS I 1h�0 + 12 f 00(x��) 112 h3� = 124 �h2f 00(x) + h2 �f 00(x��)� f 00(x)�℄= 124 h2f 00(x) + o(h2) [x� = x�(t) und x�� 2 I(x), f 00(x��)! f 00(x) bei h! 0℄.35.a) F�ur Y und f(X) aus L2 ist If < 1. Ferner ist m 2 LX2 , d. h. m(X) 2 L2. Inder Tat, aufgrund der Jensenshen Ungleihung f�ur bedingte Erwartungen gilt mit derkonvexen Funktion �(x) = x2IE��(m(X))� = Def: IE��(IE(Y jX))� � IE�IE(�(Y )jX)� = IE��(Y )� < 1 ;Letzteres, weil Y 2 L2.b) IE(m(X)) = Def: IE�IE(Y jX)� = IE(Y ). Unter Verwendung der Ungleihung ina) und der Vershiebungsformel erhalten wir f�ur die Varianzen.Var(m(X)) = IE�m(X)� IE(m(X))�2 = �=x2 IE��(m(X))�� �IE(m(X))�2� IE(�(Y ))� �IE(Y )�2 = IE(Y 2)� �IE(Y )�2 = Var(Y ) :Genauer rehnet man: Var �m(X)� = Var(Y )� IE�Var(Y jX)�.) If = IE�Y �m(X) +m(X)� f(X)�2 = IE�Y �m(X)�2 + IE�m(X)� f(X)�2 �Im +B. Dabei vershwindet der gemishte Term wegenIE�(Y �m(X)) � (m(X)� f(X))� = IE�IE�(:::) � (:::)jX�	= (m(X)� f(X)) � IE�Y �m(X)jX� = 0 :Da B � 0, folgt If � Im f�ur alle f 2 LX2 , mit Gleiheitszeihen genau dann, wennB = 0, also genau dann, wenn m(X) = f(X) IP-f.s (d. h. m = f IPX -f.s).36.a) Ausgehend von Yt+1 = � + � � Yt + et+1, t 2 IN0, berehnet man f�ur die Regressi-onsfunktion m1 im Fall (X; Y ) = (Yt; Yt+1)Ŷt;1 � IE(Yt+1jYt) = IE�� + � � Yt + et+1jYt� = � + � � Yt2



(also: m1(y) = � + � y), denn IE(YtjYt) = Yt, IE(et+1jYt) = IE(et+1) = 0, wegen derUnabh�angigkeit von et+1 und Yt.F�ur die Regressionsfunktion m2 im Fall (X; Y ) = (Yt; Yt+2) erh�alt man, mit der Pro-gnose Ŷt;1 von ebenŶt;2 � IE(Yt+2jYt) = IE�� + � � Yt+1 + et+2jYt� = � + � � Ŷt;1 = � + � � + �2 Yt(also: m2(y) = � + � � + �2 y), denn wiederum ist IE(et+2jYt) = IE(et+2) = 0.Rekursiv folgt Ŷt;l � IE(Yt+ljYt) = � + � � Ŷt;l�1, alsoml(y) = � �1 + � + : : :+ �l�1�+ �l y :b) Wegen �l Yt �! 0 (f. s., bei l!1) haben wir den f.s. LimesŶt;l �! � (1 + � + �2 + : : :) = � 11� � = � � IE(Yt) ; f�ur alle t 2 IN:Weit ausgreifende Prognosen reproduzieren den Mittelwert der (bisher bekannten) Be-oahtungen.
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