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3. STOCHASTISCHE PROZESSE 2933 Sto
hastis
he ProzesseUnser S
h�atz- und Test-theoretis
her Ansatz in V.3 und VI.4 ist allgemein genug,um parametris
he statistis
he Analysen in sto
hastis
hen Prozessen dur
hf�uhren zuk�onnen. In der Tat, wir haben zugelassen, dass die Zufallsvariablen X1; : : : ; XnAbh�angigkeiten aufweisen Allerdings bes
hr�anken wir uns hier auss
hlie�li
h aufden Fall des Liklihoods bzw. des Quasi-Likelihoods.3.1 Likelihood und S
orevektorSei f(x1; : : : ; xn; #) die gemeinsame Di
hte der X1; : : : ; Xn. Dann wird die bedingteDi
hte f(i�1)(xi; #) von Xi, gegeben X1; : : : ; Xi�1 gem�a� II 5.3 dur
hf(i�1)(xi; #) = f(x1; : : : ; xi; #)f(x1; : : : ; xi�1; #) [f(0)(x1; #) � f(x1; #)℄de�niert. Die Bezei
hnungen E (i�1);# , Var(i�1);#, V(i�1);# beziehen si
h dann aufdiese Di
hten, insbesondere gelten mit der Abk�urzung X(i�1) = (X1; : : : ; Xi�1) dieNotationenE (i�1);# (�) = E# ( � jX(i�1)); Var(i�1);# (�) = E# �( � � E (i�1);#(�))2jX(i�1)� :Wir f�uhren Vertaus
hbarkeitsbedingungen wie in V 1.1 ein, jetzt aber f�ur bedingteDi
hten formuliert (R � R1�1).dd# Z f(i�1)(x; #) dx = Z dd# f(i�1)(x; #) dx ; i = 1; 2; : : : : V (1)V (2) m�oge die glei
he Bedingung mit zweiten anstatt ersten Ableitungen bezei
hnen.Die linke Seite von V (1) und von V (2) ist glei
h Null. Die log-Likelihoodfunktion `n(#)einer Beoba
htung X1; : : : ; Xn lautet`n(#) = nXi=1 log f(i�1)(Xi; #) :Mit der Abk�urzungui(#) = dd# log f(i�1)(Xi; #) = dd#f(i�1)(Xi; #)f(i�1)(Xi; #) (3.1)l�a�t si
h der S
orevektor Un(#) = dd#`n(#) in der FormUn(#) = nXi=1 ui(#) (3.2)



294KAPITEL VIII. NICHTLINEARE MODELLE, STOCHASTISCHE PROZESSEs
hreiben. Unter der stills
hweigend gema
hten Voraussetzung, dass E# jui(#)j2 <1 f�ur alle i = 1; 2 : : : gilt, haben wir au
h E # jUn(#)j2 < 1 f�ur alle n = 1; 2 : : : .Der S
orevektor Un erweist si
h als ein Martingal, die ui's also als Martingaldi�erenz-Folge, denn es gilt dasLemma. Unter der Bedingung V (1) besitzt die Folge Un(#), n � 1, von Zufallsvek-toren die Martingaleigens
haftE (n�1);# Un(#) = Un�1(#) P# � f:s:; n = 2; 3; : : : : (3.3)Ferner gilt E# Un(#) = 0.Beweis. Aufgrund der Darstellung (3.2) ist (3.3) erf�ullt, fallsE (n�1);# ui(#) = ui(#) P# � f:s: f�ur i = 1; : : : ; n� 1E (n�1);# un(#) = 0 P# � f:s: f�ur n = 1; 2; : : : :W�ahrend die erste Glei
hung aus einer Eigens
haft der bedingten Erwartung folgt(f�ur i = 1; : : : ; n� 1 ist ui(#) messbare Funktion der X1; : : : ; Xn�1), ergibt si
h diezweite aus V (1), dennE (n�1);# un(#) = R � dd# log f(n�1)(x; #)� � f(n�1)(x; #) dx = R dd# f(n�1)(x; #) dx = 0.Ferner E # ui(#) = E #�E (i�1);# ui(#)� = 0 ; i = 1; 2; : : :, und deshalb �uber (3.2)au
h E # Un(#) = 0. 2Die d� d-Hessematrix von `n(#) istWn(#) = nXi=1 wi(#); wi(#) = d2d#d#> log f(i�1)(Xi; #) :Unter V (1) und V (2) re
hnet man �ahnli
h wie in V 1.1E (i�1);# wi(#) = �V(i�1);# �ui(#)� : (3.4)3.2 Quasi-Likelihood, Bedingung U*Au
h ohne explizite Kenntnis der bedingten Di
hten f(i�1) lassen si
h asymptoti-s
he Ergebnisse f�ur sto
hastis
he Prozesse gewinnen, wenn wir von einer estimationfun
tion Un(#) der Form (3.2) ausgehen, mit einer Martingaldi�erenz-Folge ui(#),i � 1, bez. Fi = �(X1; : : : ; Xi). Das f�uhrt zurDe�nition. Quasi-Likelihood (GEE-Typ): F�ur die estimation fun
tion Un(#) giltUn(#) = nXi=1 ui(#); ui(#) ist Fi-messbar, mit E(i�1);#(ui(#)) = 0: M*
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h 3.1 ist M* im Likelihood-Fall, d. h. wenn (3.1) zusammen mit der Vertaus
h-barkeitsbedingung V (1) gelten, erf�ullt.Wir stellen einige Bedingungen auf, die in Hinbli
k auf U*, das ist die Vertei-lungskonvergenz von �n � Un(#) gegen die Nd(0;�(#))-Verteilung, von Bedeutungsind. Dazu setzen wir {mit einer Folge �n, n � 1, von d� d-Diagonalmatrizen mitpositiven Diagonalelementen, die gegen Null konvergieren{ zur Abk�urzungLn(#; ") = nXi=1 E (i�1);#�1(j�nui(#)j > ") � j�nui(#)j2�Vn(#) = nXi=1 vi(#); vi(#) = V(i�1);# (ui(#)) [d� d-Matrizen℄.Wir formulieren nun f�ur jedes # 2 � und f�ur den Limes n!1Ln(#; ") P#�! 0 f�ur jedes " > 0 U1*�n � Vn(#) � �>n P#�! �(#) [positiv-de�nite, symm. d� d-Matrix℄ U2*Bemerkung. U1* ist eine bedingte Lindeberg-Bedingung, U2* stellt eine ergodis
heBedingung dar, Vn(#) hei�t au
h bedingte Fisher-Information(smatrix).Satz 1. Aus den Bedingungen M*, U1* und U2* folgt die Bedingung U*, das ist�n � Un(#) D#�! Nd(0;�(#)).Beweis. Mit der Festsetzung Yn;i(#) = �n � ui(#) bilden wir das Dreie
kss
hemaYn;1(#); : : : ; Yn;n(#); n = 1; 2; : : : :Wegen E (i�1);# Yn;i(#) = 0 gem�a� M* stellt es ein Martingaldi�erenz-S
hema darbez�ugli
h Fn;i � Fi = �(X1; : : : ; Xi). Es gilt dann�n � Un(#) = nXi=1 Yn;i(#)nXi=1 V(i�1);# (Yn;i(#)) = �n � Vn(#) � �>n :Im Fall d = 1 sagt U2* aus, dass [�(#) � �2(#) gesetzt℄nXi=1 Var(i�1);# (Yn;i(#)) P#�! �2(#) ;



296KAPITEL VIII. NICHTLINEARE MODELLE, STOCHASTISCHE PROZESSEdas ist (A 3.5), w�ahrend U1* dann (A 3.6) entspri
ht. Die Voraussetzungen desZGWS A 3.7 f�ur Martingaldi�erenz-S
hemata sind also erf�ullt, so dassnXi=1 Yn;i(#) D#�! N(0; �2(#)) :Im allgemeinen Fall d � 1 beweist man, dass f�ur alle Vektoren a 2 RdnXi=1 a> � Yn;i(#) D#�! a>Z; Z Nd(0;�(#))� verteilt;so dass Satz 1 aus A 3.4, das ist der Cram�er-Wold devi
e, die Behauptung liefert. 23.3 Autoregressiver Prozess AR(1)Als einfa
hes Beispiel f�ur einen sto
hastis
hen Prozess betra
hten wir den autore-gressiven Prozess der Ordnung 1 (kurz: AR(1)-Prozess) mit Erwartungswert 0. Erstin 3.4 werden wir einen Erwartungswert � ber�u
ksi
htigen.Modell. Unter einem AR(1)-Prozess verstehen wir eine Folge X0; X1; : : : vonZufallsvariablen, wel
he der Glei
hungXn = # �Xn�1 + en; n = 1; 2 : : : (3.5)gen�ugt. Dabei ist # 2 (�1; 1) unde1; e2; : : : ist eine Folge unabh., identis
h verteilter Zufallsvariablen mitE (en) = 0; Var(en) = �2e ; (3.6)en unabh�angig von X0; : : : ; Xn�1:Ein sol
her Prozess ist station�ar und hat die DarstellungXn = 1Xi=0 #i en�i; n = 1; 2 : : : : [L2{Limes℄.Es ergeben si
h f�ur n = 1; 2 : : : die folgenden unbedingten und bedingten MomenteE# (Xn) = 0; E# (XnjXn�1) = # �Xn�1Var#(Xn) � �2x = 1Xi=0 #2i �2e = 11� #2 �2e ; Var#(XnjXn�1) = �2e :Der Prozess Xn, n � 1, unterliegt den folgenden ergodis
hen Gesetzen (Gesetze dergro�en Zahlen):1n nXi=1 Xi P#�! E # (X1) = 0 ; (3.7)1n nXi=1 X2i P#�! E # (X21 ) = Var#(X1) � �2x ; (3.8)



3. STOCHASTISCHE PROZESSE 297vgl. S
hlittgen & Streitberg (1984, se
. 4.1); es gilt sogar die P# fast-si
here Konver-genz. In der Extremwerttheorie zeigt man, dass f�ur eine ganze Reihe von Verteilun-gen der Fehlervariablen ei, darunter au
h die Normalverteilung,1pn max (jX1j; : : : ; jXnj) P#�! 0 ; (3.9)gilt, verglei
he dazu Embre
hts et al (1997, Ex. 3.5.4, se
. 5.5.2).Nun setzen wir zus�atzli
h voraus:Jedes ei ist N(0; �2e)-verteilt. (3.10)Die bedingte Verteilung von Xi, gegeben X0; : : : ; Xi�1, ist dann die N(#Xi�1; �2e)-Verteilung; zum Na
hweis verwende man die letzte Glei
hung in II 5.1, formuliertf�ur bedingte Wahrs
heinli
hkeiten. Die zugeh�orige (bedingte) Di
hte lautetf(i�1)(xi; #) = 1p2��2e expn� 12�xi � #Xi�1�e �2o ;die gemeinsame Di
hte der X1; : : : ; Xn alsof(x1; : : : ; xn; #) = f(x1; #) � f(1)(x2; #) � : : : � f(n�1)(xn; #) :Statistis
he Analyse. Aus dem Likelihood f(x1; : : : ; xn; #) ergeben si
h die logLikelihoodfunktion `n(#), die S
orefunktion Un(#) und die zweite Ableitung Wn(#),mit einem R, das ni
ht von # abh�angt,`n(#) = � 12�2e nXi=1 (Xi � #Xi�1)2 +R; (3.11)Un(#) = 1�2e nXi=1 Xi�1 � (Xi � #Xi�1) � nXi=1 ui(#)Wn(#) = � 1�2e nXi=1 X2i�1 :Un(#) ist eine 1-dimensionale {in # lineare{ estimation fun
tion, ui(#) ist ein Zufalls-gewi
htetes Martingaldi�erenz-S
hema im Sinne von (A 3.7), Wn(#) h�angt ni
htmehr von # ab. Der ML-S
h�atzer f�ur # bere
hnet si
h aus Un(#) = 0 zu#̂n = Pni=1 Xi�1 �XiPni=1 X2i�1 ; (3.12)das ist eine Version r(1) des KoeÆzienten der Auto-Korrelation der Ordnung 1 f�urProzesse mit Erwartungswert 0.Wir �uberpr�ufen die Bedingungen U* und W*. Hier im Fall d = 1 setzen wir�n = 
n.



298KAPITEL VIII. NICHTLINEARE MODELLE, STOCHASTISCHE PROZESSESatz. Gegeben sei ein autoregressiver Prozess gem�a� Glei
hung (3.5) bis (3.10), mit# 2 (�1; 1). Dann sind die Bedingungen U* und W* erf�ullt, und zwar mit
n = 1pn; �(#) = B(#) = 11� #2 [� �2(#)℄ :Beweis. (i) Wir zeigen zun�a
hst mittels LemmaA 3.7, dass die bedingte Lindeberg-Bedingung U1* erf�ullt ist, wenn wir in (A 3.7)An;i = 1pn � Xi�1�2e ; ei = Xi � # �Xi�1 ;setzen (bea
hte, dass E #(eijXi�1) = E #(ei) = 0). In der Tat, die Momentenbedin-gungen (A 3.9) reduzieren si
h hier aufVar#(e1) > 0 ; E (je1 j�) < 1 f�ur ein � > 2 ; (3.13)sie sind wegen unserer Annahme (3.10) erf�ullt. Auf Grund des ergodis
hen Gesetzes(3.8) ist (A 3.10) wegen A 3.4, Prop. 1 (i), erf�ullt ist. Auf Grund der Extremwert-Eigens
haft (3.9) gilt au
h (A 3.11).(ii) Mit ui(#) = Xi�1 � ei=�2e erhalten wir f�ur vi(#) = Var(i�1);#(ui(#)) dieGlei
hungvi(#) = Var#(eijXi�1) X2i�1�4e = X2i�1�2e ;so dass U2* wegen (3.8) g�ultig ist, mit�2(#) = �2x�2e = 11� #2 :Na
h Satz aus 4.1 ist damit die Bedingung U* erf�ullt.(iii) Die Bedingung W*, mit B(#) = �2(#), ist wegen Aussage (3.8) erf�ullt. 2Der ML-S
h�atzer (3.12) weist also pn-Konsistenz f�ur # auf; ferner asymptotis
heNormalit�at der Formpn�#̂n � #) D#�! N(0; 1� #2) bzw. r n1� #̂2n �#̂n � #) D#�! N(0; 1) : (3.14)Der obige Satz gilt au
h im Quasi-Liklihood Fall, wenn wir also auf die Normal-verteilungs-Annahme (3.10) verzi
hten und glei
h mit (3.11) als Kriteriumsfunktionstarten (R kann 0 gesetzt werden). F�ur die Verteilung von e1 m�ussen dann nur no
hdie (s
hwa
hen) Annahmen (3.13) und (3.9) getro�en werden. (Tats�a
hli
h ist au
hdie G�ultigkeit von (3.9) dur
h die Verteilung von e1 bestimmt). (3.12) ist dann einQuasi ML-S
h�atzer (und zwar vom GEE-Typ).



3. STOCHASTISCHE PROZESSE 299Anwendung. Wir benutzen jetzt die in der Zeitreihenanalyse �ubli
hen Bezei
h-nungen # = �(1) und #̂n = r(1). Der approximative Standardfehler des S
h�atzersr(1) ist na
h (3.14)se(r(1)) = r1� (r(1))2n :Er ist angen�ahert glei
h q�1=Ŵn(#̂n), wobei wir in die Formel f�ur Wn(#) denS
h�atzer �̂2e = (1=n)Pni=1(Xi � #̂nXi�1)2 f�ur �2e eingesetzt haben. Ein Kon�denz-intervall f�ur �(1) zum asymptotis
hen Niveau 1� � lautetr(1) � se(r(1)) � u1��=2 � �(1) � r(1) + se(r(1)) � u1��=2 : (3.15)Betra
hte jetzt die Hypothese H0 : �(1) = 0, das bedeutet die Unkorreliertheit deraufeinanderfolgenden Beoba
htungen X1; X2; : : :. Ein Test zum Pr�ufen von H0 zumasymptotis
hen Signi�kanzniveau � verwendet die TeststatistikZ = pn r(1)p1� r2(1) ;die gem�a� (3.14) unter H0 asymptotis
h N(0; 1)-verteilt ist.3.4 AR(1)-Prozess mit Mittelwert-KorrekturWir gehen jetzt zu dem realistis
heren Fall �uber, dass die Variablen Xn einen Er-wartungswert � besitzt, der ni
ht notwedig {wie in 3.3{ glei
h 0 ist.Modell. Ein AR(1)-Prozess mit Mittelwert-Korrektur gehor
ht der Glei
hungXn � � = � � (Xn�1 � �) + en; n = 1; 2; : : : ; (3.16)bzw. Xn = � �Xn�1+� (1��)+en. Hierbei ist � 2 (�1; 1) und � 2 R, und es geltenwieder die Voraussetzungen (3.6) an die Fehlervariablen ei (keine Normalverteilungs-Annahme). Es ergibt si
h die Darstellung Xn = � +P1i=0 �i en�i und, mit demzweidimensionalen Parametervektor # = (�; �),E #(Xn) = � ; E#(XnjXn�1) = � �Xn�1 + �(1� �);w�ahrend die Varianz-Formeln wie in 3.3 lauten, insbesondere �2e = (1 � �2)�2x.Ebenso gelten die ergodis
hen Gesetze (3.7), mit E #(X1) = �, und (3.8), sowie f�ureine ganze Reihe von Verteilung der ei die Extremwert-Eigens
haft (3.9).



300KAPITEL VIII. NICHTLINEARE MODELLE, STOCHASTISCHE PROZESSEStatistis
he Analyse (Quasi-Likelihood.) Ausgehend von der Kriteriumsfunkti-on `n(#) = � 12�2e nXi=1 �Xi � �Xi�1 � �(1� �)�2 ; # = (�; �) ;gelangen wir zum Gradientenvektor bzw. zur HessematrixUn(#) = 1�2e nXi=1 � 1� �Xi�1 � �� � �Xi � � �Xi�1 � �(1� �)� ;Wn(#) = � 1�2e nXi=1 �v11(#) v12(#)v12(#) v22(#)� + �0 R0nR0n 0� ;(R0n = 
0(Xn �X0) mit Konstante 
0). Dabei hat die Matrix die Eintr�agev11(#) = (1� �)2 ; v12(#) = 2 (Xi�1 � �)(1� �) ; v22(#) = (Xi�1 � �)2 :Die L�osung #̂n = (�̂n; �̂n) der S
h�atzglei
hung Un(#) = 0 (vom GEE-Typ) lautet�̂n = Pni=1(Xi � �Xi�1)n(1� �) = Pni=1Xin + 1n R00n � �Xn + 1n R00n�̂ = Pni=1(Xi�1 � �̂n) � (Xi � �̂n)Pni=1(Xi�1 � �̂n)2 = r(1) ;(R00n = 
00(Xn �X0) mit Konstante 
00). Der Quasi ML-S
h�atzer #̂n = (�̂n; �̂n) f�ur# = (�; �) besteht also (approximativ) aus dem Mittelwert und aus einer Versiondes KoeÆzienten der Autokorrelation (Ordnung 1) der Sti
hprobe X1; : : : ; Xn.Proposition. Gegeben sei ein autoregressiver Prozess mit Mittelwert-Korrektur gem�a�Glei
hung (3.16), mit � 2 (�1; 1). Ferner m�ogen (3.13) und (3.9) gelten. Dann sinddie Bedingungen U* und W* erf�ullt, und zwar mit�n = Diag� 1pn; 1pn� ; �(#) = B(#) = �(1� �)2=�2e 00 1=(1� �2)� :Beweis. Der Beweis verl�auft wie der zum Satz 3.3 oben, jedo
h mit folgendenErweiterungen.ad U2*: Es istUn(#) = nXi=1 ui(#); mit ui(#) = 1�2e � 1� �Xi�1 � �� � ei :



3. STOCHASTISCHE PROZESSE 301F�ur vi(#) = V(i�1);#(ui(#)) erhalten wir wegen Var(i�1)(ei) = �2evi(#) = 1�2e � (1� �)2 (1� �)(Xi�1 � �)(1� �)(Xi�1 � �) (Xi�1 � �)2 � :Die ergodis
hen Gesetze (3.7) und (3.8) liefern dann1n nXi=1 vi(#) P#�! 1�2e �(1� �)2 00 �2x� = �(#) ;Letzeres wegen �2x=�2e = 1=(1� �2).ad W*: Aufgrund der ergodis
hen Gesetze (3.7) und (3.8) gilt� 1n Wn(#) P#�! 1�2e �(1� �)2 00 �2x� = �(#) :Diese Konvergenzaussage l�asst si
h au
h mit Wn(#�n), #�n P! #, anstelle von Wn(#)aufstellen. F�ur das Element (2; 2) etwa verwende man Pni=1(Xi�1 � ��n)2=n =Pni=1(Xi�1 � �)2=n + �n, �n sto
hastis
he Nullfolge. Insbesondere ist damit au
hB(#) = �(#) bewiesen. 2Anwendung. Test der (zusammengesetzten) Hypothese H0 : � = �0. Mit # =(�; �) s
hreiben wirH0 : r(#) = 0 ; r(#) = �� �0 :Mit #̂n = (�̂n; �̂n), �̂n = �Xn + (
onst=n)(Xn � X0), gilt f�ur die Wald-Statistikgem�a� VI 4.4T (W )n = ��̂n � �0�2ŵn ; wobei ŵn = �� W�1n (#̂n)�(1;1) :W* und �2e = (1� �2)�2x ber�u
ksi
htigend, haben wir�� nW�1n (#̂n)�(1;1) P#�! ���1(#)�(1;1) = �2e(1� �)2 = 1 + �1� � �2x :Bedeutet An � Bn, dass An=Bn sto
hastis
h gegen 1 konvergiert, so l�asst si
hŵn � 1n 1 + �̂n1� �̂n �̂2x [ �̂2x ein konsistenter S
h�atzer f�ur �2x℄s
hreiben. Wir erhaltenT (W )n � n� ( �Xn � �0)2�̂2x ; mit n� = 1� �̂n1 + �̂n n :T (W ) ist unter H0 asymptotis
h �21-verteilt. Anders formuliert,Z = pn� �X � �0�̂x ist unter H0 asymptotis
h N(0; 1)-verteilt:Dies ist der asymptotis
he t-Test mit korrigiertem n: Bei Vorhandensein einer Au-tokorrelation � 2 (0; 1) reduziert si
h der "e�ektive\ Sti
hprobenumfang um denFaktor (1� �)=(1 + �).



302KAPITEL VIII. NICHTLINEARE MODELLE, STOCHASTISCHE PROZESSE3.5 Endli
he Markovketten (*)Modell. Wir betra
hten eine Markovkette Xn, n � 0, mit endli
h vielen, n�amli
hI, Zust�anden. Das bedeutet: Mit einem Wahrs
heinli
hkeitsvektor (Startverteilung)p0 = (p0;1; : : : ; p0;I) und einer I � I-Matrix P von Ubergangswahrs
heinli
hkeiten,P = �pi;j; i; j = 1; : : : ; I�; [alle pi;j � 0, IXj=1 pi;j = 1℄gilt P(X0 = i) = p0;i, i = 1; : : : ; I, undP(Xn = jjXn�1 = i) = pi;j ; i; j = 1; : : : ; I :Einfa
hhaltshalber setzen wir im Folgenden voraus, dass alle Elemente von P positivsind, pi;j > 0 f�ur alle i; j. Alternativ l�a�t si
h au
h fordern, dass {mit einer festenMenge D von Doppelindizes{ pi;j > 0 genau f�ur (i; j) 2 D gilt, wobei D so bes
haf-fen ist, dass die Markovkette irreduzubel ist (vgl. Feller 1970, 
hap. XV). Dann gibtes einen (eindeutig bestimmten) Wahrs
heinli
hkeitsvektor � = (�1; : : : ; �I), sodass � � P = � [� station�are Verteilung℄gilt. W�ahlt man � als Startverteilung, so ist � au
h die Verteilung f�ur jede der Varia-blen X1; X2; : : :. Unter Verwendung von � k�onnen wir ein Gesetz der gro�en Zahlen(ergodis
hes Gesetz) formulieren, vgl. Billingsley(1961). F�ur alle Startverteilungenund messbare Funktionen g : I � I ! R gilt1n nXk=1 g(Xk�1; Xk) P�! E��g(X1; X2)� = Xi Xj �i � pi;j � g(i; j) ; (3.17)insbesondere 1n nXk=1 1(Xk�1 = i; Xk = j) P�! �i � pi;j : (3.18)Statistis
he Analyse. Wir setzen die Startverteilung p0 als gegeben voraus undbetra
hten# � P� = �pi;j; i = 1; : : : ; I; j = 1; : : : ; I � 1 : alle pi;j > 0; I�1Xj=1 pi;j < 1�[pi;I = 1 � (pi;1 + : : : + pi;I�1)℄ als (unbekannten) Parameter der Dimension d =I � (I � 1). Die Likelihoodfunktion einer Sti
hprobe X0; X1; : : : ; Xn lautetLn(#) = p0;X0 � nYk=1 pXk�1;Xk = p0;X0 � IYi=1 IYi=1 pni;ji;j ;



3. STOCHASTISCHE PROZESSE 303wobei ni;j die H�au�gkeit des �Ubergangs i! j bezei
hnet,ni;j = nXk=1 1(Xk�1 = i; Xk = j) :Die log-Likelihoodfunktion hei�t dann`n(#) = IXi=1 IXj=1 ni;j log pi;j :Wir erhalten den S
orevektor Un(#) und die Hessematrix Wn(#), Letzteres eineBlo
k-Diagonalmatrix mit Bl�o
ken der Dimension (I � 1)� (I � 1), zuUn;(i;j)(#) = ni;jpi;j � ni;Ipi;I ; i = 1; : : : ; I; j = 1; : : : ; I � 1Wn(#) = 0B�Wn;1(#) 0. . .0 Wn;I(#)1CA ; Wn;i (j;j0)(#) = ��ni;jp2i;j Æj;j0 + ni;Ip2i;I � :Die ML-S
h�atzer f�ur die �Ubergangswahrs
heinli
hkeiten pi;j sind die relativen �Uber-gangsh�au�gkeitenp̂i;j = ni;jni;� ; mit ni;� = IXj=1 ni;j :Wir weisen nun die Voraussetzungen U* und W* na
h, und zwar mit der Blo
k-Diagonalmatrix�(#) = 0B��1(#) 0. . .0 �I(#)1CA ; �i (j;j0)(#) = � �ipi;j Æj;j0 + �ipi;I � : (3.19)ad U*: Wir s
hreibenUn;(i;j)(#) = nXk=1 uk;(i;j)(#) ;uk;(i;j)(#) = 1(Xk�1 = i; Xk = j)=pi;j � 1(Xk�1 = i; Xk = I)=pi;I ;und setzen E (i0 )(uk(#)), V(i0 )(uk(#)), f�ur die bedingte Erwartung bzw. bedingteKovarianzmatrix von uk(#), und zwar gegeben Xk�1 = i0. Wir erhalten wegenE�1(Xk�1 = i; Xk = j)� = P(Xk�1 = i) � pi;jE (i0 )�uk;(i;j)(#)� = 0 ; f�ur alle i0; i; jV(i0 )�uk;(i;�)(#)� = 8<:� 1pij Æj;j0 + 1piI �j;j0=1;:::;I�1 falls i = i00 falls i 6= i01n nXk=1 V(Xk�1 )�uk;(i;�)(#)� P�! �i(#) ;



304KAPITEL VIII. NICHTLINEARE MODELLE, STOCHASTISCHE PROZESSELetzteres mit einer beliebigen Startverteilung. Gem�a� A 3.7 ist damit U* erf�ullt[setze Xn;k = An;k ek mit An;k = 1=pn, ek = uk(#) in (A 3.8) und Lemma A 3.7;die korrekte Behandlung des hier vorliegenden multivariaten Falles mittels Cram�er-Wold devi
e unterlassen wir℄.ad W*: Gem�a� (3.18) erhalten wir wegen E��ni;j� = n � �i � pi;j� 1n Wn;i (j;j0)(#) P�! ��i pi;jp2i;j Æj;j0 + �i pi;Ip2i;I � = �i (i;j0)(#) ;und dasselbe au
h mitWn(#�n), #�n P! #, anstattWn(#). Es gilt insbesondere B(#) =�(#). Wir haben damit die folgende Aussage bewiesen.Proposition. Gegeben sei eine irreduzible Markovkette mit �Ubergangswahrs
hein-li
hkeiten P = (pi;j) und station�arer Verteilung � = (�j). Dann sind die Bedingun-gen U* und W* erf�ullt, mit # = P� und mit �(#) = B(#) gem�a� (3.19).Anwendung. Wir wollen die Hypothese einer Folge unabh�angiger X0; X1; : : :pr�ufen. Mit einem Wahrs
heinli
hkeitsvektor q = (q1; : : : ; qI) hei�t dasH0 : pi;j = qj ; bzw. pi;j = hj((q1; : : : ; qI�1)) ; i = 1; : : : ; I; j = 1; : : : I � 1;mit hj : RI�1 ! R als Projektion auf die j-te Komponte.Aus `n(h(q)) = PIj=1 n�;j log qj erhalten wir den ML-S
h�atzer q̂j = n�;j=n f�urqj, und daraus die log-LQ StatistikTn = 2 IXi=1 IXj=1 ni;j log ni;jei;j ; ei;j = ni;� � n�;jn [erwartete H�au�gkeit℄:Unter H0 ist Tn asymptotis
h �2d�
-verteilt, mit d�
 = I �(I�1)�(I�1) = (I�1)2Freiheitsgrade. Formal unters
heidet si
h dieser Test ni
ht vom �2-Unabh�angigkeit-stest VII 4.8 in einer I � I-Kontingenztafel.


