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KAPITEL 1

Zahlsysteme

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Eigenschaften der
folgenden Zahlensysteme betrachten: der natiirlichen Zahlen N, der ganzen
Zahlen Z, der rationalen Zahlen @, und der reellen Zahlen R. Dazu werden
wir eine kiirze Einfiihrung in die grundlegenden Mengenbegriffe und in den
Begriff der Funktion zwischen zwei Mengen machen.

1.1. Mengen

Die Menge ist eines der wichtigsten und grundlegenden Konzepte der
Mathematik. Mit ihrer Betrachtung beschéftigt sich die Mengenlehre.

DEFINITION 1.1.1. Eine Menge X ist eine Zusammenfassung von ein-
zelnen mathematischen Objekten. Ein mathematisches Objekt x in X heif}t
ein Element von X, und wir schreiben

z € X.
Wenn y kein Element von X ist, dann schreiben wir
y ¢ X :& nicht (y € X).

Die leere Menge () hat kein Element. Die Mengen X und Y heiflen gleich,
und wir schreiben X =Y, genau dann wenn X und Y die gleichen Elemente
enthalten, d.h.

X=Y:eV.(reXereY).

Eine Menge A ist eine Teilmenge von X, und wir schreiben A C X, genau
dann wenn jedes Element von A ein Element von X ist, d.h.

AQX:ﬁva(aEA:aEX).

Wenn A C X und z € X, sodass ¢ A, dann ist A eine echte Teilmenge
von X, und wir schreiben A C X. Die Menge P(X) aller Teilmengen von X
heifit Potenzmenge von X.

Sehr oft benutzen wir die Symbole {, } um eine Menge zu bezeichnen.

1



2 1. ZAHLSYSTEME

BEeispiEL 1.1.2. Die Menge aller natiirlichen Zahlen N ist die Menge
N=1{0,1,2,3,...}.
Die Menge aller ganzen Zahlen Z ist die Menge
Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Offensichtlich gilt
N C Z.

Sei X eine Menge. Wir konnen eine Teilmenge Xp von X durch eine
FEigenschaft P(x) auf X definieren, indem wir alle Elemente von X zusam-
menfassen, fiir die gilt P(x) ist wahr. Wir schreiben

Xp={re X |P(x)}.
BEIspIEL 1.1.3. Die Menge Even aller geraden Zahlen ist definiert durch
Even ={n € N| P(n)}, P(n):& Jnen(n=2m),
wobei
HmeN(n = 2m) & Elm(m eN&n= 2m).
Es gilt Even C N. Die Menge 0dd aller ungeraden Zahlen ist definiert durch
0dd={neN|Q(n)}, Q(n):& Inen(n=2m+1).

Die Mengen X,Y sind gleich genau dann wenn X eine Teilmenge von Y
ist und Y eine Teilmenge von X ist, d.h.

X=Y<XCY&YCX.

DEFINITION 1.1.4. Seien X,Y Mengen. Die Schnittmenge X NY, oder
der Schnitt von X und Y ist die Menge aller Objekte die gleichzeitig Ele-
mente von X und Y sind, d.h.

XNY={z|zeX&zeY}.

Die Vereinigungsmenge, oder die Vereinigung X UY von X und Y ist die
Menge aller Objekte die Elemente von X oder von Y sind, d.h.

XUY ={z|z€ X oder ze€Y}.

Wenn A C X, ist das Komplement A’ von A in X die Menge aller Elemente
von X die nicht in A sind, d.h.

A={zeX|z¢ AL
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Offensichtlich gelten
0dd N Even = (),
0dd UEven = N,
0dd’ = Even,
Even’ = 0dd.

SATZ 1.1.5. Sei X eine Menge und seien A, B,C Teilmengen von X.
(1) 0 C X und X C X.
(1i) ANA=A und AU A = A.
(tit) ANB=BNAund AUB=BUA.
(iv) (ANB)NC=AN(BNC) und (AUB)UC =AU (BUCQC).
(v) (ANB)UA=Aund (AUB)NA=A.
(vi) ACBs ANB=Aund ACB< AUB=B.
(vii) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) und AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

BEWEIs. (i) Fiir ) € X miissen wir zeigen, dass
Vx(x€®:>azeX).

Sei x, sodass z € (). Weil das nach Definition von () unméglich ist, folgt
trivial, dass die Implikation

reEl=zec X

wahr ist. Weil x ein beliebiges Objekt ist, ist der Beweis vollstindig. Fiir
X C X arbeiten wir auf eine dhnliche Art und wir verwenden die Tatsache,
dass die Implikation

reX=>zxecX

wahr ist.

(v) Wir zeigen nur die Gleichung (AU B) N A = A. Zuerst zeigen wir die
Inklusion (AUB)N A C A Wenn b € (AU B) N A, zeigen wir, dass b € A.
Nach Definition der Schnittmenge gilt b € (AU B) und b € A. Daraus folgt
b € A. Als néchstes zeigen wir die Inklusion A C (AU B)N A. Wenn a € A,
zeigen wir, dass a € (AUB)NA, d.h. a € AUB und a € A. Beide Inklusionen
folgen einfach aus der Hypothese a € A.

(ii)-(iv) und (vi) -(vii) Aufgabe. O

SATZ 1.1.6. Sei X eine Menge und A, B Teilmengen von X.
(1) 0 =X und X' = 0.
(1i) ANA' =0 und AUA" = X
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(iii) (A) = A.
(iv) (ANB) = A" UB".
(v) (AUuB)Y =A'NB.
(vi) ACB< B' CA.
BeWwEIS. (i) Nach der Definition des Komplements gelten

V={reX|z¢gh}=X
X' ={zeX|z¢gX}=0.

(ii) Nach den Definitionen der Schnittmenge und der Vereinigungsmenge
gelten

AnNA={reX|zecA&recA}
={reX|zecA&ax¢A}
— 0.

AUA ={reX|ze€Aoderze A"}
={reX|reAoderx ¢ A}
= X.
(iii) Nach der Definition des Komplements gilt
(A)Y ={zeX|z¢g A}
= {z € X | nicht(nicht z € A)}
= A.
(iv) -(vi) Aufgabe. O

DEFINITION 1.1.7. Seien X,Y Mengen. Das kartesische Produkt, oder
das Produkt X xY von X,Y ist die Menge aller Paaren (z,y) mit x € X
und y € Y, d.h.

XxY={(zy)|zeX &yeY},

wobei
(r,y)= () er=2"&y=1,
fiir alle (z,y), (2/,y) € X x Y.
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1.2. Funktionen

DEFINITION 1.2.1. Seien X,Y Mengen. Eine Funktion, oder eine Abbil-
dung, f: X — Y von X nach Y ist eine Regel die jedem Element (input)
x € X ein einziges Element (output) f(x) € Y zuordnet. Das Element f(z)
heifit der Wert von f auf x. Um zu bezeichnen, dass durch f z auf f(z)
abbildet wird, schreiben wir

z — f(z).
Um zu bezeichnen, dass jedem Element von X ein eindeutiges Element von
Y zugeordnet wird, schreiben wir

z=2'= f(z) = f(a'),
fiir alle z,2’ € X. Die Menge X heifit Definitionsmenge von f, und die

Menge Y Zielmenge von f. Die Wertemenge Im(f) von f ist die Menge aller
Werte von f, d.h.

In(f) ={y €Y | Toex(y = f(2))}.
Wenn f: X — Y und g: X — Y, dann sind f, g gleich, genau dann wenn
f und g gleich sind fiir jedes x € X, d.h.
f=g9%Yeex(f(z) = g(x)).
Offensichtlich gilt
In(f) CY.
BEISPIEL 1.2.2. Sei f: N — N definiert durch
n—2n;, néeN.

Nach Definition gelten f(0) =0, f(1) = 2, and f(50) = 100. Es gilt Im(f) =
Even.

DEFINITION 1.2.3. Eine Funktion f : X — Y ist eine Injektion, oder
injektiv, wenn fiir alle z, 2’ € X gilt
fl@)=f@a)=z=2"
Eine Funktion f: X — Y ist eine Surjektion, oder surjektiv, wenn Im(f) =

Y. Eine Funktion f ist eine Bijektion, oder bijektiv, wenn f eine Injektion
und eine Surjektion ist.

Eine Funktion f: X — Y ist injektiv, genau dann wenn fiir alle z, 2’ € X
gilt
z#a = f(z) # f(2),

d.h. wenn f ungleichen inputs ungleiche outputs zuordnet.
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BEISPIEL 1.2.4. Die Funktion f: N — N, definiert durch n — 2n; n € N,
ist injektiv, weil 2n = 2m = n = m, fur alle n,m € N, aber sie ist nicht
surjektiv, da Im(f) = Even C N.

DEFINITION 1.2.5. Sei X eine Menge. Die identische Abbildung idx :
X — X ist definiert durch die Regel

r—x;, x€X.
Offensichtlich ist idx eine Bijektion.
BEISPIEL 1.2.6. Sei g : Z — N definiert durch

z ,2z2>0
9(z) = -z ,2<0.
Es gilt g ist surjektiv, weil g(n) = n, fiir alle n € N, aber g ist nicht injektiv,
da z.B. g(-1) =g¢(1) = 1.
DEFINITION 1.2.7. Seien X,Y Mengen, und sei yg € Y. Die Funktion
9o : X — Y, definiert durch
r—1yy; x€X,
ist die konstante Funktion von X nach Y mit dem konstanten Wert .
DEFINITION 1.2.8. Seien X,Y,Z Mengen, f: X - Y undg:Y — Z.
Die Komposition go f : X — Z von f und g ist definiert durch
(gof)(x) =g(f(z)); zeX

9
XfY Z.

\_/
gof

Weil g und f gleichen inputs gleiche outputs zuordnen, ordnet auch die
Komposition g o f gleichen inputs gleiche outputs zu, d.h.

(g0 f)x) =g(f(x)) = g(f(w)) = (go f)(w),
wobei z,w € X mit x = w.
BEISPIEL 1.2.9. Sei f : N — N definiert durch f(n) = n + 1, fiir jedes
n € N, und sei g : N — N definiert durch g(n) = n?, fiir jedes n € N. Es
gelten go f : N — N, und
(g0 f)(n) =g(f(n)) = (n+1)%
fiir jedes n € N.
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SATZ 1.2.10. Seien X, Y, Z W Mengen, f : X =Y, g:Y — Z, und
h:Z — W. Es gelten:

(i)foidX:f
x4, e F Ly
\/
f
(i) idy o f = f
f idy
X Y

(iii) ho(go f) = (hog)o f
(hog)o f

mhogh
L

ho(go f)

X w.

Beweris. (i) Nach Definition der Gleichheit von Funktionen, miissen wir
zeigen, dass

Voex ((f oidx)(z) = f(2)).
Wenn x € X, dann gilt
(f eidx)(z) = f(idx(z)) = f(x).
WEeil z ein beliebiges Element von X ist, folgt foidx = f.
(ii) und (iii) Aufgabe. O

1.3. Vollstindige Induktion

Die vollstidndige Induktion (IND) ist ein wichtiges Prinzip der natiirlichen
Zahlen. Das Prinzip IND ist die hdufigste Beweismethode fiir eine Allaussage
(oder Universalaussage)

VnEN (Qb(n)) )
d.h. “fiir alle natiirlichen Zahlen n die Eigenschaft ¢(n) ist wahr”.
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Vollstéindige Induktion IND: Sei ¢(n) eine mathematische Formel auf N,
sodass folgendes gilt:

(i) ¢(0) ist wahr (Induktionsanfang).

(79) Fiir jedes n € N, aus der Aussage (der Induktionsannahme) ¢(n) folgt
stets die Aussage ¢(n + 1), d.h.

Ynen (6(n) = ¢(n +1)).

Dann ist die Aussageform ¢(n) allgemeingiiltig, d.h. ¢(n) ist wahr fiir alle
n € N.

Wir kénnen das Prinzip IND wie folgt schreiben:

(IND) [4(0) & Ynen(d(n) = ¢(n+1))] = Ynen(4(n)).

BEISPIEL 1.3.1. Wir beweisen die folgende Allaussage
VneN <(1 +2020)" >14n- 2020>

mithilfe des Prinzips IND.

BEWEIS. Sei ¢(n) die folgende Formel auf N:
é(n) = (1 + 2020)" > 1+ n - 2020.
Schritt 1: Wir zeigen, dass ¢(0) wahr ist:
$(0) 1= (142020)° =1>1=1+0-2020.
Schritt 2: Sei n € N. Wir zeigen die Implikation:
o(n) = dp(n+1) d.h.

(142020)" > 1+mn- 2020} = {(1 +2020)"*t > 1+ (n +1)2020].

Angenommen
(1+2020)" > 1+ n- 2020,
zeigen wir die Ungleichung

(1+2020)"" > 1+ (n +1)2020 = 1 + n - 2020 + 2020
wie folgt:
(14 2020)""! = (1 +2020)™(1 + 2020)
> (1 +n-2020)(1 + 2020)
=1+ n-2020 + 2020 + n - 2020?
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> 14 mn-2020+ 2020
=1+ (n+1)2020. O
Sei NT die Menge der natiirlichen Zahlen die ungleich 0 sind d.h.
Nt ={1,2,3,...}.
Das Prinzip IND ist dquivalent zu dem folgenden Prinzip IND™.

Vollstéindige Induktion INDT: Sei ¢(n) eine mathematische Formel auf
NT, sodass folgendes gilt:

(1) ¢(1) ist wahr (Induktionsanfang).

(i7) Fiir jedes n € NT, aus der Aussage (der Induktionsannahme) ¢(n) folgt
stets die Aussage ¢(n + 1), d.h.

Vnent (6(n) = é(n +1)).

Dann ist die Aussageform ¢(n) allgemeingiiltig, d.h. ¢(n) ist wahr fiir alle
n e NT.

Wir kénnen das Prinzip INDT wie folgt schreiben:

(IND¥) [6(1) & Ypen+ (6(n) = ¢(n+1))] = Ypen+ (6(n)).

BEISPIEL 1.3.2. Wir beweisen die folgende Allaussage

n(n+1)

Vn€N+<l+2+...—|—n:2>

mithilfe des Prinzips INDT.

BEWEIS. Sei ¢(n) die folgende Formel auf N*:

1
é(n) :@1+2+...+n:"(n;).
Schritt 1: Wir zeigen, dass ¢(1) wahr ist:
2 1(1+1)
Nisl=2=12

Schritt 2: Sei n € N*. Wir zeigen die Implikation:
o(n) = o(n+1), d.h.
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1+2+-~+”:n(n2+1)} = [1+2+...+n+(n+1):(n+1)2(n+2) :

Angenommen

1
1+2+...+n:n(n2+),

zeigen wir die Gleichheit

1)(n+2
1+2+...+n+(n+1)—("+)2(”+)
wie folgt:

1+24...+n+(n+1)=[1+2+...+n]+(n+1)

Zn(n;—UJr(n—Fl)
nn+1) 2(n+1)
2 + 2
n(n+1)+2(n+1)
2

(n+1)(n+2)

=" ([
2

DEFINITION 1.3.3. Seien aq,as,...a, € N. Wir definieren die Summe

1
E ap = ag,
k=1

und fiirn > 1

n n—1
a = <Zak> + ap
1

k= k=1
= (al—l—ag—l—...—l—an,l) + ap
=a1+...+ay.
Zum Beispiel, wenn a1 = a2 = ... = a5 = 2, dann

5
Z2:2+2+2+2+2:10.
k=1

Gleichfalls
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und

n
E n = n2.
k=1

Deshalb schreiben wir die Gleichheit

1
1+2+...+n:n(n;)
wie folgt:
ik: n(n—i—l).
2
k=1

BEISPIEL 1.3.4. Wir beweisen die folgende Allaussage

1)(2 1
vneN+<12+2Q+---+n2:n(n+ — )>

6
mithilfe des Prinzips INDT.

BEWEIS. Sei ¢(n) die folgende Formel auf N:

1)(2 1
gb(n):<:>12+22+...+n2—n(n+ é(n+ ).
Schritt 1: Wir zeigen, dass ¢(1) wahr ist:

o) 12 =1 =0 WFVETD

6 6 '
Schritt 2: Sei n € N*. Wir zeigen die Implikation:
d(n) = p(n+1) d.h.
[124_224_”._1_”2 _ n(n—l—l()j(Qn—i—l] N
N {12_’_22_’_ n?t (1) = (n+1)[(n—|—1)+1][2(n+1)+1]]
= 5 .

Angenommen

1)(2 1
12+22+...+nQ—n(nJr )@n+1)

zeigen wir die Gleichheit

124924 4t (nt1)?= (n+Dn+1)+1]2(n+1) + 1]
6
(n+1)(n+2)(2n+3)
6
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wie folgt:
P+22+ . +n?+(n+1)?=[12+22+.. + 0% + (n+1)
_n(n+ )6(2n+1) 1)
n(n+1)2n+1) n 6(n+1)(n+1)
6 6
nn+1)2n+1)+6(n+1)(n+1)
6
(n+1)[n(2n+1) +6(n+1)]
2
(n+1)[2n? + n + 6n + 6]
2
(n+1)[2n* + Tn + 6)]
2
(n+1)[2n* + 4n + 3n + 6)]
2
(n+1)[2n(n+2) + 3(n +2)]
2
(n+1)(n+2)(2n + 3)
o :

SATz 1.3.5. Sei f: NT — NT mit a = f(1). Angenommen
fn+m)=f(n)f(m),
fiir jede n,m € N*. Dann gilt
Ven+ (f(n) = a").
BEWEIS. Wir verwenden das Induktionsprinzip IND™T fiir die Formel
¢(n) :& f(n) =a".
Schritt 1: ¢(1) 1< f(1) = a! = a.
Schritt 2: Sei n € N*. Wir zeigen die Implikation
¢(n) = ¢(n+1),

d.h.
[f(n)=d"] = [f(n+1) = a"“]
wie folgt:
F(n+1) = F)f(1) = a" (1) = a”a = a™*1.
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1.4. Die rationalen Zahlen

LEMMA 1.4.1. Seien k,l € N. Es gelten:
(i) k € Even = k2 € Even.
(i) k € 0dd = k? € 0dd.
(iii) k? € Even = k € Even.
(iv) k* € 0dd = k € 0dd.
(v) k € Even = kl € Even.
(vi) k,l € 0dd = kl € 0dd.

BEWEIS. (i) Wenn k = 2n fiir n € N, dann gilt
k* = (2n)? = 4n* = 2(2n?) € Even.
(ii) Wenn k = 2n + 1 fir n € N, dann gilt
k2= (2n+1)2 =4n® + 4n+1=22n + 2n] + 1 € 0dd.

(iii) Wenn k% € Even und k € 0dd, dann folgt aus (ii) k? € 0dd, was ein
Wiederspruch ist.
(iv) Wenn k? € 0dd und k € Even, dann folgt aus (i) k* € Even, was ein

Wiederspruch ist.
(v)-(vi) Aufgabe. O

DEFINITION 1.4.2. Sei Q die Menge der rationalen Zahlen, definiert
durch

Q—{I;HfGZ&lEZ*},

wobei

Z*={z€Z|z+#0).

Esgilt NC Z C Q, weil z = 7, fiir jedes z € Z, und % ist in Q aber nicht
in Z.

LEMMA 1.4.3. Es gibt keine rationale Zahl ¢ mit ¢> = 2.

BEWEIS. Sei ¢ € Q mit ¢?> = 2, und seien k € Z und [ € Z* mit

Kk
q= I
Ohne Verlust der Allgemeinheit sei ¢ > 0 und seien k € N, [ € N*, sodass
k,1 sind nicht gleichzeitig in Even (warum ist das moglich?). Wenn k% = 212,
dann gilt k? € Even, also gilt k € Even. Sei k = 2m fiir m € NT. Weil
k? = 4m? = 212, dann gilt {2 = 2m?, also gelten [?> € Even und [ € Even,

was ein Wiederspruch ist. O
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1.5. Die reellen Zahlen

Sei R die Menge aller reellen Zahlen. Die Axiome fiir R sind die folgen-
den:

(I) Axiome der Addition.

(IT) Axiome der Multiplikation.
(III) Das Distributivgesetz.

(IV) Die Anordnungs-Axiome.
(V) Das Vollstindigkeits-Axiom.

(I) Axiome der Addition: Es gibt eine Abbildung +: R x R — R
(z,y) =z +vy,

sodass gilt:
(Add;) [Assoziativgesetz| x + (y + z) = (v + y) + 2, fir alle z,y,z € R.

(Adds) [Existenz der Null] Es gibt eine Zahl 0 € R, sodass 0 + = = =, fiir
alle x € R.

(Adds) [Existenz des Negativen| Zu jedem x € R existiert eine reelle Zahl
—x € R, sodass z + (—z) = 0.

(Adds) [Kommutativgesetz] z +y = y + z, fiir alle z,y € R.

Die Zahl 0 ist durch ihre Eigenschaft eindeutig bestimmt: Sei 0’ € R, sodass
gilt 0' + x = z, fiir alle x € R. Nach den Axiomen (Adds) und (Addy) folgt
daraus

0=0+0=0+0=0"

Das Negative einer Zahl z € R ist eindeutig bestimmt: Sei y € R, sodass gilt
x +y = 0. Nach den Axiomen (Add;), (Adds) und (Addy) folgt daraus

(~2) = 0+(=2) = (2+9)+(~2) = (y+2)+(~2) = y+(o+(~2)) = y+0 = y.
DEFINITION 1.5.1. Fiir z,y € R setz man
r—y=z+(-y).
DEFINITION 1.5.2. Fiir n > 1 und x1,29,...,2, € R setz man

1

E Ti = T1,

=1
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und fiirn > 1

n+1 n
Zl‘i = (Z%) + Tp1.
i=1 i=1

Es gilt

n
Zl’i:l‘l-i—...—l-ivn.
=1

(IT) Axiome der Multiplikation: Es gibt eine Abbildung - : R x R — R
(z,y) =z -y,

sodass gilt:

(Multy) [Assoziativgesetz] z - (y - z) = (z - y) - 2, fiir alle z,y, z € R.

(Mults) [Existenz der Eins] Es gibt ein Element 1 € R, 1 # 0, sodass gilt

1-x =z, fir alle z € R.

(Mults) [Existenz des Inversen] Zu jedem x € R mit x # 0 gibt es ein % € R,

sodass gilt x - % =1

(Multy) [Kommutativgesetz] = -y = y - x, fiir alle z,y € R.

Wir schreiben auch xy statt x - y. Die Zahl 1 ist durch ihre Eigenschaft

eindeutig bestimmt, und das Inverse einer reellen Zahl xz # 0 ist eindeutig

bestimmt.

DEFINITION 1.5.3. Fiir z,y € R mit y # 0 setzt man

T 1
— = —.
Yy Yy
DEFINITION 1.5.4. Seien n > 1 und z1,...,z, € R. Wir definieren

1
[[i =
=1

und fiirn > 1
n+1

n
H T = <H$z> " Tn41-
i=1 i=1
Es gilt

n
Hzi:xl-...-xn.
=1
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DEFINITION 1.5.5. Ist a € R, so werden die Potenzen a” fiir n € N wie
folgt definiert
1 n=20
n __ b
a_{a"_la ,n> 0.

Es gilt
n
[
i=1
Ist a # 0, so definiert man negative Potenzen ™" (n > 0) durch

o = (a1 = (i)n

SATZ 1.5.6. Fiir die Potenzen gelten folgende Rechenregeln:

a™t = a™a",
(™) = ™,
ab" = (ab)".
BEWEIS. Aufgabe. O

(III) Distributivgesetz:
(Distr) z- (y+2) =x -y +x - z, fiir alle z,y,z € R.

SATZ 1.5.7. Seien x,y,z,w € R. Es gelten:
(1) 0-z=0.
(i) (—z)y = —(zy).
(i1i) (—z)(—y) = zy.
(iv) ~(z+y) =~z —y.
(v) Wenn z,y # 0, dann gilt xy # 0, und (xy)~' =2z~ 1y~ L.
(vi) Wenn z,w # 0, dann gilt

Ty zy & x+y a:w—i—yz.

zw 2w z  w 2w
(vii) Wenn x # 0 und zy = zz, dann gilt y = z.

BEWEIS. Aufgabe. U
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1.6. Die Anordnungs-Axiome
(IV) Die Anordnungs-Axiome: In R sind gewisse Elemente als positiv
ausgezeichnet (Schreibweise x > 0), sodass folgende Axiome erfiillt sind.

(Anord;) Fiir jedes = € R gilt genau eine der drei Beziehungen
x>0 oder =0 oder —x>0.

(Anords) Wenn > 0 und y > 0, dann gilt x +y > 0 und z -y > 0 (Summe
und Produkt positiver Elemente sind wieder positiv).

DEFINITION 1.6.1. Fiir reelle Zahlen «,y definiert man
r>yesr—y>0,
y<zxsSx>y,
r<0& (—z)>0,
r>y<sx>yoder =y,
r<ysx<yoderz=y.

SATZ 1.6.2. Seien x,y,z,w € R. Fs gelten:

(
(
(iii) Wenn x,y <0, dann gilt xy > 0.

(iv) Wenn x >0 und y < 0, dann gilt xy < 0.
(v) Wenn x # 0, dann gilt x> > 0.

(vi) Wenn x > 0, dann gilt L > 0.

(vii) Wenn z < y und y < z, dann gilt x < z.
(viii) Wenn x <y, dann gilt x + z < y + z.
(ix) Wenn x <y und z > 0, dann gilt xz < yz.
() Wenn x <y und z <0, dann gilt zz > yz.
(xi) Wenn x <y und x,y > 0, dann gilt % < %
(

xii) Wenn xy = 0, dann gilt © = 0 oder y = 0.

BEWEIS. Aufgabe. O
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DEFINITION 1.6.3. Sei die Abbildung |.| : R — R, definiert durch
x|z,

wobei

] = z ,xz2>0
|l —z ,z2<0

ist der Absolut-Betrag von .

SATZ 1.6.4. Seien x,y € R. Es gelten:
i) |z| = max{z, —z}.
i) x| > 0.

i) x < |x| und —x < |x|.

) |z| =|—z|.
vi) |zy| = |z[|y|.
vii) |z|? = 2.

(
(
(
(
(v) x| =0z =0.
(
(
(

viit) [Dreiecks-Ungleichung] |x + y| < |z| + |y|.
BeEwers. (vi) Es gilt

ley| = zy ,axy>0&x,y>0oderz,y <0
= —(zy) ,2zy<0&z>0&y<0]oder [z<0&y>0]

und
Ty ,x>0&y>0
) -y ,x>0&y<0
[yl = —xy ,x<0&y>0

(—x)(—y)=zy ,z<0&y<D0.
(vii) Es gilt
>
jz|* = ! 2 _ .2 =
(—x)* =2 ,x<0.

(viii) Aus (iii) folgt = < |z| und y < |y|. Es gilt
z+y < |z +yl.
Aus (iii) folgt —z < |z| und —y < |y|. Es gilt
(=) +(=y) = =(z +y) < |z + |y].
Aus (i) folgt [z +y| = max{z +y, —(z +y)} <[]+ |y|.



1.7. FOLGEN REELLER ZAHLEN 19

Das Archimedische Axiom (Arch): Zu je zwei reellen Zahlen z,y > 0
existiert eine natiirliche Zahl n mit nx > y

(Arch) Yz yeR <[9: >0& y > 0] = Fpen(na > y)>

COROLLAR 1.6.5. Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine natirliche Zahl n,
sodass gilt x <n & —n < .

BeEweis. (i) Wenn z = 0, dann nehmen wir n = 1.
(ii) Wenn x > 0, dann folgt aus (Arch) fiir x und 1, dass es n € N gibt mit
n >z, also gilt —n <0< x<n.
(iii) Wenn < 0, dann gilt —z > 0. Aus (ii) folgt —z <n & —n < (—x),
fireinn e N. Alsogilt r <n & —n<uz. (]

COROLLAR 1.6.6. Zu jedem € > 0 existiert eine natirliche Zahl n > 0
mit )

— < €.
n

BEwEIS. Wenn € > 0, dann gilt % > (. Nach Corollar 1.6.5 existiert ein
n € N mit n > % Daher folgt % <e. O

1.7. Folgen reeller Zahlen

DEFINITION 1.7.1. Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine
Abbildung « : N = R. Jedem n € N ist also ein

ap :=a(n) R
zugeordnet. Man schreibt hierfiir
(on)nen, oder (an)il, oder (ag,oq,aqsas,...).
BEISPIEL 1.7.2. (i) Sei z € R, und sei a : N — R, definiert durch
an = x,
fiir alle n € N. Man erhélt die konstante Folge
(x,x,x,...).

(ii) Sei f: N — R, definiert durch
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fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

(L11)
(iii) Sei v : N — R, definiert durch
= (="
fiir alle n € N. Man erhélt die Folge
(1,-1,1,-1,1,-1,1,...).
(iv) Sei 0 : N — R, definiert durch

fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

123
<0,2,374,...>.

(v) Sei ¢ : N — R, definiert durch

fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

O1 2 13 34 1
274 2793 8924 4

(vi) Die Folge der Fibonacci-Zahlen Fib : N — R ist definiert durch

0 ,m=20
Fib, ={ 1 ,n=1
Fib,_1 + Fib,_o , n > 2.

Man erhélt die Folge
(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).
(vii) Sei z € R, und sei 7 : N — R, definiert durch
N =1z",
fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

(1,$,ZL‘2,ZE3,$4, . )



1.7. FOLGEN REELLER ZAHLEN 21

DEFINITION 1.7.3. Sei a : N — R eine Folge reeller Zahlen. Die Folge
heisst konvergent gegen x € R, falls gilt:

Zu jedem e > 0 existiert ein N, € N, sodass gilt |a,, — x| < ¢, fiir alle n € N
mit n > N,

Ves0IN.enVns . (Jan — 2| < ).

Konvergiert (a,)nen gegen x, so nennt man = den Grenzenwert oder den
Limes der Folge und schreibt

n . .
ap — x, oder lim «p =z, oder lima, =x.
n—o0

Fiir ¢ > 0 versteht man unter der e- Umgebung von x € R die Menge aller
Punkte der Zahlengeraden, die von = einen Abstand kleiner als £ haben.
Dies ist das Interval

(z—c,o+e)={yeR|z—e<y<az+e}.

Die Konvergenz-Bedingung lésst sich nun so formulieren: Zu jedem € > 0
existiert ein N; € N, sodass gilt

ap € (r—¢g,x+¢),
fir alle n > N..

DEFINITION 1.7.4. Eine folge (ay,)nen reeller Zahlen, die nicht konver-
giert, heisst divergent. Eine folge (a,)nen reeller Zahlen heisst beschrinkt,
wenn es eine Konstante M > 0 gibt, sodass gilt

’Oén| S M7
fiir alle n € N.

SATz 1.7.5. Jede konvergente Folge (o, )nen ist beschrankt.

BEWEIS. Sei a,, — z. Dann gibt es ein N € N, sodass gilt
V>N, (]an —z| < 1).
Daraus folgt
lon| = |an — x4+ 2| <oy — x|+ |z| < 14 |z,
fiir alle n > Ny. Wir setzen
M = max {|aol, ..., |an, 1], 1+ |z}
Damit gilt |a,| < M, fiir alle n € N. O
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Behandlung des Beispiels 1.7.2:
(i) Die konstante Folge (z,x,z,...) konvergiert gegen x: Sei ¢ > 0. Wir
setzen N, = 0. Es gilt
Vnso(lom — 2| =z — 2| =0 < ¢).
(ii) B, —= 0: Sei ¢ > 0. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein
N. € NT mit
1
— <&
N, =€
Damit ist

n+1 E
(iii) Die Folge (n)nen divergiert (Aufgabe).

1 1
Vn>N.—1 (!ﬁn - 0| =18n] = < < 5).

(iv) 6, — 1: Es gilt

n_ n(n+1)‘_ -1 ’_
n+1 n+1 n+1
fiir alle n > N, wobei N € Nt mit N > 1.
(V) ¢ == 0 (Aufgabe).
(vi) Die Folge (Fiby,)nen divergiert (Aufgabe).

&

1] 1 _
n+1| n+1

(vii) Das Konvergenzverhalten der Folge (z"),en hidngt vom Wert von z
ab. Wir unterscheiden vier Fille.

(a) Fiir |z| < 1 gilt 2™ % 0 (Aufgabe).
(b)
(c) Fiir x = —1 divergiert die Folge (z™) (Beispiel (iii)).
d)

(d) Fiir || > 1 divergiert die Folge (z"), weil die Folge (z") unbeschrénkt
ist (Aufgabe).

Fiir = 1 ist 2™ = 1 fiir alle n € N, also 2" — 1.

SATZ 1.7.6. Seien (ap)nen, (Bn)nen Folgen reeller Zahlen, und \,xz,y €
R. Seien die Folgen reeller Zahlen
(@ + B)nen, (- B)nen; (A)nen,
definiert durch
(@ + B)n = an + Bn,
(- B)n =+ Bn,
(@), = Ay,
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fiir alle n € N. Wenn 3, # 0, fir alle n € N, sei die Folge reeller Zahlen
(5)
B nGN’
(1) _1
B)n  Bn

fiir alle n € N. Wenn o, — x und B, — y, dann gilt das folgende:
(@) (a+B)n -z +y.

(id) (@ B)n — - .

(1i1) (Aa)p — M.

(iv) Wenn y # 0, dann gibt es ng € N, sodass gilt B, # 0, fir alle n > ny,

und
<1> 1
B) ning y’

(“) nz
B ) ntng Y

BEWEIS. Nach Definition 1.7.3

definiert durch

und

\V/5>OE|N§‘€NVTLZN§‘ (|an - l’| < 5)'
VE>OHN£€NV7L2N£ (‘Bn - y| < 6)'
(i) Nach der Driecks-Ungleichung gilt:
[(@+B)n = (2 +y)| = lan + Bn —z =y
= [(an = =) + (Bn = )|
< lom — )|+ [Bn — v

<E.°¢
2 2
_6’

fiir alle n > N&T° = max{Ng, Ng}
(ii) Sei M > 0 eine Schranke von «a. Es gilt
(- B)n — xy| = |anfn — xy]
= [omfn — any + any — zy|
= [(nfn = any) + (any — zy)|
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S |an(5n - y)‘ + ‘(an - x)y\
= |an||Bn — y| + |an — z||y|
< M|By =yl + |an — z]]y|

3 £
< M— +
Y RNT(TESY
~E4c
2 2

= 67

fiir alle n > N&P = max{Ni,Na c
o’ A
(iii) Aufgabe.
(iv) Weil 8, = y gilt
8 vl < 2,

fir allen > ng =N ﬁl‘ . Also fiir jedes n > ng gilt
2

Nach Blatt 2, Aufgabe 3(iii) gilt
& =yl > [lz] = yl| = =] - ly].

Also fiir jedes n > ng gilt

‘/Bn| = ’y_ (y_ﬁn)’
> |lyl = 18n — yl|
>yl — 18—yl
Zlyl—‘g’

_
2
> 0.

Dariiber hinaus es gilt

(0o
B), vyl |Bn vy
y_/Bn
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1
= 7 |Bn — ¥l
Ballyl ™"
<21 <6ly!2>
lyl lyl \ 2
frg E’

fiir alle n > max{ny, Nf‘%‘Q}

(), ™
/B n+no

x

Yy
folgt aus (ii) und die Konvergenz (é) LN
n+ng

Die Konvergenz

< |

BEISPIEL 1.7.7. (i) Wir betrachten als Beispiel die Folge

B 4n? + 14n

75 n € N.

(679

Fiir n > 0 kann man schreiben
G N o
n?(1-2%) 1-2%"

Qp

n

Es gilt % =50, also gilt & =11 5 0 und 14% — 0, —27%2 5 0. Also

nZ T nn
gilt
n
oy — 4.
(ii) Sei die Folge
4n? + 14n
Bn = 39 N.

Fiir n > 0 kann man schreiben

2 1 1
n (4+14g) _ l 4+ 14 ‘
n(l1-2%) n\1-2%

Bn:

Es gilt £ 5 0, also gilt & = 2112, g ynd 141 0, -2 5 0. Also
gilt

4+ 142

Lln Ny

1-24

und 8, — 0.
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(iii) Sei die Folge
4n® + 14n
Tn = T2 _9
Fiir n > 0 kann man schreiben
Cnf(4+14) <4 + 14T}2>
T ety T 12

e N.

Es gilt 2 — 0, also gilt 5 =11 2 0 und 145 5 0, =25 5 0. Also
gilt
4+14%
1-2%
und v, — +oo d.h. v ist divergent.

SaTz 1.7.8. Seien (apn)nen, (Bn)nen Folgen reeller Zahlen, und seien
z,y € R. Angenommen oy, — x, B — y, und

apn < By,

fiir alle n € N. Dann gilt auch x < y.

BEWEIS. Sei ¢ =z —y > 0. Fiir alle n > N¢ gilt
2

€ € € € €
oy, —z| < - ——<ap—zr<-Sr—-<a,<z+ -,

2 2 2 2 2
also gilt
(67 >x—x;: Ty
" 2 2
Fir alle n > N? gilt
2
g g g 3 g
Bo—yl <5 & 5 <b-y<geoy-—5<bu<yty,
also gilt
-y T+y
< _—
Somit gilt fiir alle n > max { N¢, NP}
2 2
Bn < x;y < ap,

ein Widerspruch. Also gilt = < y. O
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1.8. Das Vollstédndigkeits- Axiom

Mithilfe der bisher behandelten Axiome l&sst sich nicht die Existenz
von Irrationalzahlen beweisen, denn all diese Axiome (I), (II), (III) und
(IV) gelten auch in Q. Es ist ein weiteres Axiom nétig, das sogenannte
Vollstéindigkeits-Axiom.

Eine charakteristische Eigenschaft konvergenter Folgen, die formuliert
werden kann, ohne den Grenzwert der Folge zu nehmen, wurde von Cauchy
entdeckt.

DEFINITION 1.8.1. Eine Folge (au, )nen reeller Zahlen heifit Cauchy-Folge,
wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein C. € Nt sodass gilt

lay, — am| < g, fiir alle n,m > C.

d.h.
Veso03c,en+ Vnm>c. (Jan — am| < ).

Eine Folge ist eine Cauchy-Folge, wenn die Folgenglieder untereinander
beliebig wenig abweichen, falls nur die Indizes geniigend grof} sind.

SATZ 1.8.2. Sei (ap)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen. Dann ist
(an)nen eine Cauchy-Folge.

BEWEIS. Sei z € R, sodass gilt o, — . Es gilt
e €
lay, — | = o — 2+ & — ap| S\an—$|+|x—am|<§+§:€,
fiir alle n,mZN% =C.. O

Die Umkehrung von Satz 1.8.2 formulieren wir nun als Axiom.

Vollstindigkeits-Axiom (VA): In R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Nun beweisen wir als Anwendung des Vollsténdigkeits-Axioms die Existenz
der Wurzeln positiver reeller Zahlen.

THEOREM 1.8.3. Seien a,b € R mit a > 0 und b > 0. Sei (n)nen
definiert durch

Dann gilt:
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(1) an, > 0, fiir alle n € N.
(ii) a2 > a, fiir allen > 1.
(#17) ant1 < ap, fir allen > 1.
(

iv) Sei (Bn)nen+ definiert durch

Dann gilt:

(a) B2 < a, fir allen > 1,

(b) Bn < amm, fir alle n,m > 1, and
(c)

an — Bp <

21171 (Oé]_ - /81)7

fiir alle n > 1.
(v) Die Folge (aun)nen ist eine Cauchy-Folge.

(vi) Sei z € R mit a, s x. Es gilt > 0 und 2 = a.

BEWEIS. (i) Man nutzt das Induktionsprinzip IND.

(ii) Es gﬂt
o, —a=—-|« + —a>0
" 4 n-l Qp—1 .

(iii) Aus (i) und (ii) folgt
Qp — Qnt1 > 0.
(iv)-(vi) Aufgabe. O
Sei die Folge (o )nen definiert durch

aozl,

1 2
n

Nach dem Theorem 1.8.3 folgt
a5 V2.
Mithilfe des Induktionsprinzips IND kann man zeigen
Vnen (Oén € Q)

d.h. die Menge der rationalen Zahlen Q erfiillt nicht das Vollstédndigkeits-
Axiom.
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THEOREM 1.8.4. Sei k € N mit k > 2, und seien a,b € R mit a > 0 und
b > 0. Sei (an)nen definiert durch
Qp = b,
1 a

n

Es gelten:

(i) ap, > 0, fiir alle n € N.

(v) Die Folge (aun)nen ist eine Cauchy-Folge.

(vi) Wenn z € R mit oy, — x, dann gilt x > 0 und z* = a.

DEFINITION 1.8.5. Die Menge I der irrationalen Zahlen ist definiert
durch

I={zeR|z¢Q}
d.h. T ist das Komplement von Q in R.

Es gilt v2,v3 € L.

1.9. Unendliche Reihen

DEFINITION 1.9.1. Sei (ay)nen eine Folge reeller Zahlen. Die Folge der
Partialsummen (o, )nen der Folge (o )nen ist definiert durch

n
an:Zak:ag+a1+...+an,
k=0

fiir alle n € N. Wenn (0, )nen gegen x € R konvergiert, dann schreiben wir

o
z = lim O'n:E Q-
n——oo
n=0

Wenn (0,,)nen konvergiert, dann schreiben wir

oo
Z ay, € R
n=0

Wenn (0, )nen divergent ist, dann schreiben wir

i ap, ¢ R.
n=0
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BEISPIEL 1.9.2. Sei «y, = 0, fiir alle n € N. Die Folge (0y,)nen der
Partialsummen der Folge (o, )nen hat die Glieder

n
an:Zak:0+O+...+O:0.
k=0
Es gilt

[o.¢]
Zanzo.
n=0

BEISPIEL 1.9.3. Sei z # 0, und sei a,, = z, fiir alle n € N. Die Folge
(0n)nen der Partialsummen der Folge (o, )nen hat die Glieder

n
Jn:Zak:x+w+...+x:(n+1)x.
k=0

Nach dem Archidemishen-Axiom ist die Folge (oy,)nen unbeschrinkt, und

ian ¢ R.
n=0

Sei n > m. Es gilt

m

e (o) (£

k=0
=(m+o+...Fam+amp+...an) — (0 +o1+... 4 am)
=0mt1 T+ ...t oy
n
= Z ag.
k=m+1

Daruber hinaus gilt

e (§0) - (E)

k=0 k=0
=(w+ar+...+ap1+an) = (a0 +ar+... +an1)
= Qip.

Ubrigens lisst sich jede Folge (an)nen auch als Reihe darstellen, denn
es gilt

an = ag + (a1 —ag) + (2 — 1) + ... 4 (an — an1)
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n
= qqp + Z(Oék — Ozkfl)
=1

e
=g+ ) (a1 — ).
k=0

Fine solche Darstellung, in der sich zwei aufeinander folgende Terme immer
zur Hélfte wegkiirzen, nenn man auch Telescop-Summe.

SATZ 1.9.4. Seien (Yn)nen, (an)nen Folgen reeller Zahlen, sodass gilt

Ve = Ok — Qg—1,

fir alle k > 1, und lim,,__, oy, = x, wobei x € R. Dann gilt

oo
§ Tn = T — Q.
n=1

BeEwEIs. Es gilt

k=1 k=1
Also gilt
[o.¢] n
> = Jim (o)
n=1 k=1

= lim (an—ao)

n—-ao0
= lim «a, — lim ag
n—-ao0 n—aoo
=T — Q. U

BEISPIEL 1.9.5. Sei die unendliche Reihe

oo

1
;n(n—kl)'
Es gilt
1 k k—1
TR+ D) R+l & RT L
wobei

n
n+1

oy = , neN.
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Es gilt ag = 0 und x = lim,,—, o, o, = 1. Deshalb gilt

1
Zm:1—0:1.

n=1

SATZ 1.9.6. Seien (an)nen, (Bn)nen Folgen reeller Zahlen, und seien

A€ R Wenn
Z%GR & ZﬁneR,
dann gilt " =
Z ()\an + ,uﬁn) eR, und
n=0
Z ()\an +,u5n) = A(Z@n> +N<Zﬂn)
n=0 n=0 n=0

BEWEIS. Seien die Folgen

n
Un:Zak; n €N,
k=0

n
T = Zﬁk, n € N.
k=0

Es gelten
[e.e]
ZanER@ lim o, ==,
n—-ao0
n=0
oo
Y BneRe lim 7, =y,
=0 n—-o0

wobei x,y € R. Sei die Folge
Xn = Aop + umy;  neN
Aus dem Satz 1.7.6 folgt

o0

5 G + ) =l
n=0
— nli_1>noo [Aon + 7]
=\ lim o,+u lim 7,
n—o0 n—ao0

=T+ py
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:A(Zan>+ﬂ<25n> 0

n=0
BeispieL 1.9.7. Es gilt

nz::lnn—i—l _5<z::nl+1)>_5'1:5'

SATZ 1.9.8 (Unendliche geometrische Reihe). Sei z € R mit |z| < 1. Es
qgilt

ix” eR & ix” =
n=0 n=0

BEWEIS. Sei n € N. Es gilt

(1 —a:)< nox’f) =1—z"tL

Ed

Wegen x # 1 gilt

3

g 2k = L—a" H.
1—=x
k=0

Es gilt |z| < 1, also (Aufgabe 4(ii)(a), Blatt 3) lim,, . 2" = 0, und
Zaz" = lim o,
— n—aoo
1 — gntl
— lim [}
n—>00 1—=x
limy, oo [T — 2™

lim,,— 00 (1 — )

1 —lim,,— oo 2" T1

1—=x

1—x
BeispieL 1.9.9. Es gilt

[ee]
1
D5 =1

n=1
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34
Nach dem Satz 1.9.8 gilt
S LS ()
n=0 2 n=0 2 1- % 7
und 0w .
= (;) +n§221n :anl;”

1.10. Konvergenzkriterien fiir Reihen

SaTz 1.10.1 (Cauchysches-Konvergenz-Kriterium). Sei (o), eine Folge
reeller Zahlen. Die Reihe Y . cw, konvergiert genau dann, wenn gilt
n
Z ol < €>.

k=m+1

Ves03o.eNVn>m>c. <

BEwEIS. Nach dem Satz 1.8.2 und nach dem Vollstandihkeits-Axiom
konvergiert die Folge (0,), genau dann, wenn gilt “fiir alle ¢ > 0 gibt es

n

> o

k=m+1

C: € N, sodass gilt
<e,

o0 — om| =

fir alle n > m > C.”.
SATZ 1.10.2 (Divergenz-Kriterium). Sei (o), eine Folge reeller Zahlen.

Wenn die Reihe ZZO:O ay, konvergiert, dann gilt lim,, . oy, = 0.
BeEwEIS. Nach dem Cauchysches-Konvergenz-Kriterium gilt
n
= || < E).

DL o

k=n—1

Ves03c.eNVn>c4+1 (

BEISPIEL 1.10.3. Wenn x # 0, dann gilt
o0
Z x ¢ R,
n=0

weil die konstante Folge x nicht gegen 0 konvergiert.
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Die Umkehrung des Satzes 1.10.2 gilt nicht: Es gilt
o)

1 1
E — =00, aber lim — =0.
— n n—soo N

35

DEFINITION 1.10.4. Sei (o )nen eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe

Y om0 heiBt absolut konvergent, falls

o0
Z lan| € R.
n=0

SAaTz 1.10.5. Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Es gilt

o] oo
D lonl €R = Y on R
n=0 n=0

BEWEIS. Aufgabe.

O

SATZ 1.10.6 (Majoranten-Kriterium). Seien (on)nen und (Bn)nen Fol-

gen reeller Zahlen mit

Vnen(lan| < Bn),  und > Ba€R.
n=0

Es gilt

[e.9]

> lan| €R.

n=0

BEWEIS. Nach dem Cauchysches-Konvergenz-Kriterium gilt

Z Br <5>

k=m+1
n
> <

k=m+1

vs>OE|C"3€N n>m>Cﬁ<

Sei €11 = CF. Fiwr alle n > m > O gilt

ol < ) B <

k=m+1 k=m+1

Nach dem Cauchysches-Konvergenz-Kriterium es gilt > 7 |y, | € R.

Zum Beispiel gilt (Aufgabe)

[e.9]

Z%GR k> 2.

n=1

O
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SATZ 1.10.7 (Quotienten-Kriterium). Sei (o, )nen eine Folge reeller Zah-
len mit o, #£ 0, fiir alle n > ng. Sei 6 € R mit
(1) 0< 0 <1, und
(4) fir alle n > ng gilt
On+t1
On

o0
Z lan| € R.
n=0

<4.

Es gilt

BEWEIS. Weil

o) no—1 o)
D laml = > lowl+ 3 o,
n=0 k=0 k=no

reicht es, folgendes zu zeigen:

(o]
> el €R.

k=mno
Ohne Verlust der Allgemeinheit, nehmen wir an «a,, # 0, fiir alle n € N.
Mithilfe des Induktionsprinzips IND folgt aus (ii) folgendes
Vnen (o] < |agl6™).
Sei die Folge
Bn = ’040‘(9”; n € N.
Es gilt

Zﬁn = Z\aom” — \a()](ZG”) — \aollie c R.
n=0 n=0 n=0

Durch Verwenden des Majoranten-Kriteriums ergibt sich > ° |a,| € R.
(]



KAPITEL 2

Reelle Funktionen

2.1. Der Graph einer reellen Funktion

DEFINITION 2.1.1. Eine reelle Funktion ist eine Abbildung f : D — R,
wobei D eine Teilmenge von R ist. Der Graph Gr(f) von f ist die Menge

Gr(f) ={(z,y) e DxR |y = f(2)}.

Jede parallele Gerade zur y-Achse schneidet den Graphen einer Funktion
hochstens einmal.

BEISPIEL 2.1.2. Sei ¢ € R. Die konstante Funktion c ist die Funktion
fe: D — R, definiert durch f.(x) = ¢, fiir alle x € R. Wenn D = R, ist der
Graph von f,. eine horizontale Linie parallel zur z-Achse.

BEISPIEL 2.1.3. Die identische Abbildung idg : R — R ist definiert durch
x — x, fiir alle x € R. Sei die Funktion g : R — R, definiert durch g(x) = —=,
fiir alle z € R d.h. g = —idg. Der Graph von idg und der Graph von g sind
wie folgt:

g(z) = —x ™ idp(z) =2

g

BEeISpIEL 2.1.4. Die Betragsfunktion |.| : R — R ist definiert durch
x +— |z|, fiir alle z € R. Der Graph von |.| ist wie folgt:

37
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J\y

v

BEISPIEL 2.1.5. Die quadratische Funktion sq : R — R ist definiert
durch sq(z) = 22, fiir alle z € R. Der Graph von sq ist die folgende Kurve:

)
sq(z) = 22
3 4
2 4
1 4
¢ x
-3 -2 -1 1 2 3

BEISPIEL 2.1.6. Die Quadratwurzelfunktion Vv R* — R ist definiert

durch /(z) = V/z, fiir alle + € R*. Der Graph von |/ ist die folgende
Kurve:

V=

BEISPIEL 2.1.7. Die Dirichlet-Funktion Dir : R — R ist definiert durch

. 1 ,2z€Q
Dlr(x):{ 0 ,zel
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BEISPIEL 2.1.8. Die floor-Funktion |.] : R — R ist definiert durch x
|x], fiir alle x € R, wobei |z] ist die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit

lz] <x<|z|+1.

Der Graph von |.] ist wie folgt:

DEFINITION 2.1.9. Sei D C R, und seien f,g: D — R und A € R. Seien
die Funktionen f + g, Af, f-g: D — R, definiert duech

(f +9)(@) = f(z) + (),
(Af)(@) = Af(x),
(f-9)(x) = f(z) - g(),

fir alle z € D. Sei
D, ={x € D| g(x) #0}.
Die Funktion £ : Dy — R, ist definiert durch

(-5

Der Graph von —f ergibt sich als Spiegelung des Graphen von f an der
x-Achse.

fiir alle z € D;.
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BEISPIEL 2.1.10. Die Funktion & : R* — R, wobei R* = {z € R | « #
0}, ist definiert durch

1 1
(o2
sq x
BEIsPIEL 2.1.11. Eine Polynomfunktion p : R — R ist definiert durch,
n
b=y anidk
k=0

= apid} + aiidg + ... a,id}

= ag + a1idgr + agidﬁ + ...+ anidﬁ,

fiir alle x € R*.

wobei ag, a1,...,a, € R die Koeffizienten von p sind. Wenn a, # 0, dann
ist n der Grad von p. Sei x € R. Es gilt

p(a) = (;)kd{fg) (x)

= (ap + aridg + a2id3 + ... + a,idg) (z)

=ag+ a1z + ayz® + ... + apz™.

Die identische Abbildung idr ist eine Polynomfunktion ersten Grades mit
Koeffizienten ag = 0 und a; = 1. Die quadratische Funktion sq(z) = 22 ist
eine Polynomfunktion zweiten Grades mit Koeffizienten a9 = a; = 0 und
as = 1.

BEISPIEL 2.1.12. Seien die Polynomfunktionen

n m
D= Z apidf & gq= Z byidf.
k=0 k=0
Die rationale Funktion R, : D>q" — R ist definiert durch

Rpg(r) = Zgg

) (Shomidk ) o)
(Sromiet )
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ap + a1z + asx® + ...+ apz™

by + bz + bz + ..+ bya™

wobei
Dp ={x € R|by+bix+ by’ + ...+ bpz™ # 0}.
DEFINITION 2.1.13. Seien D, EF C R und seien f: D - R und g: F —
R, sodass gilt
In(f) ={f(z) |z € D} C E.
Die Komposition go f : D — R von f und g ist definiert, fiir alle x € D,
durch

(go f)(z) =g(f(2))

BEISPIEL 2.1.14. Sei sq(z) = z%. Es gilt (/o sq)(z) = \/(sq(z)) =
Va? = |z|

sq v
R R+ R.
\_/’
vosa= ||

Seien ¢ > 0, f: D — R und seien die Funktionen f., f_.: D — R,
ge: De - R, g_.: D_. — R werden definiert durch

felo)=f(x)+¢ xeD,

folw)=f@) - weD,

+c¢); x€ D,

—c¢); x€D_

wobei
D.={xeR|x+ce D},
D_.={zeR|z—ce D}.

Dann ergibt sich der Graph von f. (f-.) aus dem Graphen von f indem er

parallel zur y-Achse nach oben (unten) um ¢ verschoben wird. Der Graph

von ¢, (g—c) ergibt sich aus dem Graphen von f indem er parallel zur -
Achse nach links (rechts) um ¢ verschoben wird.
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Jede parallele Gerade zur xz-Achse schneidet den Graphen einer Injektion
hochstens einmal und jede parallele zur z-Achse schneidet den Graphen einer
Surjektion mindestens einmal.

2.2. Grenzwerte

DEFINITION 2.2.1. Seien D C R, f: D — R, und zg,! € R. Sei
F(N) = {a: N — R}.

(i) Sei D(xp) die Menge aller Folgen reeller Zahlen in D die gegen z( kon-
vergieren d.h.

D(zo) = {a € F(N) [ Vnen(an € D) & lim ay, = 2o}

n

Sei D(z¢) eine nicht-leere Menge ist, dann heifit xg ein Berihrpunkt von D
und wir definieren

i F(0) =15 Yacpi (Jim_flan) =1)
d.h.

i 0= 20) = [ o) =1,

fiir alle Folgen (v, )nen reeller Zahlen in D.
(ii) Sei die Menge

DYt (z) = {a € F(N) | Vpen(an € D & oy > 70) & h—I’{l an = Z0}-

Sei DT (z¢) eine nicht-leere Menge. Wir definieren

lim f(x) =[:& va€D+(zo) (nh_r>noof(an) = l>

CU—)IS»
(iii) Sei die Menge
D™ (xz0) ={a € F(N) | Vpen(an € D & ap, < x0) & h_r>n an = T}

Sei D™ (xg) eine nicht-leere Menge. Wir definieren

lim f(z)=1:& vaED(xo)( lim f(oy) = l).

T R za n—ao0

(iv) Sei D nach oben unbeschrinkt d.h.

anN EIasGD (:E > n) .
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Sei die Menge
D(400) = {a € F(N) | Vpen(an € D) & nn_>moo oy = +00},

wobei

lim «, = +o00 & VM>03N€NVnZN (an > M)
n—soo

Sei D(+0o0) eine nicht-leere Menge. Wir definieren

i f(0) = 156 Y, cenomn (Jim flen) 1)
(v) Sei D nach unten unbeschrinkt d.h.
Vnendzen(z < —n).
Sei die Menge
D(—0) = {(an)neny € F(N,R) | Vpyen(an € D) & lim v, = —00},

n—aoo

wobei

lim Qp = —00 <= VM>OE|N€NVn2N (an > *M).
n—>00

Sei D(—o0) eine nicht-leere Menge. Wir definieren

xirgoo f(@) =1:% VY (a,),cneD(—o0) (nh_)moo flan) = l>.

Wenn zg € D, dann ist xg ein Berithrpunkt von D, weil die konstante
Folge xg zur D(zp) gehort.

BEISPIEL 2.2.2. Sei die floor-Funktion |.].

Y
2 —o
1 —o

—

-2-1.0 1 27

o2

Es gilt
lim |z]=0 & lim |[z]=—-1;

z—07F r—0~
Wenn (o, )neny € RT(0), dann gilt v, > 0, fiir allen € N. Weil lim,, 00 ay =
0, gibt es ng € N, sodass gilt a,, € (0, 1], fiir alle n > ng. Also gilt |, | =0,
fiir alle n > ng, und

lim |ap] = lim 0=0.
n—mao0 n—m-ao0
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Wenn (o, )neny € R7(0), dann gilt oy, < 0, fiir alle n € N. Weil lim,, o0 vy =
0, gibt es ny € N, sodass gilt a,, € (—1,0], fir alle n > ny. Also gilt
|y, | = —1, fur alle n > ng, und

lim |a,| = lim —1=—1.

2.3. Stetigkeit

DEFINITION 2.3.1. Seien D eine Teilmenge von R und zg € D (also gilt
D(zg) # 0). Die Funktion f: D — R heifit stetig im Punkt x, falls

i f(@) = f(xo).
Die Funktion f heifit stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Nach Definition 2.2.1 ist eine Funktion f : D — R stetig im Punkt
zg € D genau dann, wenn

[ lim an:xg] = [ lim f(an) = f(2o)|,

fiir alle Folgen (o, )nen reeller Zahlen in D.

BEISPIEL 2.3.2. Die konstante Funktion f.: R — R, definiert durch
fe(z) = ¢, fur jedes z € R, wobei ¢ € R, ist eine iiberall stetige Funktion.
Seien (au,)nen eine Folge reeller Zahlen und zp € R mit lim,— o a, = o.
Es gilt

nh—r>noo fc(an) = nl'£>nooc = fc(x(])'

BEISPIEL 2.3.3. Die identische Abbildung idg: R — R, definiert durch
idgr(z) = z, fiir jedes x € R, ist eine iiberall stetige Funktion. Sei (au,)nen
eine Folge reeller Zahlen und zg € R mit lim,,_,o o, = xg. Es gilt

lim idg(ay,) = lim a, = x¢ = idgr(z0).
n—m:o0 n—rso0
BEISPIEL 2.3.4. Sei R* = {z € R | # > 0}. Die Funktion ,/: R" — R¥,
definiert durch \/(a:) =/, fiir jedes © € RT ist stetig in RT. Zuerst zeigen
wir, dass die Funktion V stetig im xg = 0 ist. Sei (a)nen eine Folge reeler
Zahlen in RT mit lim,,— o o, = 0, d.h.
Ves03NaeNYnoNa (|an — 0] = |on| = an <é).

Wir zeigen, dass lim, s v/, = V0 = 0, d.h.
V€>03NﬁeNVn2Nﬁ(|‘/o‘n — 0] = [Van| = Vay, < 5).
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Sei & > 0. Also gilt €2 > 0. Sei n > N% = NY°. Es gilt
(6779 <52<:}\/an <e.

Seien zg > 0 und (v, )nen eine Folge reeller Zahlen in R™ mit lim,, o0 aty =
xg, d.h.

V5>OE|N,§“€NV112NEU‘ (|05n - I‘0| < 8)-
Wir zeigen, dass lim,, o0 /an = \/Z0, d.h.

va>03NﬁeanzNﬁ(“/a" — Vx| < 5).

Sei n > N2 = N2 Es gl
V/am — /o = \@—M!(M)
_ <|\/@—\/370H\/@+ ﬁ)')mim
_ (|(@—M)(@+M>I>W

1

_ (ww - (\/370)20 NN

- <|an - xo\) W

<5‘<mﬁiﬁo|>
<e-1
=¢.

Die in Beispiel 2.1.7 definierte Dirichletsche Funktion ist in keinem Punkt
x € R stetig (Aufgabe).

SATZ 2.3.5. Seien D CR, xo € D, f,g: D =R, und A € R.
(I) Angenommen die Funktionen f,g sind stetig im Punkt x.

(1) Dann sind auch die Funktionen f+g,\f, f-g: D — R (Definition 2.1.9)
im Punkt xg stetig.

(ii) Ist g(zo) # 0 & z¢ € Dy, so ist auch die Funktion 5 : Dy — R in xg
stetig. Dabei ist Dy = {x € D | g(x) # 0}.

(II)(i) Angenommen die Funktionen f,g sind stetig in D. Dann sind auch
die Funktionen f +g,Af,f-g: D — R in D stetig.
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(ii) Angenommen die Funktionen f,g sind stetig in D. Dann ist die Funk-
tion 5 : Dy — Rin Dy stetig.

Bewers. (I)(i) Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen in D, sodass gilt
lim,,— o0 @, = xg. Nach dem Satz 1.7.6 gelten

lim (f +g)(on) = lim _[f(an) + g(an)]
= lim flan) + lim g(an)
= f(z0) + g(z0)
= (f+9)(=0),
und

lim (Af)(an) = lim Af(aq) = A lim_f(an) = A(z0) = (Af) (x0),

n——oo

und
dim (fg)(an) = lm_[f(an) - g(o)]
= Jim_f(a,)- lim_g(a)
= f(xo) - 9(xo)
= (f-9)(x0).

(I)(ii) Sei (Bn)nen eine Folge reeller Zahlen in Dy mit lim, o0 B = 0.
Nach Satz 1.7.6 gilt

. f — lim f(Bn) _ limy, o0 f(Bn) _ f(zo) _ i T
Jim (£) 60 = i F00) = a0 = T~ () o).
(IT) (i) folgt aus (I)(i) und (II)(ii) folgt aus (I)(ii).

COROLLAR 2.3.6. Alle Polynomfunktionen und alle rationalen Funktio-
nen sind stetig in ihrem Definitionsbereich.

BeEwEIS. Aus Satz 2.3.5(II)(i) folgt, dass eine Polynomfunktion
p= Z apidk
k=0

stetig ist. Aus Satz 2.3.5(II)(ii) folgt, dass eine rationale Funktion R, :
Dy — R, definiert durch
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(zzo amdﬁz) (@)
(z;":o bkidﬁz) (@)

)

wobei
D;:{meRlbo+b1m+b2x2+...+bmxm7é0}

auch stetig ist. O

SaTz 2.3.7 (Komposition stetiger Funktionen). Seien D, E C R, g € D
und yo € E, und seien f: D — R und g : E — R Funktionen mit

In(f) = {f() |z € D} C E.

(i) Die Funktion f seiin xg und g inyy = f(xo) stetig. Dann ist die Funktion
go f:D — R stetig in xg.
(i9) Die Funktion f sei in D und g in E stetig. Dann ist die Funktion
gof:D — R stetig in D.

BEWEIS. (i) Sei (a)nen eine Folge reeller Zahlen in D, sodass gilt
limy,_ o o, = 9. Wegen der Stetigkeit von f in zq gilt

S flan) = f(@o) = yo-
Nach Voraussetzung gilt 3, = f(ay) € E, n €N, und
lim B, = yo.

n——oo

Da g in yq stetig ist, gilt
lim g(ﬁn) = g(vo).

n—-:aoQ

Deshalb folgt
lim (go f)(an) = lim g(f(an))

n—-aoo n——aoo

= lim g(ﬁn)

= 9(%0)
= 9(f(20))
= (9o f)(zo).
(ii) folgt aus (i). O

BEISPIEL 2.3.8. Die Funktion sq: R — R, wobei sq(z) = 22, fiir jedes
z € R ist stetig in R. Nach dem Beispiel 2.3.4 die Funktion \/ Ist stetig in

R*. Dann ist auch die Funktion |.| = /o sq stetig in R
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weil (,/ 0 sq)(z) = v/(sq(x)) = Va? = |a].

2.4. Der Zwischenwertsatz

THEOREM 2.4.1 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit a < b, und sei
f :[a,b] = R eine stetige Funktion in [a,b] mit f(a)f(b) < 0. Dann existiert
ein xg € [a,b] mit f(zg) = 0.

BEWEIS. Die Bedingung f(a)f(b) < 0 ist dquivalent zur Disjunktion
[f(a) <0 & f(b) >0] oder [f(a)>0& f(b)<0].

Die Aussage des Satzes ist anschaunlich klar. Sie bedarf aber natiirlich den-
noch eines Beweises, da eine Zeichnung kein Beweis ist.

Sei f(a) < 0 und f(b) > 0. Wir definieren induktiv eine Folge (ay,)nen
und eine Folge (,,)nen, sodass gilt:

(1) [, Bol 2 [en, 1] 2 |2, Ba] - .. 2 [, Br] 2 [ans1, Brta] 2 ..
(2) Bn —ap = bz_—na

(3) fay) <0, fiir jedes n € N.

(4) f(Bn) > 0, fiir jedes n € N.

Wir setzen ag = a und By = b. Sei das Intervall [, 3,] bereits definiert.
Wir setzen

Ay + Bn ’Wennf<an;ﬂn> <0

Qpt1 = 2
Qp , anderfalls
B ,wennf(o‘";ﬂ") <0
ﬁn—i—l ==
% + Bn , anderfalls
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Offenbar sind die Eigenschaften (1) — (4) fiir n + 1 erfiillt. Wir zeigen, dass
die Folge (ay,)nen eine Cauchy Folge ist. Es gilt

an + Bn _Bn_an_b_a an + Bn
Wb, = S0 () <o
Apt1 — Op = 2 2 on+1 2
0 , anderfalls.
Also gilt
B < b—a
Opy1 — Op = |05n+1 - an‘ =~ W>
Fiir n > m gilt
’an - am| = ‘(Oén - an—l) + (an—l - an—2) +...+ (am+1 - Oém)‘

< an — ap—1] + |ap—1 — ap—o| + ... + |mt1 —
b—a b-—a b—a

< on +2n—1+"'+ om

1 1 1

k=m
1
== 5
k=m
<e
flie jedes
n>m>0C". |
b—a
wobei nach dem Cauchuschen-Konvergenz-Kriterium fiir die geometrische
Reihe
oo o0
Y=y
= il
n=0 n=0 2n
gibt es C7. € N, sodass gilt
b—a
2": 1l e
2k T b—a’

k=m

fiir jedes n > m > C”. . Die Folge (3,)nen ist auch eine Cauchy Folge, weil

bfa
|5n_/8m|:‘Bn_an+an_am+am_ﬁm|
< ‘Bn - an‘ + ’an - am’ + |04m - ﬁm‘
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b—a b—a

Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom gibt es z,y € R mit a,, — = und 3, — v.
Weil

n——oo n—oo
= iz, (B~ o)
. b—a
= lim

gilt x = y. Weil [a, b] eine abgeschlossene Teilmenge von R ist, gilt « € [a, b]
(wenn z > b oder x < a, dann kann weder a,, — x noch £, — x).
Aufgrund der Stetigkeit von f ist

lim f(an) = lim f(B) = /().

Aus Satz 1.7.8 folgt
f(z)= lim f(an) <0,

und
f@) = Tim f(Ba) > 0.
Also gilt f(z) = 0. O

COROLLAR 2.4.2. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion in [a,b]. Sei ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b). Dann ezistiert
x € [a,b] mit f(xg) = c.

BEWEIS. Sei die Funktion g : [a,b] — R definiert durch

g(.’IJ) = f(.f) -G

fiir alle € [a,b]. Dann ist g stetig in [a,b] mit g(a) = f(a) — ¢ < 0 und
g(b) = f(b) — ¢ > 0. Nach Satz 2.4.1 existiert daher ein zg € [a, b] mit

g(xo) =0« f(zg) —c=0< f(xo) =c. O

COROLLAR, 2.4.3. Sei p: R — R eine Polynomfunktion ungeraden Gra-

des d.h. es gibt n € N mit
p(ﬂ?) =ap+ a1x + a2$2 + ...+ a2n$2n + x2n+1’

fiir alle x € R. Dann ezistiert ein xo € R mit p(z¢) = 0.
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BEWEIS. Sei x # 0. Es gilt

_ opal ag ai a2 a2n,
p(z) =z (x2n+1 +127L+127L—1+"'+m+1>'

Also gilt

lim p(z) =400 & lim p(z) = —oc.

Tr—>—+00 T—>—00

Man kann also Stellen a,b € R mit a < 0 < b finden mit p(a) < 0 < p(b).
Deshalb gibt es ein zg € [a,b] C R mit p(zg) = 0. O

Bemerkung. Eine Polynomfunktion geraden Grades braucht keine reelle
Nullstelle zu besitzen, wie das Beispiel p(z) = 2% + 1 zeigt.

Y
p(z) =241

DEFINITION 2.4.4. Eine Funktion f : D — R heifit beschrdinkt, wenn ein
M > 0 existiert, sodass gilt

vxeD(’f(x” < M)

Sei f: D — R eine beschrinkte Funtion mit |f(x)| < M, fir alle x € D.

Dann ist der Graph von f zwischen den horizontalen Linien y = M und
y=-—M.
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Die stetige Funktion p : R — R definiert durch p(z) = 22 + 1, fiir alle
z € R, ist unbeschrankt.

THEOREM 2.4.5. Seien a,b € R mit a < b, und sei f : [a,b] - R eine
stetige Funktion in [a,b]. Dann ezistieren xo,x1 € [a,b] mit f(xg) = m,
flx1) = M und

vxe[a,b] (m < f(ﬂ?) < M)
BEWEIS. Siehe [1], p. 110. O

2.5. Elementare Funktionen

SATZ 2.5.1. Fiir jedes x € R ist die FExponentialreihe

exple) = Y =

20 2t 2?2 23 2t

—1+x1+$2+x3+x4+
11 2 6 24
2 3 4

4o+ 0+ 42 4
= T+ —+—+—4...
2 6 24
absolut konvergent.
BEwEIs. Wenn z = 0, dann gilt
02 0% ot
exp(0) =140+ -+ —+—~+...=1

2 6 24
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Wenn = # 0, dann folgt die Behauptung aus dem Quotienten-Kriterium
(Satz 1.10.7). Mit

[k 2™

n+ 1)l nl(n+1)

xn

Qp = e Qpi1 =

gilt fiir alle  # 0 und n > 2|z|

Ap+1
Qn

O

x"zxn! i < 1
znl(n+1)] n4+1- 2

DEFINITION 2.5.2. Mit der Exponentialreihe definiert man die berithmte
Eulersche Zahl

o

1 1 1

n=0 """

und die Ezponentialfunktion exp : R — R mit exp(x) = e*, fiir alle z € R.

Der Graph von exp(z) ist die folgende rote Kurve:
Yy

x

exp(z) =e

exp H(z) =Inz

(0,1)

s
s
’
s
’
s
s
s
s
-
’
s
s
s
s
s

SATZ 2.5.3. Fiir alle z,y € R gilt:
(1) exp(z +y) = exp(z) exp(y).
(#1) exp(x) > 0.
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(7i1) exp(—z) = m.

(iv) exp(n) = e, fir jedes n € N.
(v) exp(k) = €, fiir jedes k € 7Z.
BEWEIS. Aufgabe. U
Die Formel (v) des Satzes 2.5.3 motiviert die Bezeichnung Exponential-
funktion. Man kann sagen, dass exp(x) die Potenzen ek, k € Z, interpoliert
und so auf nicht-ganze Exponenten ausdehnt. Man schreibt deshalb auch

suggestiv e® fiir exp(x). Die Exponentialfunktion exp ist stetig und streng
monoton wachsend, d.h.

r <2’ = exp(z) < exp(z’),

und bildet R bijektiv auf R™* = {y € R | y > 0} ab. Aus z < 2’ = exp(x) <
exp(z’) folgt exp(z) = exp(2’) = x = y, fiir jedes x, 2’ € R.

DEFINITION 2.5.4. Die Umkehrfunktion
In:R™ R + In(z)
heist natiirlicher Logarithmus.
Die Funktion In ist stetig. Es gelten
e =y & In(y) =1,
exp(In(y)) = ") =y,
In(exp(z)) = lne® =z,
y <y = In(y) <In(y).
Aus y < ¢ = In(y) < In(y) folgt In(y) = In(y') = y = ¢/, fiir jedes
v,y € RT. Es gilt auch die Funktionalgleichung
In(y - ") = In(y) + In(y"),

fiir alle y,y’ € R, Statt In(x) ist auch die Bezeichnung log(z) gebriuchlich.
Fiir jedes € R sind die unendliche Reihen

sin(x):Z(—l) 2n i) :%—%4-%:!:...,

n=0

0 2n+1 3 5
n T
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absolut konvergent. Die absolute Konvergenz folgt unmittelbar aus der ab-
soluten Konvergenz der Exponentialreihe.

[e's) 2n+1 2n+1
3 (G Aoy 1 Z' Moy
o 2n+1
L (2n+1)‘
o

DEFINITION 2.5.5. Seien die trigonometrische Funktionen sin : R — R,
definiert durch z — sin(z), und cos : R — R, definiert durch z — cos(z),
fiir jedes z € R.

Die Funktionen sin(z) und cos(x) sind auf ganz R stetig.

Y

f(z) =sinzx

f(z) =cosx
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]

Die Zahl
vall [0, 2]

ist die eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion cos im Inter-
siehe [1], pp. 142-143). Es gilt

sin(x)? + cos(x)? = 1.

N

DEFINITION 2.5.6. Die Tangensfunktion ist fiir
xE]R\{;r—l—kﬂ'UfEZ}

definiert durch
sin(x)

tan(x) = cos(z)’

Die Cotangensfunktion ist fir x € R\ {k7 | k € Z} definiert durch

cos(z)

cot(z) = Sn(z)’

Es gilt cot(z) = tan (5 — z).
2.6. Differentiation

DEFINITION 2.6.1. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. f heifit in
einem Punkt xg € D differenzierbar, falls der Grenzwert

Plao) = tim TEHW = fle0

existiert. Dabei sind bei der Limesbildung nur solche Folgen (h;,)nen mit

(i) limy,—00 hyy = 0,

(i) hy # 0, fiir jedes n € N,

(iii) xo + hy, € D, fiir jedes n € N.

Der Grenzwert f'(xg) heifit Ableitung von f im Punkt xg. Die Funktion f

heist differenzierbar in D, falls f in jedem Punkt x € D differenzierbar ist.
Man schreibt auch

d d
f;zo), oder %(azo) fir f'(zo).

Der Differenzquotient

f(@o 4+ h) = f(z0)
h
ist die Steigung der Sekante des Graphen von f durch die Punkte (xq, f(xo))
und (xg + h, f(xzo + h)).
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x
. .
Beim Grenziibergang h — 0 = x9 + h — g, geht die Sekante in die
Tangente an den Graphen von f im Punkt (xo, f(z0)) iiber.

BEISPIEL 2.6.2. Fiir eine konstante Funktion f. : R — R, f(z) = ¢, fiir
alle z € R, wobei ¢ € R, gilt

/ IRT) fc(x0+h)_fc(x0)_ : C—C_ . _
fe'@o) = hlglo h B hlino ho hlinoo =0
BEISPIEL 2.6.3. Fir die identische Abbildung idg : R — R,idr(z) = =z,
fiir alle z € R, gilt
Ly 4 o idR(.%'o + h) - idR(l‘o) o
idg'(20) = hlino h B hlglo h h—0

BEISPIEL 2.6.4. Fiir die Funktion g : R — R, g(z) = Az, fiir alle z € R,
wobei A € R gilt

)\({E()—i—h)—)\l‘o — lim Axg + Ah — Axg — lim N\ =\

lim
h—s0 h h—s0 h h—s0

g'(z0) =

BEISPIEL 2.6.5. Fiir die Funktion sq : R — R, sq(z) = 22, fiir alle z € R,
gilt
sq(xo + h) — sq(xo)

sq'(zp) = lim

h—0 h
2 .2
— fim (xo+ h)” —x§
h—s0 h

~ lim xk + 2xoh + h? — 2
h—0 h
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. 2x0h + h?
= hm —_—
h—s0 h
~ lim h(Z’Eo + h)
h—0 h
(2x0 + h)

= lim
h—0
= lim 2x9+ lim h
h—0 h—0
= 21‘0 + 0
= 2{[‘0.
BEISPIEL 2.6.6. Fiir die Funktion inv : R* — R definiert durch

inv(z) = —,
x

fir alle x € R*, gilt

inv(zg + h) — inv(zg)

inv/'(zg) = hlim

~ limy, 0 wo(wo + 1)
1
limy,_—0(xf + zoh)
1
B limh_>0 .Ig + limh_>0 .’L‘()h
1

2240

1

.
Lo
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BEeIspIEL 2.6.7. Fiir die Funktion exp : R — R gilt
exp(20) = exp(wo),
fiir alle o € R (Aufgabe).
BEeispiEL 2.6.8. Fiir die Funktion sin : R — R gilt
sin’(z0) = cos(xp),
fiir alle zg € R.
BEeIspiEL 2.6.9. Fiir die Funktion cos : R — R gilt
cos’(zg) = —sin(xg),

fiir alle zg € R.

59

BEISPIEL 2.6.10. Die Betragsfunktion |.| : R — R, wobei |.|(z) = |z], fiir

alle x € R, ist nicht differenzierbar im Punkt zg = 0. Angenommen

y |zo + h| — |xo]
im ————
h—0 h
Seien die Folgen reeller Zahlen

1 1
n+1’ N

=leR.

Ay =

Dann gilt
1

1= lim ——
n—oo ——
n+1

1
— lim O+n+1‘_’0|
n—>o00 1
n+1
m —
n—>o0 Qo

=1

3
~+
=

li |0+5n| B |Bn|
m —

n—>0o0 Bn

ol

n—s 00 __1
n+1
_1
= lim -2
n—oo —L_
n+1
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was ein Widerspruch ist.

Ist die Funktion f : D — R im Punkt z¢ € D differenzierbar, so ist sie
in zg auch stetig d.h.

lim f(zo+h) = f(xo)
h—0
weil fiir h # 0 gilt:

Fo +h) — flag) = | LB = J@)]

h

2.7. Differentiations-Regeln

SATz 2.7.1. Seien f,g: D — R in x¢g € D differenzierbare Funktionen
und A € R. Dann sind auch die Funktionen

f+g9M,f-g:D—=R
in xo differenzierbar und es gelten die Rechenregeln:
(f +9) (w0) = f'(x0) + g'(w0),
(Af) (o) = Af' (o),
(f - 9)'(x0) = f'(20) - g(wo) + f(0) - ¢’ (wo).
Ist g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist auch die Funktion

[:D—>R
g

in xqo differenzierbar mit
(f)'(xo) _ '(x0) - g(w0) — f(x0) - g (o)
9 9(x0)? .
BEwWEIS. Wir benutzen die fogende Gleichungen:
(f+9)(@o+h) = (f+9)wo) _ flxo+h) = flzo)  g(xo+h) = g(z0)

h h h ’
Af)(zo +h) = (Af)(zo) _ | flao+h) — flzo)
h h ’
(fg)(wo +h) = (fg)(z0)

P =
h

_ f@o+h)g(zo+h) — f(@0)g(xo + ) + f(x0)g(zo + h) — f(z0)g(0)
h
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[f (o + h) — f(xo)lg(xo + h) + f(x0)lg(x0 + ) — g(x0)]

h
Sei f(x) =1, fiir alle x € D. Es gilt
ot~ gew _ 1g(xo) — glzo + 1)
h h g(xo)g(xo + h)
_ 1 [9(960 +h) — g(z0)
g(x0)g(zo + h) h

also gilt

’

(3) = S

Der allgemeine Fall folgt hieraus mithilfe der Produktregel:

’

(g)l(l‘o) = <f;> (z0)

= f'(0) -

= f'(z0) -

(o) - g(w0) — f (o) - g'(w0)

61

O

BEISPIEL 2.7.2. Sei n € NT. Fiir die Funktion f, : R — R definiert

durch
fn(z) = 2",
fir alle z € R, gilt
fa (o) = nag ™,
fiir alle zg € R. Sei n = 1. Es gilt
fi'(zo) = idg’(z0) = 1 = 1f1(z0) L.
Induktionsschritt: Da

Fasa(@) = 2" = 2" = fo(2)idg(a),
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folgt aus der Produktregel

frg1(@o) = (fr - idr)’(z0)
= fu'(w0)idr (x0) + fn(zo)idg'(20)
= fu'(z0)z0 + fn(20)1

(1.v) n—1
=" nxy "z + T

DEFINITION 2.7.3. Seien D C R und f: D — R eine differenzierbare
Funktion in D. Die erste Ableitung von f ist die Funktion f': D — R,
definiert durch

D > xo = f(x0); x9 € D.

Wenn [’ differenzierbar im Punkt xy € D ist, dann heifit der Grenzwert
(f") (x0) die zweite Ableitung von f im Punkt 5. Man schreibt auch

dQC];;O), oder dQ—f(xo).

f"(z0), oder 72

Auf dhnliche Art definieren wir die n-te Ableitung £ (xq) von f im Punkt
o, fiir jedes n € Nt. Fiir n = 0 definieren wir f©) = f.

COROLLAR 2.7.4. Seienn € N, f, g : D — R n-te differenzierbare Funk-
tionen im Punkt xg € D, und A € R. Dann sind auch die Funktionen

im Punkt xog n-te differenzierbar und es gelten die Rechenregeln:

(f +9)"(20) = f") (x0) + g (o),

AN ™ (20) = A (),

(f-9) M (z0) =" (Z) £ (o) - g™ (o).

k=0

BEWEIS. Aufgabe. U
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2.8. Ableitung der Umkehrfunktion und die Kettenregel

SATZ 2.8.1 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei D C R ein nicht-
triviales (d.h. ein aus mehr als einem Punkt bestehended)Intervall, f : D —
R eine stetige, streng monotone Funktion und g = f~1 : f(D) — R die
Umkehrfunktion.

p— sy —2p

gof=idp
Ist f im Punkt xo € D differenzierbar und f'(x¢) # 0, so ist g im Punkt
yo = f(xo) differenzierbar und es gilt
1 1
/
9 \Yo) = = .
W)= Pla) ~ ot

BEWEIS. Sei (/Bn)nEN - f(D) \ {yO} mit ﬁn SN yo. Wenn «, = g(/@n)a

fiir alle n € N, dann gilt o, — g, weil g stetig im Punkt g ist. Da g eine
Injektion ist, gilt 8, # yo = ay # xg, fir alle n € N. Also gilt

9(Bn) — 9(vo)

! = lim
g (yO) n—>oo /Bn — Y%
— lim T %
n—oo f(an) — f(xo)
li 71
ngnoo f(an)—f(fo)
Qn—x0o
B 1
limn, o £102)=7l00)
1
f'(xo)’
weil
o @) = f)
fiwo) = lim pra——

BEISPIEL 2.8.2. Die Funktion In : R™ — R, wobei x — In(x), ist die
Umkehrfunction von exp : R — R. Daher gilt nach dem vorgehenden Satz

1 1 1

In'(yo) = exp’(In(yo)) - exp(In(yo)) W
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SATZ 2.8.3 (Kettenregel). Seien f: D — R und g : E — R Funktionen
mit f(D) C E

DLf(D)gELR,

gof

Die Funktion f sei im Punkt xq € D differenzierbar und g sei in yo =
f(xo) € E differenzierbar. Dann ist die Funktion go f : D — R im Punkt
xo differenzierbar und es gilt

(9o f)(xo) = g'(f(z0)) - f'(w0)-

BEWEIS. Sei die Funktion A : E — R definiert durch

se) oy
h(e) =
g (yo) , €= Yo.

Da g differenzierbar im Punkt yq ist, gilt
lim h(e) = ¢'(y0) = h(yo)

e—Yo
d.h. h ist stetig im Punkt yo. Dariiber hinaus
Veer(g(e) — g(yo) = h(e)(e —yo)).
Wenn e # yp, nutzen wir die Definition von h(e). Wenn e = gy, dann

VecE (0 = 0). Also gilt
(g0 f)(zo) = lim L@ =9 (@)

T—>X0 Tr — X0

o @)@ — fao)]

T—>T0 Tr — X0

= lim h(f(z)) lim @) = f(wo)

T—>X0 T—>X0 r — X

= h(f(xo)) [ (x0)
= h(yo)f'(xo)
= ¢'(f(20)) f'(x0)- 0

BEISPIEL 2.8.4. Sei f : R — R differenzierbar und ¢g : R — R definiert
durch

g(x) = £(2019z + 2020),
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flie alle x € R. Dann gilt
g (z0) = 2019 /(20190 + 2020).
BEISPIEL 2.8.5. Sei g : R — R definiert durch
g(w) = sin(z),
fiie alle z € R. D.h. h = sq o sin. Dann gilt
g (x0) = 2sin(xq) sin’(zg) = 2sin(zg) cos(xo).
BEISPIEL 2.8.6. Sei h : R — R definiert durch
h(z) = cos?(x),
fiie alle z € R. D.h. h = sq o cos. Dann gilt
b (zo) = 2 cos(zg) cos’(zg) = 2 cos(zg)[— sin(zg)] = —2sin(zg) cos(zp).
BEISPIEL 2.8.7. Seien a € R und f : R™ — R definiert durch
fz) =2t
fiir alle z € R. Dann gilt (Aufgabe)
f'(x0) = azf™",
fiir alle 79 € R**.

COROLLAR 2.8.8. Seien f : C - R, g: D — R, und h : E — R mit
f(C) C D und ¢(D) C E

¢ reycp—ypycr R

hogof

Sei f im Punkt xy € C differenzierbar, sei g im Punkt yo = f(xo) € D
differenzierbar, und sei h im Punkt zo = g(yo) € E differenzierbar. Dann ist
die Funktion hogo f: C — R differenzierbar im Punkt xq mit

(hogo f) (o) =M (g(f(z0))) g'(f(x0)) - f (o).
BEWEIS. Aufgabe. U
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2.9. Der Mittelwertsatz

DEFINITION 2.9.1. Eine Funktion f : [a,b] — R hat ein lokales Mazimum
im Punkt & € [a, b], falls es ein € > 0 gibt mit

vze[a,b]“x - §| <ée= f(x) < f(é-))a

Eine Funktion f: [a,b] — R hat ein lokales Minimum im Punk £ € [a, ],
falls es ein € > 0 gibt mit

vxe[a,b}(’x - §| <é= f({L’) > f(g))

Eine Funktion f : [a,b] — R hat ein lokales Extremum im Punkt £ € [a, b]
wenn f ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum im Punkto £ hat.

Eine konstante Funktion hat eine (lokales) Maximum [und eine (lokales)
Minimum] in jedem Punkt ihrer Definitionsbereich. Offensichtlich muss ein
lokales Minimum (Maximum) nicht zwingend ein globales Minimum (Maxi-
mum) sein.

SATZ 2.9.2. Seien f : [a,b] — R und £ € [a,b], Wenn f ein lokales
Eztremum im Punkt & hat und wenn f differenzierbar im Punkt £ ist, dann

gilt f(€) = 0.

BEWEIS. Angenommen f hat ein lokales Maximum im Punkt £. Seien
e >0 mit f(x) < f(£), fiir alle z € [a,b] mit |z — | < e. Es gilt

fE+h) = f(§)

1) = hhglo h
h) — /
i HEEDSO
e e
e
Fiir ein geniigend kleines h gilt f({ +h) — f(§) < 0. Wenn h > 0, dann gilt

fE+h) = f(©)
h

<0 & fle(§) <o

Wenn h < 0, dann gilt
fE+h)—f(§)
h

>0 & f_(&)>0.

Also gilt 0 < f/(§) <0 d.h. f'(§) =0. O
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Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Die Funktion f : R — R, definiert
durch f(x) = 3, fiir alle x € R, hat kein lokales Extremum im Punkt ¢ = 0,
obwohl f/(0) = 0 gilt.

SATZ 2.9.3 (Satz von Rolle). Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] —
R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b). Wenn f differenzierbar in (a,b)
ist, dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

BEWEIS. Wenn f eine konstante Funktion ist, dann gilt f/(c¢) = 0, fiir
alle ¢ € (a,b). Wenn f keine konstante Funktion ist, dann gibt es xo €
(a,b) mit f(zo) > f(a) oder f(xg) < f(a). Sei f(xg) > f(a). Weil f eine
stetige Funktion in [a, b] ist, hat f ein globales Maximum im Punkt £ € [a, b]
(Theorem 2.4.5). Weil xy € (a,b), gilt £ € (a,b) auch. Aus Satz 2.9.2 folgt
f(€) =0. Wenn f(z0) < f(a), arbeiten wir &hnlich. O

COROLLAR 2.9.4 (Mittelwertsatz). Seien a,b € R mit a < b und sei
f :]a,b] = R eine stetige Funktion. Wenn f differenzierbar in (a,b) ist,
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dann gibt es ein c € (a,b) mit

ey 1) = f(0)
1o)==
y -
1)
f(a) \ //,//
FQ) | e
X
a c b

BEWEIS. Sei die Funktion F : [a,b] — R definiert durch

F) = fa) - [T o),

fiir alle z € [a,b]. Offensichtlich, ist F' eine stetige Funktion in [a,b] und
differenzierbar in (a, b). Es gilt

Fla) = ) - 1O

fiir alle z € (a,b). Dariiber hinaus es gilt F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem

Satz von Rolle gibt es ein ¢ € (a,b) mit F'(¢) = 0, und
b) —
F'(c)=0% f'(c) = () = f(a) [)) f(a). O
—a

Geometrische Bedeutung des Mitelwertsatzes: Es gibt ein Punkt (¢, f(c))
des Graphes von f sodasss gilt: die Tangente der Kurve von f im Punkt
(¢, f(c)) parallel zu dem Segment zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

COROLLAR 2.9.5. Seien a,b € R mit a < b und seien f,g : [a,b] — R
zwei stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar sind. Dann gibt es ein
¢ € (a,b), so dass

BEWEIS. Aufgabe. O
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COROLLAR 2.9.6. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar ist. Seien m, M € R mit

m < f'(z) < M,
fir alle x € (a,b). Dann gilt
m(zy —x1) < f(22) — f(21) < M(z2 — 11),
fiir alle 1,9 € [a,b] mit x1 < x3.
BEWEIS. Aufgabe. O

COROLLAR 2.9.7. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] = R eine
stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar ist. Wenn f'(z) = 0, fiir alle
x € (a,b), gilt, dann ist f eine konstante Funktion in [a,b].

BEWEIS. Aufgabe. O

2.10. Treppenfunktionen

DEFINITION 2.10.1. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R, wobei a < b, heift
Treppenfunktion, falls es eine Unterteilung

a=20< 21 < ...<Tp1<xp="0

des Intervalls [a, b] gibt, so dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall (x;_1, z;),
wobei ¢ € {1,...,n}, konstant ist. Sei ¢(x) := ¢, fiir alle x € (z;_1, ;). Die
Werte von ¢ in den Teilpunkten xg,x1,...,z, sind beliebig. Sei Ta,b] die
Menge aller Treppenfunktionen ¢ : [a,b] — R. Das Integral f; ¢(x)dx einer
Treppenfunktion ¢ € Ta, b] ist definiert durch

b n
/ P(x)dx = ZCi(xz‘ — Ti—1).
@ i=1

Das Integral f; ¢(z)dr kann man als die zwischen der z-Achse und dem
Graphen von ¢ leigende Fliche deuten (falls ¢ auf einigen Teilintervallen
negativ ist, sind die entsprechenden Flichen negativ in Ansatz zu bringen).

SATZ 2.10.2. Das Integral f; ¢(z)dx von ¢ € Tla,b] ist unabhingig von
der Unterteilung von [a,b].
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BEWEIS. Seien die Unteteilungen von |[a, b]:

(P): a=20 <21 <...<Tp_1<xTp=2>,

@Q): a=yw<y<.. . <Yn1<Yn=>,
und seien

o(x)=c¢y, x€(xiz1,m;), 1€{1,...,n},

oy) =dj, ye(yj-1,95), Je{l,....,m}.
Es gilt

n

ci(w; —xim) = /P<Z>($)dw = /Q¢(y)dy = Zdj(yj — Yj-1)-

Jj=1

=1
Sei
P <Q Ve, o} It nd—{1,m} (T = Uk,)-

Also gilt

Ti-1 = Ykior < Ykiog+1 < -+ < Yk; = Ti,
und

d; = ¢;, fiir jedes j mit k;_1 < j < k;.
Es gilt

P
Seien P, (Q beliebige Unterteilungen von [a,b]. Dann ist P U @ eine Unter-
teilung von [a, b] mit
P<PUQ & Q< PUQ.
Es gelten
o= [(owiin & [ sz = [ sla)da,
PUQ P PUQ Q

also gilt [, ¢(x)dx = fQ o(y)dy. O
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Sei die Unterteilung
a=x9g<x1=>

des Intervalls [a, b]. Eine Konstante Funtion ¢, : [a,b] — R, wobei ¢.(z) = ¢,
fiir alle = € [a, b], ist eine Treppenfunktion mit

b
/ ¢c(x)dx = Zcz(xz —xi—1) = c(x1 —x0) = c(b—a).
a i=1

SATZ 2.10.3. Seien ¢, € Tla,b] und A € R. Dann gilt:
(1) ¢+ € Tla,b] und

b b b
[ orowi= [ ozt [ v
(73) Ap € Tla,b] und

/a " (A6)(a)dz = A / ' ().

b b
(i) o<v= [ o< [ v
wobei
¢ <P 1 Vacap (0(2) < P(2)).
BEWEIS. Aufgabe O

DEFINITION 2.10.4. Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrinkte Funk-
tion d.h. es gibt m, M € R mit

m < f(x) < M, x € [a,b)].

Sei ¢, € Tla,b] die konstante Funktion m auf [a, b] und sei ¢ps € Ta, b] die
konstante Funktion M auf [a,b]. Es gilt

Seien die Menge

x%ﬁz{A%@MM¢GTMH&¢>f}

mnz{LUWMx¢eTmm&¢sf}
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A(f) ist eine nichtleere Teilmenge von R; da ¢y € Ta,b] und ¢pr > f,
b
M —a)= / om(x)dx € A(f).

A(f) ist eine nach unten beschrinkte Teilmenge von R; fiir alle ff ¢(x)dx €
A(f) gilt

b b
6212 0n= [ o) [ on@de =m0~ a).

B(f) ist eine nichtleere und nach oben beschrinkte Teilmenge von R: fiir
alle [° ¢(z)dx € B(f) gilt

b b
o< f<ou= [ d)n< [ out)z =Mb-a)

2.11. Das Oberintegral und das Unterintegral

DEFINITION 2.11.1 (Supremum, Infimum). Sei A C R. Eine Zahl s € R
heifit Supremum (bzw. Infimum) von A, falls s kleinste obere (bzw. groste
untere) Schranke von A ist. Dabei heifit s kleinste obere Schranke von A,
falls gilt:

(7) s ist eine obere Schranke von A (a € A = a < s).

(73) Ist s’ eine weitere obere Schranke von A, so folgt s < s'.

Dabei heif3t ¢ groste untere Schranke von A, falls gilt:

(7) t ist eine untere Schranke von A (a € A= a > t).

(#1) Ist t' eine weitere untere Schranke von A, so folgt ¢’ < ¢.

Es ist klar, dass die kleinste obere Schranke (bzw. groste untere Schranke)
im Falle der Existenz eindeutig bestimmt ist. Man bezeichnet sie mit

sup(A) [bzw. inf(A)].

Zum Beispiel
sup(0,1) =1 & inf(0,1) =0.

THEOREM 2.11.2. Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrdnkte
Teilmenge A C R besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

BEwEIs. Mithilfe des Vollstandigkeitsaxioms (siehe [1], S. 89). O
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DEFINITION 2.11.3 (Oberintegral, Unterintegral). Sei f : [a,b] — R eine
beliebige beschriankte Funktion. Dann setzt man

/abf(fr)dw—ian(f) —inf{Lb¢(x)dw | ¢ € Tla,b) & ¢ > f},

b b
[ 1@ =sw (5 =su{ [ o@ae |6 € Tt o < 1.
Fiir jede Treppenfunktion ¢ € Ta, b] gilt (Aufgabe)

/:qs(x)dx - /b o(x)dz = / ’ b(a)de

Sei die Dirichlet-Funktion Dir : [0, 1] — R, definiert durch

. B 1 ,JJEQH[Oal]
Dir(x) —{ 0 ,zelnlo,1],

Es gilt [} ¢1(z)dz € A(Dir) und [ ¢(x)dz € A(Dir) = ¢ > ¢1. Es folgt

/Dlr dx—/qﬁl 1(1-0) = 1.

Es gilt fo ¢o(x)dr € B(Dir) und fo x)dx € B(Dir) = ¢ < ¢. Es folgt

/Dlr da:—/ bo(x 0(1-0)=0
/OlDir(x)dx;é /01 Dir(z)dz

2.12. Das Riemannsche Integral

d.h.

DEFINITION 2.12.1. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit
Riemann-integrierbar, wenn

[ s = [ s
/ab f(z)dx = /abf(x)dx.

In diesem Fall setzt man
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Jede Treppenfunktion ist Riemann-integrierbar, aber die Dirichlet-Funktion

ist nicht.

SATZ 2.12.2. Es gelten:

(1) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

(7i) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

BEWEIS. Siehe [1], S. 198.

O

SATZ 2.12.3. Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen und X\ € R.

(1) Die Funktion f + g ist integrierbar und es gilt

/ab (f +9)(z)dz = /abf(x)d:c + /abg(x)dx.

(#i) Die Funktion \f ist integrierbar und es gilt

/ab (M) (@)dz = /\/ab F(@)da.

b b
(7i7) f §g:>/ f(x)dx §/ g(z)dx,
wobet

f<g& \v/are[tub] (f(i’) < g($))

(iv) Die Funktion |f| ist integrierbar und es gilt

| @ < [ 1@

(v) Die Funktion f - g ist integrierbar.

BEWEIS. Siehe [1], S. 199.

O

SATZ 2.12.4. Seia <b< cund f : [a,c] — R eine Funktion. f ist genau
dann integrierbar, wenn sowohl die Beschrinkung f,y der Funktion f auf
[a,b] also auch die Beschrinkung fp, der Funktion f auf [b,c] integrierbar

sind und es gilt dann

/:f(x)dx:/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx.

BEWEISs. Siehe [1], S. 207.
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DEFINITION 2.12.5. Seien a < b und f : [a,b] — R eine beschrinkte
Funktion. Man setzt

/aa f(z)dz = 0.

Sei f Riemann-integrierbar. Man setzt
a b
/ f(z)dz = —/ f(x)dx.
b a

2.13. Integration und Differentiation

SaTz 2.13.1. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und c € [a,b]. Fiir
x € [a,b] sei
Flz) = / F(t)dt.

Dann ist die Funktion F : [a,b] — R differenzierbar und es gilt F' = f. Die
Funktion F heifit das unbestimmte Integral von f.

BEWEIS. Siehe [1], S. 209. O

DEFINITION 2.13.2. Eine differenzierbare Funktion F' : [a,b] — R heifit
Stammfunktion einer Funktion f : [a,b] — R, falls F' = f.

Also das unbestimmte Integral eine Stammfunktion des Integranden ist.

SaTz 2.13.3. Sei F' : [a,b] — R eine Stammfunktion von f : [a,b] — R.
FEine weitere Funktion G : [a,b] — R ist genau dann Stammfunktion von f,
wenn F'— G eine Konstante ist.

BEWEIS. (i) Sei F—G = ¢, wobeic € R. Dannist G' = (F—c¢) = F' = f.
(ii) Sei G Stammfunktion von f, also G’ = f = F'. Dann gilt (F — G)' =0,
daher ist F' — G konstant (Corollar 2.9.7). O

THEOREM 2.13.4 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
nung). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und F' eine Stammfunktion
von f. Dann gilt

/b f(z)dx = F(b) — F(a).
Bewers. Fiir z € [a, b] sei

Glz) = / " e,
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Ist F' eine beliebige Stammfunktion von f, so gibt es nach Satz 2.13.3 ein
¢ € R mit

F—-—G=c.
Deshalb ist

F(b) — F(a) = (G(b) 4+ ¢) — (G(a) +¢)
G(

— G(b) - Gla)
=l%wﬁ—lwwﬁ
:/abf(t)dt—o

_ / " Ho.

b
= F(b) — F(a).

a
Die Formel von Theorem 2.13.4 schreibt sich dann als

[ e = F

Man setzt

F(x)

b

a

BEISPIEL 2.13.5.

/0 " = /0 (idg)di = idg (2)

1 1 1
1 1 1 1 1
/ zdr = / <x2>/dx = <1:2> =-12-20*2==
0 0 \2 2 0o 2 2 2
1 1 1
/ w2dr = / 1563 "doe = lx?’ = 113 — }03 = 1
0 0o \3 3 )y 3 3 3
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2.14. Die Substitutionsregel und partielle Integration

SATZ 2.14.1 (Substitutionsregel). Sei f : [a/,b] — R eine stetige Funk-
tion und g : [a,b] — [d’, V] eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. ¢’ eine
stetige Funktion ist). Dann gilt

b g(b)
[t wie= [ s
@ g(a)

BEWEIS. Sei F' : [d/,b'] = R eine Stammfunktion von f. Fiir die Funk-
tion F o g : [a,b] — R gilt nach der Kettenregel

(Fog)'(t) =F'(g(t)g'(t) = f(a(t)d'(2).
Daraus folgt nach Theorem 2.13.4

g9(b)
= / f(x)dx. O
g

BEISPIEL 2.14.2. Seien f(z) = %, wobei z # 0, und g : [a,b] — R eine
differenzierbare Funktion in [a, b] mit g(t) # 0, fiir jedes t € [a, b], und sei ¢’
stetig in [a, b]. Es gilt

b g’(t) B b /
/a g(t) dt—/a Flg(t))g'(t)dt
g(b)

BreispieL 2.14.3. Fiir ¢ € R gilt

b
/ flt+c)dt = f(z)dz.

+c
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Sei g(t) =t + c. Es gilt ¢'(t) = 1 und

b b
/ F(t+ )t = / F(a(t)g/ (Dt

g(b)
= / f(x)dx
g(a)

b+c

BEISPIEL 2.14.4. Fiir ¢ # 0 gilt

/abf(ct)dt: i/;cf(x)dx

Sei g(t) = ct. Es gilt ¢'(t) = ¢ und

b b
| stende=3 [ soeng e

= /g(gab f(x)dx
s

SATZ 2.14.5 (Partielle Integration). Seien f,g
differenzierbare Funktionen. Es gilt

b
/ f(@)gd (@)dz = f(x)g(x)

BEwEIs. Fir F' = f- g gilt

F'(z) = f'(2)g(z) + f(2)g (z) & f(x)g'(x) =

fiir jedes x € [a, b]. Also gilt

: [a,b] = R zwei stetig

/ F(2))g' () = / F(z) — f'(2)g(x))da

/F' d:c—/f
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b

b
— f@)g()| - / o) ' (z)de. 0

BEISPIEL 2.14.6. Seien a,b > 0. Es gilt

/a ' ()i = / ' (o)l ds

b b
= zln(x) —/ In'(x)xdx

a

b b 1
= zln(x) —/ —zdx

x
b b
= zln(x) —/ dx

=zln(z)| — =z

= [zln(z) — ]
ab

= [z(In(z) — 1)]
BEISPIEL 2.14.7. Sei das Integral

I= /e’” cos(z)dz.

a

Es gelten
I= /(e’”)’cos(x)d:z
= e" cos(x) — /ex[— sin(x)|dx
= e” cos(x) + /em sin(x)dx
= e cos(x) + J,
und

J= / " sin(z)dz
- / (c7 sin(x)dz
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= e”sin(x) — /e‘” cos(z)dx
= e®sin(x) — 1.
Also gilt

I =e"cos(x) +e"sin(z) — I & I = %[cos(az) + sin(x)].



KAPITEL 3

Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik

Die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Statistik sind Disziplinen der Ma-
thematik, die der Untersuchung von Gesetzméfigkeiten, die durch den “Zu-
fall” beeinflufit werden, gewidmet sind.

3.1. Wahrscheinlichkeitsrdume

Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit von Ereignissen. Zum Beispiel wie wahrscheinlich ist es beim
fiinfmaligen Wiirfeln mehr als dreimal eine Sechs zu wiirfeln?

Um Wahrscheinlichkeiten berechnen zu kénnen, muss das Zufallsexpe-
riment auf geeignete Weise modelliert werden. Die moglichen Ausgéinge ei-
nes Zufallsexperiments werden FElementarereignisse genannt. Wir bezeich-
nen die Menge der Elementarereignisse eines solches Experiments stets mit
dem Buchstaben (2.

BEISPIEL 3.1.1. Augenzahl beim einmaligen Werfen eines Wiirfels:
0 =11,2,3,4,5,6}.
BEISPIEL 3.1.2. Augenzahlen beim zweimaligen Werfen eines Wiirfels:

Q2 ={(1,1),(1,2),(1,3),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,1),...,(6,6)}
=1{1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6}
= Ql X Ql
:{(i,j)eNxN]z’eﬂl &jEQl}
Fiir die Kardinalitit |Q9| von Qg gilt
|Q2] =[] - [] =6-6=36.

81
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BEISPIEL 3.1.3. Gewicht einer zuféllig gewéihlten Person in Kilogramm:
Q3 ={reR|0<z<1000}.

Dasselbe Zufallsexperiment kann also auf unterschiedliche Weise modelliert
werden. Z.b. fiir das Gewicht einer zufillig gewahlten Person in Kilogramm
konnen wir die folgenden Mengen nutzen

Q3 ={2z€Q|0< 2z <1000},

Q" ={zeR|0< 2 <750},
DEFINITION 3.1.4. Sei 2 die Menge der Elementarereignisse eines Zu-
fallsexperiments und P(2) die Potenzmenge von 2, also die Menge der Teil-

mengen von Q. Eine Ereignismenge auf Q) ist eine Menge A C P() mit
folgenden Eigenschaften:

(E1) D€ Aund Q € A.
(E2) Fiir jedes A € A liegt auch 2 — A € A, wobei
N-A={weQ|wd¢A}
(E3) Fiir jede Familie (A4;),en+ in A d.h.
Are A, Ay e AJAs3 € A, ...,
es gilt

[j A, € A,
n=1

wobei

[o¢]
U Ay ={we Q| I en+ (we A}

n=1
Die Elemente von A werden FEreignisse des Zufallsexperiments genannt.

Ist € eine endliche Menge, dann betrachtet man héufig die Ereignismen-
ge
A="P(Q).
Ist Q = [a,b] ein Intervall in R, dann betrachtet man die kleinste Ereignis-
menge
-Aa,b

die alle Teilintervalle von §2 enthilt, z.B. (a, aTM) und (’IT‘H’, b).

BEISPIEL 3.1.5. Beim einmaligen Werfen eines Wiirfels wird der Wert 6
erzielt:

A = {6} S P(Ql) =A;.
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BEISPIEL 3.1.6. Beim zweimaligen Werfen eines Wiirfels betrigt die Au-
gensumme mindestens 11:

Ay = {(57 6)7 (6a 5)7 (67 6)} € 73(92) = As.

BEISPIEL 3.1.7. Das Gewicht einer zuféllig gewéhlten Person liegt zwi-
schen 60 und 80 kg in 3:

Az = (60, 80) € ./4071000.

SATz 3.1.8. Sei A eine Ereignismenge auf Q2 und A, B, Ay, ..., A, € A.
Es gelten:
(i) AAU...UA, € A.
(ii) AUB € A.
(i) Ayn...NA, € A
(iv) AN B € A.
(V) A—B={weQ|weA&w¢B}cA

BEWEIS. (i) Sei die Familie
Ay, Aoy A, 0,0,0,. ...
Nach der Eigenschaft (E3) es gilt

Ua=JAreA
k=1 k=1

(ii) Es folgt aus (i).
(iii) Es gilt

AN nAy = () Ak
k=1

:Q—{O(Q—Ak)]

:Q—[(le—Al)u...u(Q—An)].

Nach der Eigenschaft (E2) es fogt (Q — Al), e (Q — An) € A, und aus (i)
es folgt (Q — Al) U...uU (Q — An) € A. Nach der Eigenschaft (Fs) es fogt
AiN...NA, €A

(iv) Es folgt aus (iii).

(v) Da A— B =AnN(Q— B), es folgt aus (iv).
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Schliellich muss zur Modellierung eines Zufallsexperiments jedem Ereig-
nis noch eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

DEFINITION 3.1.9. Sei 2 die Menge der Elementarereignisse eines Zu-
fallsexperiments und A C P(Q2) eine Ereignismenge. Eine Abbildung P :
A — R wird Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind.

(Py) Fiir alle A € A gilt P(A) >0
(P2) Ist (An)nen+ eine Familie in A mit

ApNA, =0, fiir alle m,n € N mit n # m,
dann gilt
P( U An> => P(4,)
n=1 n=1
(P3) Es gilt P(Q) =
Das Tupel (€2, A, P) wird dann ein Wahrscheinlichkeitsraum gennant.

Die Zahl P(A) gibt an, wie wahrscheinlich es ist, dass das Ereignis A € A
bei einer Ausfithrung des Zufallsexperiments eintritt.

P(A) =0: Das Ereignis A tritt niemals ein.

P(A) =1: Das Ereignis A tritt sicher ein.

1
P(A) = 3" “fifty-fifty”

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt ist genauso grofl wie die Wahr-
scheinlichkeit, dass A nicht eintritt.

SATZ 3.1.10. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A.
Es gelten'

) P(0) =

i) P(Q— A) =1— P(A).

iii) Wenn AN B =0, dann gilt P(AU B) = P(A) + P(B).
iv) Wenn A C B, dann gilt P(A) < P(B).

v) Wenn A C B, dann gilt P(B — A) = P(B) — P(A).

(i
(
(
(
(
(vi) P(LAUB)+ P(ANB) = P(A) + P(B).
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BEWEIS. (i) Sei die Familie (A4,),en+ in A definiert durch

Q ,n=1
m={y st

Nach der Eigenschaft (P») es folgt

P =P Un) =3 Pl =Py + 3 PO),
n=1 n=1 n=2

also gilt

Es gilt P(#) > 0. Angenommen P(()) > 0. Dann gilt > >, P(#) > 0. Also
gilt P(0) = 0.
(ii) Sei die Familie (By,),en+ in A definiert durch

A ,n=1
By={ Q-4 ,n=2
0 ,n > 2.
Nach der Eigenschaft (P») es folgt

1= P(Q)
_ p< Ql Bn)

=P(A)+P(Q—-A4)+ i P(0)
n=2

= P(A)+ P(Q— A).
(iii) Sei die Familie (C),),en+ in A definiert durch

A ,n=1
C,=< B ,n=2
0 ,n>2

Nach der Eigenschaft (P») es folgt

P(AUB) :P< :On>

n

= Z P(Cn)
n=1
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=P(A)+ P(B)+ i P(0)
n=2

= P(A) + P(B).
(iv)-(vi) Aufgabe. O
BEISPIEL 3.1.11. (Wurf einer fairen Miinze). Bei einem Wurf einer fairen
Miinze kann sich Kopf oder Zahl ergeben, wobei diese beiden M6glichkeiten
die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Zur mathematischen Modellierung

dieses Vorgangs kann Kopf mit der Zahl 0 und Zahl mit 1 identifiziert werden
und dann

Q = {0,1},
A="P(Q) = {0,9,{0},{1}},

PW) =0, P@) =1, P({0}) = P({1}) = 1.

gewdhlt werden. Die Menge 2 fafit die moglichen Ausgéinge des Miinzwurfs
zusammen. Mit diesen Ausgéngen sind die durch A beschriebenen Ereignisse

() : Es wird weder Kopf noch Zahl geworfen,

{0} : Es wird Kopf geworfen,
{1} : Es wird Zahl geworfen,
Q. Es wird Kopf oder Zahl geworfen

verbunden. Da die Miinze als fair vorausgesetzt wurde, besitzen diese Ereig-
nisse “offensichtlich” die durch P angegebenen Wahrscheinlichkeiten.

Eine sehr oft geworfene faire Miinze zeigt in etwa der Halfte aller Félle
Kopf. Diese Gesetzmmaéfigkeit wird im sogennant Gesetz der groffen Zah-
len, einem zentralen Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie, mathematisch
gefafit (Siehe [5], Kapitel 7).

BEISPIEL 3.1.12. (Wurf einer unfairen Miinze). Bei einem Wurf einer
Miinze, die bevorzugt auf eine der beiden Seiten fillt, d.h. einer unfairen
Miinze, konnen €2 und A wie in Beispiel 1 gewéhlt werden. Mit einem ge-
eigneten p € [0, 1] ist dann allerdings P gem#8

P@®) =0, P() =1, P({0})=p, P{1})=1-p

zu modifizieren.
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BEISPIEL 3.1.13. (Wurf einer fairen Wiirfels). Anders als in den Bei-
spielen 3.1.11 und 3.1.12 sind in diesem Fall sechs Ausgéinge moglich, wobei
diese wie in Beispiel 3.1.11 gleichwahrscheinlich sind. Nun kann durch

0 ={1,2,3,4,5,6},
Ai = P(Q1), wobei [P(Qy)| = 25,

P({1}) = P(12) = P({3}) = P(14}) = P({5)) = P({6}) = .
Py =r(Uw) =S pin =15l aer@

k€A keA
ein zur Modellierung geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum (4,.41, P) defi-
niert werden. Das Ereignis “Es wird mindestens eine 3 gewiirfelt” ist dann
gegeben durch A = {3,4,5,6}. Es gilt
4 2
P(A) = P({3}) + P({4}) + P({3}) + P({6}) = ¢ = -
BEISPIEL 3.1.14. (Zweimaliger, unabhéngiger Wurf einer fairen Wiirfels).
Wir nutzen die folgende Modellierung;:
Qo ={(,j) ENXN|1<4,j<6}, [Qf=36

Ay =P(Q), | Ag| =23,

P({(i,5)}) = % fiir alle (i, j) € Q,

py=p( U @)= 3 Pa) =2 acpa.
36

(1,)€A (i,5)€A
DEFINITION 3.1.15. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien
A, B € A mit P(A) > 0. Dann nennt man
P(ANB)
P(A)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter Bedingung A.

P(BJA) =

Die Zahl P(B|A) gibt an, wie wahrscheinlich das Ereignis B ist, wenn
wir voraussetzen, dass das Ereignis A eintritt. Sei P(A) > 0. Es gilt

P(AlA) =1,
P((Q = A)|A) = P(A|(Q - A)) =0,
P(A|Q) = P(A).
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BeispiEL 3.1.16. Eine Computerfirma bezieht 1000 Speicherchips von
einer Herstellerfirma H; und 4000 Speicherchips von einer weiteren Herstel-
lerfirma Hy. Von der Firma H; sind 100, von der Firma Hs sind 200 Chips
defekt.

Frage 1: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewihlter
Chip von Firma H; defekt ist?

Frage 2: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig gewahlter
Chip von Firma Hy stammt, wenn der Chip defekt ist?

Modellierung: Wir setzen Q = {1,2,...,5000}, A := P(R2), und definieren
P: A — R durch

1
P 1 —_ —
() = 5500°
fiir alle 4 € 2, und

_ 1D

P(D) = 5000’

fiir alle D C ). Seien die Ereignisse

A : Der zufillig gewéhlter Chip stammt von Firma Hj,

B : Der zufillig gewahlter Chip stammt von Firma Ha,

C': Der zufillig gewahlter Chip ist defekt.

Fiir die Beantwortung von Frage 1 muss die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(C|A) ausgerechnet werden. Es gilt

ANC
P(C|A) = P(ANC) _ S _sn _ 100
1000 1000
P(4) 1000" = 1000~ 700

0, 1.

Fiir die Beantwortung von Frage 2 muss die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(B|C) ausgerechnet werden. Es gilt

BnC
p(picy = PEOO) _ T _ s 202
300 300 :
P(C) 5000 5000 300 3

DEFINITION 3.1.17. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Er-
eignisse A, B € A heiflen stochastisch unabhdngig, wenn

P(ANB) = P(A) - P(B)

gilt.
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BEISPIEL 3.1.18. Beim Roulette wird 5-mal die Kugel geworfen. Ist die
Wahrscheinlichkeit fiir die Farbe “schwarz” im fiinften Wurf hoher als nor-
mal, wenn in den ersten vier Wiirfen “rot” gefallen ist? Mit anderen Worten,
sind die Ereignisse

A : In den ersten vier Wiirfen fillt rot,

B : Im fiinften Wurf fallt schwarz

abhingig oder unabhéngig voneinander?

Modellierung: Zur mathematischen Modellierung dieses Vorgangs kann rot
mit der Zahl 0 und schwarz mit 1 identifiziert werden. Wir setzen

Qo ={0,1} Q=05=Q xQ x Q xQ x Q,
und A := P(Q). Wir definieren P : A — R durch

P({(z1, 2, 23,24, 25)}) = o

fiir alle (x1, 2, x3, x4, x5) € Q, und

D
p)="21

fir alle D C Q. Es gilt
A =1{(0,0,0,0,0,0),(0,0,0,0,0,1)},

B = Q% x {1},
An B ={(0,0,0,0,0,1)},
1
224 1
P(A)P(B) = 555 = 55 = P(AN B).

Satz 3.1.19. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, B
zwei Ereignisse mit P(A) > 0 und P(B) > 0. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(i) Die Ereignisse A, B sind stochastisch unabhingig.
(i) Es gilt P(A|B) = P(A).
(7it) Es gilt P(B|A) = P(B).
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BEWEIs. (i) = (ii): Es gilt
P(ANnB) P(A)P(B)

P(AIB) = S = SRS = P,
(ii) = (iii): Es gilt
P(B|A) = P(;l(z)B)
P(ANB) 1
- (@)
_ P(A\B)P(B)P(lA)
- <A>P<B>P(1A)
— P(B).
(iii) = (i): Es gilt
P(B|A) = P(B) & P(;‘(Z)m — P(B) & P(ANB) = P(A)P(B). O

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A wird also durch die Annahme,
dass B eintritt (oder nicht eintritt) nicht beeinfluft.

3.2. Zufallsvariablen

SATZ 3.2.1. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung
X:Q—=R,
Dowr— X(w)eR
wird Zufallsvariable gennant. Sei
Ax ={BCR| X YB) e A},
wobei
X 'B)={weQ|X(w) € B}
das Urbild von B unter X ist. Sei die Funktion
PX : .AX —R
Ax 3 B~ Px(B) = P(X"(B)).
Man nennt die Funktion Px die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X. Das
Tupel (R, Ax, Px) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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BEWEIS. Ax ist eine Ereignismenge auf R:
ReAx o X (R edas Qe A,
PecAx e X 1) cAs e A,
BeAx & X 1(B) e A,
R-BeAx < X '(R-B)e A= Q- X"1(B)eA
Also gilt B€ Ax = R — B € Ax. Es gilt

UBneAX@X1<UBn> cAde | JX (B e A

Also gilt
Voz1(Bn € Ax) = | Bn € Ax.

n=1

Px ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung: Es gilt
Px(B)=P(X"(B)) >0.
Sei (Bp),en+ eine Familie in Ax mit

B,NB, =0, firalle m,n € NT mit n # m.

Dann gilt
X YB,)NnX"YB,) =X"YB,NB,) =0, fir alle m,n € N mit n # m.
Es gilt
re(Um)- ( 1(UBn))
n=1 n=1
— ZP(X‘l(Bn))
n=1
= Px(By)
n=1
Es gilt
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In der Regel enthélt Ax zumindest alle Intervalle I C R. Dann gibt
Px (I) die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass X (w) fiir ein Elementarereignis
w € Q im Bereich I liegt. Beispielsweise ist Px ((2, 3)) die Wahrscheinlichkeit
fir 2 < X(w) < 3.

BEISPIEL 3.2.2. X (w) = w : Augenzahl beim einmaligen Werfen eines
Wiirfels:

Px([1,6]) = 1, Zahl zwischen 1 und 6 wird immer gewiirfelt,

Px({7}) = 0, unmoglich, eine 7 zu wiirfeln,

1
Px({1}) = 3 Wahrscheinlichkeit fiir eine 1,
1 el
Px([1,2]) = 3 Wahrscheinlichkeit fiir eine 1 oder 2,

Px((1,6)) = -, Wahrscheinlichkeit fiir eine 2, 3, 4 oder 5.

~— CO\[\D

An Stelle von Px({a}) schreibt man auch

fiir einen einzelnen Wert a € R.

DEFINITION 3.2.3. Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) und Px die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Die Abbildung

Fx : R—R
a— Fx(a),

Fx(a)=P({X <a}) = Px(—o0,a]) = P(X_l(—oo,a])

wird Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen genannt. Nimmt F'x nur end-
lich viele verschiedene Wert an, dann nennt man X eine diskrete Zufallsva-
riable. Ist F'x eine stetige Funktion, dann nennt man die Zufallsvariable X
kontinuierlich.
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BEISPIEL 3.2.4. Fur das einmalige Werfen des Wiirfels erhalten wir die
folgende Verteilungsfunktion

,a <1
, 1 <a<?2,

,2<a<3,
73§a<47
,4<a<b,

, D < a <6,
,a > 6.

Fx(a) =

— oot WY NI Wi o= O

DEFINITION 3.2.5. Sei X eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P). Dann ist der Erwartungswert FE(X) von X
definiert durch

B(X)=> z,P(X =),
n=1

wobei x1, 9, x3,... die einzigen Werte sind, die X annehmen kann. Den
Wert

Var(X) = 0% = B((X — B(X))?)
nennt man die Varianz und

ox = \/E((X — E(X))?)

die Standardabweichung der Zufallsvariablen.

BEISPIEL 3.2.6. (Einmaliges Werfen eines Wiirfels) Es gilt

6 6
1 16-7 42
E(X)_;kP(X_k:)_GZk—GQ—12—3,5.

Sei die Variable

V(@)= (X() -~ B(X))" = (v - B(X))" = (@~ 3,5,
fir alle w € {1,...,6}. Die Variable Y hat fiir X(w) € {3,4} den Wert
(%)2 =1 fiir X(w) € {2,5} den Wert (%)2 =2, und fiir X(w) € {1,6} den
Wert (2)2 = %.
Die Varianz hast also den Wert

11 19 125 135 35
Var(X) = BY) = 50430437 =31 ~ 12
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und die Standardabweichung betrigt

35
ox =/ Var(X) = o
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