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KAPITEL 1

Vektorrdume und lineare Abbildungen

In diesem Kapitel werden wir uns mit den fundamentalen Eigenschaften
der Vektorrdumen (auch lineare Rdume gennant) und mit den linearen Ab-
bildungen zwischen ihnen beschéiftigen. Ein Vektorraum ist eine Menge aus-
gestattet mit einer linearen Struktur, und eine lineare Abbildung zwischen
Vektorrdumen ist eine Funktion zwischen deren entsprechenden Mengen, die
die lineare Struktur der Vektorrdume erhélt.

1.1. Vektorraume

DEFINITION 1.1.1. Ein Vektorraum, oder ein linearer Raum, iiber R ist
eine Struktur V := (X;+4,0,-), wobei X ist eine Menge, 0 € X, und +,-
sind Funktionen

+: X xX—->X, (ryr—azty zeX yeclX,

RxX =X (a,x)—a-z; a€R, zxeX,

sodass folgende Bedingungen erfiillt sind:

VR7) VaexVaper((ad) -z =a- (b-x)).
VRg) mEX(l - T :m),
Der Einfachheit halber schreiber wir ax statt a - x. Das Triplett (4,0, -)

(

(VRz) zeX(CU-l-O:O-i-x:x).

(VR3) VaexIyex (z +y =0).

(VR4) Yoyex(z+y=y+x).

(VRs) J»‘yeraeR(a'(x‘Fy)Za'x—l-a-y).
(VR6) VoexVaper((a+b)-x=a-z+b-x).
(VR7)

(

1



2 1. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

nennt man die Signatur des Vektorraumes V. Wenn wir statt R, einen be-
libigen Koérper! F betrachten, heiit die entsprechende Struktur ein Vektor-
raum iiber F. Also, ein Vektorraum tieber R wird auch realler Vektorraum
gennant, und ein Vektorraum iiber dem Korper der komplexen Zahlen C
heifit einer komplexer Vektorraum. Wenn V ein Vektorraum ist, heiflen die
FElementen von X Vektoren. Ein Vektorraum heifit nicht-trivial, wenn er
einen Vektor z enthilt, der ungleich 0 ist. Wenn nicht anders angegeben,
sind die Vektorrdume, die hier betrachtet werden, realle Vektorrdaume. Wenn
die lineare Struktur tiber X klar ist, verwenden wir der Einfachheit halber
X um den Vektorraum V zu bezeichnen.

Es wird daran erinnert, das wenn X,Y Mengen sind, dann
XxY ={(z,y) |z e X &yeY},
und wenn (z,y), (¢/,y’) € X x Y, dann
(z,y) =@ ) ea=2"Lky=y.
BEISPIEL 1.1.2. Sei die Struktur R™ := (R"; +,0, -), wobei
R":={(z1,...,zp) |1 €eR & ... & z, € R},

(1, yzn) = (Y1, yyn) e x1 =1 & ... & zp = Yn,
(@1, @n) + (W1, yn) == (@1 Y1, T+ Yn),
0:=(0,...,0),
a-(x1,...,2pn) = (azxy,...,azy,).
Es ist offensichtlich, dass R™ ein Vektorraum iiber R ist, und ebenso ist
Q" := (Q";+4,0,-) ein Vektorruam iiber Q, und C" := (C™;+,0,-) ein
Vektorraum iiber C.

1Ein Korper ist eine Struktur (F;4,0,-,1), wobei F ist eine Menge, 0,1 € F, + :
FxF —F, und - : F X F — F sodass zusammen mit den Eigenschaften (VR1) — (VR4)
folgende Bedingungen erfiillt sind:
Voyzer(z-(y-2) = (z-y)-2).
Voyzer(z- (y+2)=z-y+a-2).
Vx,ye]p(x cy=1y- x)
Vme]}?(l cx = m)
Vzg]F(ZU #0= Jycr(z-y = 1))
Man sieht sofort, dass die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R und die Komplexen
Zahlen C eine Koérper Struktur haben. Eigentlich, ist Q ein Unterkdrper von R und R ist
ein Unterkérper von C d.h. die Korper-Signatur (4,0,+,1) von Q ist iibernommen von

der Korper-Signatur von R, welche widerum von der Kérper-Signatur von C iibernommen
wird.
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Wenn F(X,Y) die Menge aller Funktionen von X nach Y ist und f,g €
F(X,Y), dann

f =9 Veex(f(z) = g(z)).
BEISPIEL 1.1.3. Seien X eine Menge und F(X) die Menge aller Funk-

tionen von X nach R. Wir definieren die Funktionen f + g, 0" und a- fs
wobei a € R, durch

(f +9)(@) = flz) +g(x); weX,
GX(:I:) =0; xz€X,
(a-f)@) = af(@); @ €X.
Die Struktur F(X) := (F(X); +,0%, -) ist ein Vektorraum {iber R.
Das Beispiel 1.1.3 zeigt, dass es moglich ist ein mathematisches Objekt

als einen Vektor zu betrachten, obwohl keine unmittelbare geometrische In-
tuition damit assoziiert wird. Wenn jedoch

n:={0,1,...,n— 1},

kann ein Element von R™ mit einer Funktion f: n — R identifiziert werden,
und dann ist das Beispiel 1.1.2 ein Spezialfall von Beispiel 1.1.3.
Wenn f,g € F(X) und a € R, definieren wir

f< g Voex (f(z) < g(z)

)
fga:@fSEX@VzeX(f(x)Sa))’

x) = a, fiir jedes x € X.

wobei @ (

BEMERKUNG 1.1.4. Sei V := (X;+,0,-) ein Vektorraum, a,b € R, und
seien x,y, z,w € X. Es gelten folgenden Eigenschaften:
) Wenn z =w und =y, dann z +z = w + y.
i1) Wenn zx =y und a = b, dann a -z = b - y.

iv) 0-x=0.

(i
(
(7i1) Wenn z +y = x4+ 2z = 0, dann y = z.
(
(

v) (=1) - x = —x, wobei, wegen (7ii), —z das einzige Element y von X in
Bedingung (VRg3) ist, sodass z +y = 0.

(vi) Wenn z # 0 und a - = = 0, dann a = 0.
BEwEIs 1.1.5. Aufgabe.
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1.2. Unterrdume

DEFINITION 1.2.1. Sei V := (X;+,0,) ein Vektorraum, und ¥ C X
mit den folgenden Bedingungen:
(i) Yyyey(y +y €Y),
(1) 0 €Y,
(i11) VyeyVaer(a-y €Y).
Dann heifit die Struktur

Vy = Y, +y«v, 0, rxy),

wobel +yy ist die Beschrinkung von + auf ¥ X Y und +gxy von - auf
R x Y, ein Untervektorraum von V, oder einfacher ein Unterraum von V.
Wir schreiben Vjy <V um zu bezeichnen, dass Vy ein Unterraum von V
ist, obwohl wir wegen Einfachheit, auf den Unterraum Vy hinweisend nur
die Menge Y erwédhnen, und dazu schreiben ¥ < X. Wir bezeichnen durch
Unt(V) die Menge aller Unterrdume von V.

Offensichtlich sind {0} und X Unterrdume von X.

BEeISpIEL 1.2.2. Wenn F*(X) die Menge aller beschrankten Funktionen

aus F(X) ist, d.h.
F*(X) = {f € F(X) | 3m>0Voex (|f(2)] < M)},

dann ist F*(X) ein Unterraum von F(X) (siehe Beispiel 1.1.3). Um es zu
zeigen, seien f,g € F(X) und My > 0,M, > 0, sodass |[f| < M; und
lg| < M. Dann gilt |f + g| < My + Mgy und |af] < (1 + |a])My, wobei
M¢+Mgy > 0und (1+|a|)My > 0. Hier wird daran erinnert, dass | f| € F(X)
definiert durch |f|(z) := | f(x)|, fiir jedes = € X.

BEISPIEL 1.2.3. Wenn V := (X;+,0,-) ein Vektorraum ist, n > 1, und
seien z1,...,T, € X, dann ist die Menge

{x1,...,2p}) := {al-m1+...+an-xnla1€R& &anER}

ein Unterraum von V. Wir nennen ein Element

n
E a;x; =a1r1+ ... +apTy

i=1
von ({x1,...,zy}) eine Linearkombination von x1, ..., Ty, und den Vektor-
raum ({z1,...,x,}) die lineare Hille von z1,...,x,. Wir schreiben auch

(X1,...,2n) statt ({z1,...,2,}).
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Wenn e := (1,0), e := (0,1), (z,y) € R?, dann gilt R? = (e, e3), weil
(x,y) :=2(1,0) + (0, 1)y := xe; + yea.
SAatz 1.2.4. Sei V := (X;4,0,:) ein Vektorraum, ¥ C X, and seien
U, Vv <X.
(1) Wenn U4V :={u+v|uelU&veV}, dinnU+V < X.
(i) WennUNV :={zeX|zeU&zxeV}, dannUNV < X.
(ii7) Wenn wir (Y') wie folgt definieren

(V)=({U=X|YCU}={aeX|Vyxx(Y CU=>zcl)}

dann ist (Y') wohldefiniert (d.h. die Menge {U < X | Y C U} ist nicht leer)
und sie ist der kleinste Unteraum von X, der Y enthdlt.

(tv) Wenn'Y # 0, dann

(Y) = {Zaiyi In>1& Ve, m(a R &y € Y)}
=1
BEWEIS. Aufgabe. U
Weil () C {0}, gilt (§) = {0}. Der Unterraum U + V von V heifit die
Summe von U und V. Durch Satz 1.2.4 ist die lineare Hiille (x1,...,zy)
von xy,...,T, € X der kleinste Vektorraum, der z1,...,x, enthilt. Wenn

X = (Y), sagen wir, dass Y den Vektorraum V (oder X) erzeugt, und die
Elemente von Y werden Erzeuger von V gennant.

1.3. Lineare Abhingigkeit

DEFINITION 1.3.1. Seien V := (X;+,0,-) ein Vektorraum, ¥ C X, n >

1, und seien x1,...,x, € X. Die Vektoren x1,...,x, sind linear abhdngig,
wenn es ai,...a, € R gibt mit a; # 0 fiir mindestens ein ¢ € {1,...,n},
sodass

n
E a;T; = a1x1 + ...apxTy =0,
i=1

d.h.
n
Elal,...,anER (Elie{l,...,n} (ai ;é 0) & Z a;xr; = 0> .
i=1
Wenn z,...,x, linear abhingig sind, dann ist die Menge {x1,...,x,} ei-

ne linear abhdingige Teilmenge von X. Die Vektoren x1,...,x, sind linear
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unabhdngig, wenn sie nicht linear abhingig sind. Mit anderen Worten sind
die Vektoren zi,...,x, linear unabhingig, genau dann wenn aus ajx; +
...+ anz, = 0 stets folgt, dass a1 = ... = a, = 0, d.h. wenn eine Linear-
kombination von z1,...,z, nur dann O sein kann, wenn alle Koeffizienten
“verschwinden”. Die Menge Y ist eine linear abhdngige Teilmenge von X,
wenn

Fp>13y1, o yney ({yl, ..., Yn} ist eine linear abhéngige Teilmenge von X).

Die Menge Y ist eine linear unabhdngigge Teilmenge von X, wenn Y keine
linear abhéngige Teilmenge von X ist.

Seien z1,...,x, linear abhéngige Vektoren mit a1x1 + ...+ apxzy, = 0
und a; # 0. Dann gilt

—a —a;— —a; —a
I'Z:< 1)1}1—|—...+< : 1>l‘i1—|—< Z+1>$i+1+...—|—< n>$n,
a; a; a; Qg

d.h. z; ist eine Linearkombination von x1,...,T;—1, Tit1,...,ZTn.

BEMERKUNG 1.3.2. Sei X ein Vektorraum und seien Y, Z C X.
(7) Die Vektoren z1,...,x, € X sind linear unabhéngig genau dann, wenn

Var,....ancR < Z a;z; =0 = Ve, py(a;i = 0)>'

=1

(74) Y ist eine linear unabhéngige Teilmenge von X genau dann, wenn

V1Y, yneY <{y1, ..., Yn} ist linear unabhéingige).

i7) {0} und X sind linear abhingige Teilmengen von X.

(
(iv) Wenn x # 0, dann ist {z} eine linear unabhéngige Teilmenge von X.
(v) Die leere Menge () ist eine linear unabhiingige Teilmenge von X.

(

vi) Wenn Y eine linear abhéngige Teilmenge von X ist und Y C Z, dann
ist Z eine linear abhéngige Teilmenge von X.

(vii) Wenn Y eine linear unabhéngige Teilmenge von X ist und Z C Y,
dann ist Z eine linear unabhéngige Teilmenge von X.

BeEwEIS. (i) und (ii) Aufgabe.
(iii) Weil 1-0 = 0, ist {0} eine linear abhéngige Teilmenge von X ist. Also
ist X eine linear abhéngige Teilmenge von X.
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(iv) Es folgt aus Bemerkung 1.1.4(vi).
(v) Angenommen () ist eine linear abhéingige Teilmenge von X, d.h.

32131 <y1 €& ... &yne€®& {y1,...,yn} ist linear abhéngig).

Aber die Annahme z.B. y; € ) ist unmoglich. Daraus folgt, dass () eine linear
unabhéngige Teilmenge von X ist.

(vi) und (vii) Aufgabe. O
BeispiEL 1.3.3. Die Vektoren eq,eo,...,e, € R”
e == (1,0,0,...,0),
er = (0,1,0,...,0),

en = (0,...,0,1)

sind linear unabhéngig, weil fiir alle a1,...,a, € R gilt
n
Zaiei:0®(a1,...,an) =0&eaq=...=a, =0.
i=1

BEISPIEL 1.3.4. Sei n > 1. Die Vektoren fi, fa,..., fn € F(R)
filt) =e'  teR,
fa(t) = et teR,

fu):=e"; teR
sind linear unabhingig (Aufgabe).
BEMERKUNG 1.3.5. Seien V := (X;+,0,-) ein Vektorraum, n > 1,
T1,...,2n € X, und a,...,an,, b1,...,bp € R.
(i) Wenn z1,...,x, € X linear unabhingige Vektoren sind, dann gilt

(Zaﬂi :Zbiasi) = (a1 =bh & ... &a, :bn).
i=1 i=1

Dariiber hinaus z; # 0, fiir jedes ¢ € {1,...,n}.

(79) Angenommen ay,...,a, € R* = R\ {0}. Die Vektoren zi,...,z, € X
sind linear unabhéng genau dann, wenn die Vektoren aiz1,...,a,x, linear
unabhéngig sind.

BEWEIS. Aufgabe. O
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1.4. Endlichdimensionale Vektorraume

DEFINITION 1.4.1. Sei V := (X; 4,0, -) ein Vektorraum. Eine Teilmenge
B von X ist eine Basis von V, oder eine Basis von X, wenn gilt:

(Bas;) B ist eine linear unabhiéingige Teilmenge von X, und
(Basz) (B) = X.

Wenn B = {vy,...,v,}, fir n > 1 eine Basis von V ist, dann ist V ein
endlichdimensionaler Vektorraum. Die Untervektorraum {0} von X hat die
leere Menge als Basis und {0} ist auch ein endlichdimensionaler Vektorraum.
Wenn B eine unendliche Basis von V ist, dann ist V ein unendlichdimensio-
naler Vektorraum.

BEISPIEL 1.4.2. Die Menge E,, := {e1, ..., ey}, wobei
e1 = (1,0,0,...,0),
es = (0,1,0,...,0),

e, = (0,0,...,0,1),

ist eine Basis von R”. Die Vektoren e,...,e, sind linear unabhingig und
(E,) =R"™, weil

n
a=(ay,...,ap) =are; +...+ane, = Zaiei.

i=1

E, wird die kanonische Basis von R™ gennant. Also, R" ist ein endlichdi-

mansionaler Vektorraum. Es gibt viele Basen von R (warum?).

BrispiEL 1.4.3. Nach Beispiel 1.3.4 ist die Menge
E:={f,|n>1},
fot)=e": teR, n>1,

eine linear unabhéingige Teilmenge von F(R), also ist E eine Basis von (F) =<
F(R), und (F) ist ein unendlichdimensionaler Vektorraum.

COROLLAR 1.4.4. Sei V := (X;+,0,-) ein Vektorraum und sei x €
X. Wenn B := {v1,...,v,} eine Basis von V ist, dann gibt es eindeutig
bestimmte a1, ...,a, € R, sodass gilt

n
T = g a;V; = a1 + ...+ apvy.
=1



1.4. ENDLICHDIMENSIONALE VEKTORRAUME 9

BEWEIS. Nach Definition 1.4.1 und Bemerkung 1.3.5(i). O

Die eindeutig bestimmten aq,...,a, € R mit

n
xr = E a;v;
i=1

heiflen die Koeffizienten von x beziiglich B.

Als Néichstes zeigen wir, dass wir eine beliebige Anzahl von Elementen ei-
ner Endlichen Basis, gegen eine gleiche Anzahl von beliebigen unabh#ingigen
Vektoren austauschen kénnen.

LEMMA 1.4.5 (Austauschlemma (Steinitz)). Seien n,m > 1, {vy,...vn}
eine Basis von V = (X;+,0,-), und seien wi, ..., wy, linear unabhingige
Vektoren von X.

(1) Wenn m < n, dann gibt es Upm41,...,un € {v1,...0,}, sodass

<{’UJ1,. . 'awmaum+17"'>un}> = X.

(ii) Wenn m = n, dann gilt ({wr,...,wy}) = X.
BEWEIS. (i) Nach Definition 1.4.1 gibt es aq,...a, € R mit
w1 = a1v1 —|— e —|— ApnUp .

Aus Bemerkung 1.3.5 folgt w; # 0, also gibt es a; # 0, wobei i € {1,...,n}.
Ohne Verlust der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass i = 1. Wenn
a; = 0, kénnen wir die Elemente der Menge {v1,...v,} permutieren, d.h.
anders anordnen, sodass der erste Koeffizient in der Darstellung von wy als
eine Linearkombination von vq, ... v, ungleich Null ist. Also gilt

- 1 - a;
aijv] = wq ZZ:;GZ% = V1 = a wq Zz:; P Vi,

und

V1 € <{w1,v2, . ,Un}>,
und auch

<{w1,vg, ... ,vn}> = X.
Aus Induktionsvermutung fiir 1 < r < m folgt (evtl. nach einer Permutation
der Menge {v1,...v,})

<{U}1, <oy Wry Upg1y - - ?Un}> =X
Also gilt

Wrg1 = bywy + ...+ bpwy + 11 L+ U
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Nicht alle Terme ¢;41,...,c, sind gleich 0, weil andernfalls w,4; eine Li-
nearkombination von wq, ..., w, sein wiirde, was die Annahme der linearen
Unabhéngigkeit der Vektoren wy, ..., w,, wiederspricht. Ohne Verlust der
Allgemeinheit sei ¢,41 # 0. Also gilt

' n
Cr41Ur41 = Wr41 — { g byw; + E cjvj] =
i=1

Jj=r+2

T

n
1 bi Cj
Up4l = —Wr41 — E Wi — E Uy,
Cr+1

C C
i—1 r+1 =142 r+1

und
Ur41 € <{w1, ey Wy, Wy 1, Vp2y - e -y, Un}>,
und auch
<{w1, ey Wy Wy, Uy 2y - - ,vn}> = X.
Nach m Schritte erhalten wir

<{’LU1, sy Wmy Umet1, - - - 7un}> = X.
(ii) Es folgt aus (i). O

THEOREM 1.4.6. Seien 0 < n < m, und sei {vy,...v,} eine Basis von
V= (X;4,0,:). Wennw,...,w, € X, dann sind die Vektoren w1, ..., wn,
linear abhdngig.

BEWEIS. Angenommen die Vektoren wy, . .., wy, sind linear unabhéngig.
Daraus folgt, dass die Vektoren wi, ..., w, linear unabhéngig sind, und nach
Lemma 1.4.5(ii) ist die Menge {wj, ..., wy} eine Basis von X. Weil wy4+1 #
0, gilt wyy1 € (wi,...,wy,), was ein Widerspruch ist. Also, die Vektoren
wi, . . ., Wy, sind linear abhéngig. O

COROLLAR 1.4.7. Wenn B, Bs endliche Basen von V sind, dann ent-
halten By und Bs die gleiche Anzahl von Elementen. Diese Anzahl heifit
Kardinalitdt.

BEWEIS. Wenn V ein trivialer Vektorraum ist, dann B; = By = (), also
gilt |Bi| = |B2| = 0, wobei | X| die Kardinalitdt von X ist. Sei V ein nicht
trivialer Vektorraum, und seien n,m > 1 mit |Bi| = n und |B2| = m.
Wenn n < m, dann folgt aus Theorem 1.4.6, dass By eine linear abhéingige
Teilmenge von X ist, was ein Widerspruch ist. Also gilt n > m. Auf &hnliche
Art gilt es m > n. O

Nach Corollar 1.4.7 ist der folgende Begriff woll-definiert.
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DEFINITION 1.4.8. Wenn n > 1 und {v1,...,v,} eine Basis von V :=
(X;4,0,) ist, dann nennt man V einen n-dimensionalen Vektorraum. In
diesem Fall schreiben wir dim(X) = n. Ein trivialer Vektorraum hat Dimen-
sion 0.

Offensichtlich gilt dim(R") = n.
COROLLAR 1.4.9. Sein > 1, und seien vi,...,v, linear unabhdngige

Vektoren von X.
(i) Angenommen fir alle x € X die Vektoren

T,V1,...,Un

sind linear abhdngig. Dann ist M := {vy,...,v,} eine Basis von X.

(7i) Wenn dim(X) = n und wenn wy,...,wy linear unabhingige Vektoren
von X sind, dann ist B := {w,...,w,} eine Basis von X.

(7i1) Sei Y ein Unterraum von X mit dim(Y) = dim(X) = n. Dann gilt
Y =X.

() Seien dim(X) =n, 1 <r <n, und wy,...,w, linear unabhingige Vek-
toren von X. Dann gibt es Vektoren v,41,...,v, von X, sodass die Menge
{w17"‘7wrav7‘+17' -'7vn}

eine Basis von X 1ist.
BEWEIS. Aufgabe. O

COROLLAR 1.4.10. Sei V := (X;+,0,-) ein Vektorraum mit dim(X) =
n. Wenn'Y <X X, dann hat Y eine Basis und dim(Y) < dim(X).

BEWEIS. Wenn Y = {0}, dann ist () eine Basis von ¥ und dim(Y) = 0 <
dim(X). Wenn Y ein nicht trivialer Vektorraum ist, dann gilt Y = X oder
Y ist ein echter Unterraum von X. In dem ersten Fall ist der Beweis trivial.
Sei Y ein echter, nicht trivialer Unterraum von X. Dann gibt es y; € Y
mit y; # 0. Nach Bemerkung 1.1.4(vi) ist die Menge M; := {y1} eine linear
unabhéngige Teilmenge von Y. Angenommen M; erfiillt die Anahme des
Corollars 1.4.9(i). Dann ist M; eine Basis von Y und dim(Y) = 1. Wenn
M; die Anahme des Corollars nicht erfiillt, dann gibt es yo € Y, sodass
My := {y1,y2} eine linear unabhéngige Teilmenge von Y ist. Auf die gleiche
Art kénnen wir dasselbe Argument hochstens (n — 1) mal wiederholen, um
zur erforderlichen Schlussfolgerung zu gelangen. U
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1.5. Lineare Abbildungen

DEFINITION 1.5.1. Seien X und Y Vektorrdume. Eine Funktion f : X —
Y heifit linear, oder lineare Abbildung, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(LAY) Voaex (f(z +2') = f(2) + f(2')).

(LAg) \V/zeXVaeR(f(a ‘T)=a- f(:n))

Dariiber hinaus, definieren wir folgende Mengen:
L(X,Y)={f:X — Y| f ist eine lineare Abbildung},
L(X)=L(X,X)={f:X — X | f ist eine lineare Abbildung},
X*=L(X,R)={f:X — R f ist eine lineare Abbildung}.

Die Elemente von £(X) heilen Operatoren auf X, oder lineare Transforma-

tionen auf X, wihrend X* der Dualraum von X heif3t.

BEISPIEL 1.5.2. Sei X ein Vektorraum mit dim(X) = n, wobei n > 1,
und B := {vy,...,v,} ist eine Basis von X. Dann ist die Funktion fp : X —
R™, definiert durch

fe(x)=(ai,...,ay),

n
T = E iV,
i=1

eine lineare Abbildung. Des Weiteren gilt: Wenn i € {1,...,n}, dann ist die
Funktion prf : X — R, definiert durch

wobei

pry () = a;,

f

B
X —R"

pr}\‘ ‘ Pr;

R

wobei
n
T = E a;v;,
i=1

eine lineare Abbildung. Das obige Diagram ist kommutativ, d.h.

B
pr; o fp = pry,
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weil
(pr; o f5)(x) = pr;(fB(x)) = pry(a, ... an) = a; = pr{’(z); @€ X,
wobei die Projektion pr;: R™ — R, definiert durch
pri(ai,...,an) = a;,

fiir alle (a1,...,a,) € R", undi € {1,...,n}, in (R”)* ist. Wennn >m > 1,
dann ist die Funktion g : R™ — R™ linear, wobei

glat, ... m,@mi1, ... an) = (a1, ..., ap),
fiir alle (ay,...,a,) € R™

BEMERKUNG 1.5.3. Die Menge £(X,Y) ist mit der folgenden Struktur
eines Vektorraums ausgestattet:

(f +9)(x) = f(z) +9(x); zeX,
(a-f)@w)=a-fz); acR, zeX,
0% (z) =0, re X,
wobei 0 das Null-Element von Y ist.

BEWEIS. Aufgabe. U

DEFINITION 1.5.4. Wenn m,n > 1, dann heifit eine Anordnung reeler
Zahlen

ail ... Q1p
A= a;1 e Ain = [aij]
LAm1 --- Omnd

eine Matriz von m-Rethen und n-Spalten. Wenn 1 < ¢ < m, dann ist die
i-te Reihe von A die Anordnung

Ai=lain ... ain] = laijli,
und wenn 1 < j < n, ist die j-te Spalte von A die Anordnung

alj
A= =lal

amj
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Die Menge der m x n-Matrizen wird durch My, ,,(R) bezeichnet, wihrend die
Menge der quadratischen Matrizen M,, ,(R) durch M, (R) bezeichnet wird.
Seien [a;j], [bij] € Myn(R) und a € R. Wir definieren

[aij] = [bz’j] And Vie{l,...,m}vje{l,...,n} (aij = bz’j)a
[aij] + [bij] = [aij + bij],
a - [bi] = labij],
Omn = [0]7

und wenn m = n, bezeichnen wir die Matrix 0, mit 0,, oder, wenn n aus
dem Kontext klar ist, mit O.

Wenn m = n = 2, dann nimmt die obige Definition die folgende Form
an:

c d d
a b n ad V| _ la+d b+V
c d d d|  |le+d d+d|’

a b Aa b
)\[c d]:[/\c /\d]’ AER,

0 0
)
Man sieht einfach, dass M, ,(R), und als Spezialfall M3(R), mit der oben
erwdhnten Operationen ausgestattet ein Vektorraum ist.

a b
a-led
und sei fa : R?2 — R? definiert durch
ozl _la bl |z| _ |ax+by
e =a i) =2 o] - [ )
fiir alle (x,y) € R2. Weil
fa((a,y) + (2 y)) = falz + o',y +3/)
_|a b [z+2
e d] ly+y
~a(z+2")+bly+ )
ez +2)+dy + )

! /
[a b} - {CCL, b}@a:a'&b:b'&c:c’&d:d’,

BEISPIEL 1.5.5. Sei
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~ |ax + by ax’ + by
" |ex + dy cx’ + dy’

-l aly]
= fa((z,9) + fa((@,9)),

und

Fa(M@ ) = fa(Az, Ay)

= AMa(z,y),
ist die Funktion f4 eine lineare Abbildung.

BEMERKUNG 1.5.6. Seien X,Y,Z Vektorrdume, f € £(X,Y) und g €
L(Y,Z).

(1) Die Komposition g o f ist in £L(X,Z), wobei go f : X — Z durch
(9o /@) =g(f(x), =z€X,

definiert ist.

(i) idx € L(X).

(ii7) £(0) = 0.

(tv) Wenn z € X, dann f(—z) = — f(z).

(v) Wenn n > 1, ay,...a, € R, und z1,...2z, € X, dann

/ < zn; aﬂs) = zn; aif(x;).

BEwEIS. Aufgabe. Fiir den induktiven Beweis im Fall (v) verwenden
wir die folgende rekursive Definition von ) . ; z;, wobei z1, ..., z, € X und
n > 1:

1 ,n=1

n
2%: (Z?:_llxi>—|—mn ,n > 1. O
1=
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DEFINITION 1.5.7. Seien X, Y Vektorrdume f € £(X,Y). Der Kern von
f ist die Menge

Ker(f) ={z € X | f(z) =0}.

Der Kern von f ist ein Unterraum von X und f ist eine Injektion genau
dann, wenn Ker(f) = {0} (Aufgabe).

1.6. Lineare Isomorphismen

Fine lineare Abbildung erhélt die lineare Abhéngigkeit, aber nicht unbe-
dingt die lineare Unabhéngigkeit. Letzteres gilt, wenn eine lineare Abbildung
injektiv ist. Wenn sie eine Bijektion ist, d.h. eine Injektion und eine Surjek-
tion, dann sendet sie eine Basis aus ihrer Definitionsmenge auf eine Basis
aus ihrer Zielmenge.

SaTz 1.6.1. Seien X, Z Vektorriume, Y C X, f € L(X,Z), und seien
Tl Ty € X.
(i) Seien x1,...xy linear abhingig in X. Dann sind f(z1),..., f(x,) linear
abhdngig in Z.

(i) Sei Y eine linear abhingige Teilmenge von X. Dann ist

fY)={fy)|lyeY}

eine linear abhdngige Teilmenge von Z.

(iii) Seien x1, ...z, linear unabhdngig in X. Dann gibt es eine lineare Ab-
bildung g : X — Z, sodass g(x1),...,g(xy) linear abhingig in Z sind.

(iv) Seien 1, ...z, linear unabhingig in X und sei f eine Injektion. Dann
sind f(x1),..., f(zy) linear unabhdngig in Z.

(v) Sei Y eine linear unabhdngige Teilmenge von X, und sei f eine Injek-
tion. Dann gilt: f(Y') ist eine linear unabhingige Teilmenge von Z.

(vi) Sei X = (Y) und sei f eine Surjektion. Dann gilt: Z = (f(Y)).
(vii) Sei'Y eine Basis von X und sei f eine Bijektion. Dann gilt: f(Y') ist
eine Basis von Z.

BEWEIS 1.6.2. (i) Seien aq,...a, € Rund seii € {1,...,n} mit a; # 0,
sodass gilt

n
E a;T; = 0.
i=1
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Dann folgt der Schluss aus den Gleichheiten

0 = f(0) :f<gaia:i> = gaif(mi).

(ii) Es folgt unmittelbar aus Fall (i).

(iii) Zum Beispiel, kénnen wir die konstante Funktion 04 mit dem Wert
0 € Z nehmen.

(iv) Seien ay,...,a, € R. Aus der Injektivitdt von f folgt
Y aif(z)=0& f(zaixi> = f(0)
i=1 i=1

<~ Z a;x; =0
i=1

Sar=...=a,=0.

(v) Es folgt unmittelbar aus Fall (iv).

(vi) Wenn X ein trivialer Vektorraum ist, dann Y = ) oder Y = X. In
beiden Féllen, folgt der Schluss unmittelbar. Sei X ein nicht trivialer Vek-
torraum und sei z € Z. Dann gibt es ein « € X, sodass gilt f(z) = z. Wenn
a1,..-,ap € Rund y1,...,y, € Y, sodass

T = Z QiYi,
i=1
dann
s 1) = 7 (e = St ) € (0
i=1 i=1
(vii) Aus Fall (v) folgt, dass f(Y') eine linear unabhéngige Teilmenge von Z
ist und aus Fall (vi) folgt, dass Z = (f(Y)).

DEFINITION 1.6.3. Seien X,Y Vektorrdume. Eine f € £(X,Y) ist ein
linearer Isomorphismus zwischen XY, wenn es eine g : Y — X gibt mit
fog=idy und go f =idyx
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In diesem Fall schreiben wir f : X ~ Y und wir sagen, dass die Vektorrdume
X und Y (linear) isomorphisch sind.

Eine lineare Abbildung f : X — Y, die auch ein linearer Isomorphis-
mus ist, garantiert, dass die zwei Vektorrdume X und Y aus Sicht der
linearen Struktur gleich sind. Mit gleich wird hier gemeint, dass die bei-
den Vektorrdume X und Y die gleichen linearen Eigenschaften haben. Als
Nachstes werden wir zeigen, dass zwei isomorphischen endlichdimensionalen
Vektorrdume die gleiche Dimension haben.

SATz 1.6.4. Seien X,Y Vektorrdume und sei f € L(X,Y) ein linearer

Isomorphismus.

(i

(7i) Seig : Y — X, sodass fog = idy und gof = idx. Dann gilt g € L(Y, X).
(7i7) Seien n € N und dim(X) = n. Dann gilt dim(Y) = n.

(iv) Sei h : X — Y eine lineare Abbildung, die eine Bijektion ist. Dann ist
h ein linearer Isomorphismus.

i) f ist eine Bijektion, d.h. eine Iinjektion und eine Surjektion.

BEWEIS. Aufgabe. (|

Die Eigenschaft (iv) kann als Definition des linearen Isomorphismus die-
nen. Wenn n > 1, dann ist ein n-dimensionaler Vektorraum isomorphisch
zu R™.

COROLLAR, 1.6.5. Seien X ein Vektorraum und n > 1. Dann gilt:
dim(X) = n genau dann, wenn X isomorphisch zu R™ ist.

BEWEIS. Aufgabe. O
SATZ 1.6.6. Seienn > 1, X, Z Vektorraume und Y C X.
(i) Wenn X =(Y) und f,g € L(X,Z) mit

Yyey (F(y) = 9(y)),
dann gilt f = g.
(ii) Wenn'Y = {v1,...,v,} eine Basis von X ist und fo: Y — Z, dann gibt
es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f : X — Z, sodass gilt

for) = fo(v1) & ... & f(vn) = fo(vn).
BEWEIS. Aufgabe. U
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1.7. Der Matrizenraum

Die Definitionen der Menge der m x n-Matrizen My, ,(R) und der Menge
der quadratischen Matrizen M, (R) sind in Definition 1.5.4 gegeben.

BEMERKUNG 1.7.1. My, »,(R) ist ein Vektorraum mit Dimension mn.

BEWEIS. Aus Definition 1.5.4 folgt unmittelbar, dass M, ,,(R) ein Vek-
torraum ist. Um die Dimension von M, ,(R) zu bestimmen, ordnen wir der
m X n-Matrix

ail AT )
A= a;1 e (0272}
Lam1  --- (Qmnd
folgendes Element von R™" zu
((111,...,aln,...,ail,...,am,...,aml,...,amn).

7.B. der 2 x 2-Matrix
a b
c d
(a,b,c,d)

zugeordnet. Man sieht einfach, dass die Funktion e : M, ,(R) — R™" ein
linearer Isomorphismus ist. Daher folgt aus Satz 1.6.4(iii), dass

dim (M, »(R)) = dim(R™") = mn. O

wird das 4-Tupel

DEFINITION 1.7.2. Sei die Funktion * : My, ,(R) — M, ,»,(R), definiert
durch

[aij] — [ai;],
wobei
[ai;]" = [bji], bji = ag;.

Die transponierte Matrix [a;;]' hat als Spalten die Reihen von [a;;] und als
Reihen die Spalten von [a;;]. Wenn A € M, (R) mit

At = A,
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sagen wir, dass A eine symmetrische Matrix ist. Wir bezeichnen die Menge
der symmetrischen Matrizen mit Sym, (R). Eine Diagonalmatriz in M, (R)
hat die Form

A1 A0 ...00
A2 0 A ... 0
= | . L . | =Diag(A1,...,A\n).
An 0 0 ... A\
Mit I,, wird die Einheitsmatriz in M, (R) bezeichnent, definiert durch
1
1
I = . = [d3),
1

wobei?
5 — 1 ,ifi=y
Yl 0 if i #£ g

7Z.B. wenn wir die 2 x 3-Matrix

210
A= [1 3 5]
betrachten, dann ist ihre transponierte Matrix A? die folgende 3 x 2-Matrix

2 1
At =11 3
0 5

Ein Beispiel einer symmetrischen Matrix ist
3 1 =2

A=1| 1 5 4| =A%

-2 4 -8

BEMERKUNG 1.7.3. Seien A, B € My, ,(R) , C € M,(R), und a € R.
i) (A+ B)! = A' + B".
ii) (a+- B)t = a- Bt
iii) (A ) = A.

iv) C + C* ist symmetrisch.

(
(
(
(

BEWEIS. Aufgabe. U

2Das symbol d;; ist als Kronecker’s delta bekannt.
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Als Néchstes definieren wir die Multiplikation zwischen Matrizen, eine
Operation, die, wie wir spéter noch sehen werden, mit der Komposition von
linearen Abbildungen verkniipft ist. Um die Multiplikation AB zu definieren
miissen die Anzahl der Spalten von A und die Anzahl der Reihen von B
gleich sein!

DEFINITION 1.7.4. Sei A = [ai;] € Mymn(R) und B = [bji] € My, (R).
Das Produkt AB € M,,;(R) ist definiert durch

AB = [ai][bjr] = [cikl,

n
Cik =Y aijbik,
j=1
fiir jedes 1 <i<mund 1 <k <. Wenn A € M,(R), dann definieren wir

n_ | In ,n=0
A _{AA”—l n>0

Eine Matrix A € M, (R) ist invertierbar, wenn es ein B € M, (R) gibt, sodass
AB = BA = I,,. Wir bezeichnen die Menge der invertierbaren Matrizen in
M, (R) mit Inv,(R).

7Z.B. wenn

dann
3 4
AB:215 _12:1515.
1 3 2 9

1
Es stimmt nicht immer, dass AB = BA. Z.B.
3 2|2 -1 |6 7
0O 1|10 5| [0 5|’
2 1|3 2| |6 3
0O 5|0 1] [0 5|
Wenn a,b € R und

1 a 1 b
A‘{o 1] & B_[o 1}’

wahrend
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dann

AB — [1 a—i—b]‘

0 1

o b -

Merken Sie, dass im Gegensatz zu R, gibt es quadratische Matrizen, die
ungleich Null sind, die nicht invertierbar sind, wie z.B. die Matrix

1 1
1 1|
SaTz 1.7.5. Seien A € M, n(R), B,C € M, (R), und D € M; 4(R).
i) Al, = A und I,,A = A.

(
(i) A(B+C)=AB + AC.

(ii1) Wenn a € R, dann A(a- B)=a-(AB).
(

(

Also

) A(BD) = (AB)D
v) Die Multiplikation BtAt ist wolldefiniert und (AB)" = BtA?.

BEWEIS. Aufgabe. O

COROLLAR 1.7.6. Seien A, B,C € M, (R).
(i) Wenn AB = BA =1, = AC = CA, dann B = C. Wir bezeichnen die
eindeutig bestimmte Matriz B, sodass gilt AB = BA = I,, mit A=Y, und wir
nennen Sie die inverse Matrix von A.
(i) It = I,.
(iii) Wenn A invertierbar ist, dann (A7)t = (AY)~!

Bewes. (i) C = I,C = (AB)C = (BA)C = B(AC) = BI, = B.
(i) [055]* = [d;i], wobei dj; = d;;. Der Schluss folgt aus der offensichtlichen
Gleichheit 62']' = (Sﬂ
(iii) Aus Satz 1.7.5(v) und Fall (i) folgt I, = I}, = (AA™Y)! = (A=)t AL,
umh:m:mﬂwzﬁmﬁﬂmﬂl(Aﬂﬁ AH(AH L folgt
aus Fall (i) (A71)! = (4H)~L, O

Man kann zeigen, dass wenn A, B € M, (R), dann
AB=1,= BA=1I,.

Daher miissen wir nicht priifen, dass beide obigen Gleichungen stimmen, um
zu zeigen, dass eine Matrix invertierbar ist. Merken Sie, dass dies der Fall ist,
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nur wenn das Produkt AB gleich I,, ist. Wenn A, B € M,,(R) invertierbar
sind, dann ist AB auch invertierbar und (AB)™! = B~1A™1, weil

(AB)(B'A Y = A[B(B~'A 1] = A[(BB™Y)A™ = A[I, A7 = I,.
1.8. Matrizen und lineare Abbildungen

Wir koénnen lineare Abbildungen mithilfe von Matrizen darstellen. Als
Néchstes beschreiben wir ein wichtiges Beispiel.

BEISPIEL 1.8.1. Sei 6 € R und sei die Matrix R(6)

cos —sinf
sin @ cosf|”

Rio) = |
Sei die Funktion Ry : R? — R?, definiert durch

Roleoy) [cosﬂ _sme} m

sinf  cosf| |y

_ [cos # —sin 9} [r cos <Z>]

sinf  cosf| |rsin¢
[cos 0 cos ¢ — sin 0 sin ¢]

sin 6 cos ¢ + cos 0 cos ¢

= e[,

A (r cos ¢, rsin ¢)

(cos(f + ¢),sin(0 + ¢))

9 (cos ¢, sin )

>
>
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wobei
r=ax?+y2
Die Funktion Ry ist eine lineare Abbildung, die die Rotation im Gegenuhrzei-

gersinn eines Vektors (z,y) um den Winkel 6 representiert. Wenn 6,6, € R,
dann gilt

R(Hl)R(QQ) = R(91 + 92)
Daraus folgt, dass die Matrix R(f) invertierbar ist.

DEFINITION 1.8.2. Sei die Matrix A = [a;;] € My ,(R). Die lineare
Abbildung von A ist die Funktion

TA:Rn—HRm

definiert durch
n n n
TA(l') = <Z A15jTgy -y Z ALy, Z amjwj) .
j=1 j=1 j=1

Wenn ein beliebiges Element « = (z1,...,2,) von R™ als eine n x 1-Matrix
X betrachten wird und wenn die m x 1-Matrix AX als ein Vektor in R™
betrachten wird, dann schreiben wir

TA(X) = AX7
d.h.
TA(X)l aill Ce A1n T
TA(X)m am1 Amn Tn
BEISPIEL 1.8.3. Sei E,, = {e1, ..., ey} die kanonische Basis von R", und

le{l,...,n}. Esgilt
Taler) = (ay, ... am) = Al
wobei A! die I-te Spalte von A ist. Also gilt
Ta(er)i = au,
fir jedes i € {1,...,m}.

Aus Satz 1.7.5 folgt das folgende.



1.8. MATRIZEN UND LINEARE ABBILDUNGEN 25

SATz 1.8.4. Seien A, B € My, n(R), und a € R.
(i) Ty € L(R™,R™).
(ii) Wenn T4 =0, dann A = Oy, und wenn Ty = Tp, dann A = B.
(ii7) Tayp =Ta+ Tp.
(iv) Tgon = aTa.
(v) Ty, = idg, and Ty,,, = 0.
(vi) Wenn C € My (R), dann Tac =TaoTc

(vii) Wenn A invertierbar ist, dann ist T invertierbar und T;l =Ty-1.
(viit) Die Funktion T : My, »(R) — L(R™,R™), definiert durch by A — T,
ist eine lineare Abbildung.

BEWEIS. Aufgabe. O

Im néchsten Theorem werden wir eine Matrix Ap € M, ,(R), wobei
T:R" - R™
eine lineare Abbildung ist, definieren.

THEOREM 1.8.5. Seien n,m > 1. Wenn T : R® — R™ eine lineare
Abbildung ist, dann gibt es eine Matriz Ap € My, n(R), sodass gilt

T ="Ta,,
d.h. fiir jedes x € R™ es gilt
T(x) =Ta,(x) = A,
Die Matrixz At ist die Matrix der linearen Abbildung T .

BEWEIS. Sei E,, = {ei,...,e,} die kanonische Basis von R™ und sei
i€ {l,...,n}. Es gibt T'(e;)1,...,T(ei)m € R, die Koeffizienten beziiglich
der kanonischen Basis F,, von R™, sodass gilt

Z) = ZT(ei)jej = (T(ei)l, e ,T(el)m)
j=1
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Diese Vektoren in R™ sind die Spalten von A, d.h.

'T(el)l e T(en)l'
Ar = T(él)j T(én)j = lazi] = [T(e:);]-
Tle)m .. Tlen)m

Um zu zeigen, dass die lineare Abbildungen 7" und T4, gleich sind, geniigt
es nach Satz 1.6.6 zu zeigen, dass T' und T4, gleich auf den Elemente von
E, sind. Sei e; € E,. Nach Beispiel 1.8.3 ist T4(e;) die i-te Spalte von A.
Also ist T4, (e;) die i-te Spalte von Ap, also gilt

Tar (62) = T(ei)v
nach der obigen Definition von Arp. O

BEISPIEL 1.8.6. Sei T : R? — R? eine lineare Abbildung mit 7(0,1) =
(a,c) und T'(1,0) = (b,d). Es gilt

Ap = [‘CZ Z} .
SATz 1.8.7. Sei die Funktion A : L(R™) — My(R), definiert durch
T — Ap = A(T),
fiir jedes T € L(R™). Es gelten:
(i) Ao T =idp,w) und T o A = idp(gn)

T A/\T

My (R) —— L(R") —— M,(R) —— L(R")

\/

idMn(]R)
(i) Asor = AsAr.
(iid) Ap, = I, und Ao, = Op.
(Z.IJ) A5+T = AS + AT.
(l’) A)\T = )\AT.
(xi) Wenn T invertierbar ist, dann ist Ar invertierbar und A;l = Ap-1.

BEWEIS. Aufgabe. O
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1.9. Determinante einer Matrix

DEFINITION 1.9.1. Sei

a b
A=l
eine 2 x 2-Matrix. Die Determinante Det(A) von A ist definiert durch
a b
Det(A) = e d= ad — be.

Wenn

oo « oo

die Spalten von A sind, dann schreiben wir

Det(A) = Det(A', A?).

Es gelten
Det(l) = |- V=1-0=1
M (VI -
und
a b a c¢
Det(A) = c d‘:ad—bc: b d = Det(AY).

BEMERKUNG 1.9.2. Seien die folgenden 2 x 1 Matrizen:
A |m] ool gro || p2_|d
as ’ C2 ’ b2 ’ d2 )
Es gelten:

(i) Det(A' + C', B?) = Det(Al, B?) + Det(C*, B?).
(i) Det(Al, B2 + D?) = Det (A, B?) + Det(Al, D?).
(iii) Wenn X € R, dann Det(AA!, B?) = ADet(A!, B?) = Det(A!, \B?).
(iv) Wenn A! = B2, dann Det(A', B?) = 0.

BeEwEIS. Wir zeigen nur (i) und der Rest ist Aufgabe.
ar+c b
az +ca by
= (a1 + c1)ba — b1(az + c2)
= (a1by — braz) + (c1b2 — bica)
ar b
az by

Det(A' + C', B?) =

c1 b
co bo

_l’_

27
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= Det(A!, B?) + Det(C', B?). O

COROLLAR 1.9.3. Seien die folgenden 2 x 1-Matrizen:

Al @ B? — b1
o a9 ’ o bg )
Es gelten:

(i) Wenn X € R, dann Det(A' + AB?, B?) = Det(A!, B?).
(ii) Wenn X € R, dann Det(Al, B> + AA!) = Det(A!, B?).
(iii) Det(Al, B?) = —Det (B2, Al).
BEWEIS. Aufgabe. O

Die Determinante einer Matrix liefert nicht-triviale Informationen iiber
Vektoren, die mit A im Zusammenhang stehen. Wir haben gesehen, dass
Det(Iz) =1 # 0, und wir wissen, dass die Spalten der Matrix I e; = (1,0)
und ey = (0,1) linear unabhéingige Elemente sind. Dies ist ein Spezialfall
des fogenden Satzes.

SATZ 1.9.4. Seien die folgenden 2 x 1-Matrizen:

A=l o=l
a9 b2
Die Vektoren (a1, az) und (by,bs) sind linear unabhdingig in R? genau dann,

wenn
Det(A, B) # 0.

BEWEIS. (=) Seien z = (a1,a2) und y = (by,be) linear unabhiingige
Vektoren von R? mit

“ bl = a1b2 — blag =0.

Det(A, B) = as b2‘

Also gilt
ba(a1,az) + (—az2)(b1, ba) = (baar — azbi, baas — azba) = (0,0).
Weil die Vektoren x = (aj,a2) und y = (b1, b2) linear unabhéngig sind, gilt

by =0 = —az = ay,
also gilt z = (a1,0),y = (b1,0) mit a; # 0 und b; # 0. Also gilt
a
(al,O) = Fl(blao)a
1

d.h. die Vektoren x,y sind linear abhéngig, was ein Widerspruch ist. Also
gilt Det(A, B) # 0.
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(<) Sei Det(A, B) # 0, und seien A, u € R mit
Aa1, az) + pu(b1, b2) = (0,0) < (Aax + pby, Aag + pbz) = (0,0).
Also gilt
Aap = —uby & Aag = —pubs.
Sei A # 0 (wenn p # 0, arbeiten wir dhnlich). Nach Bemerkung 1.9.2 gilt

_ (50 b
e b

() o
(30

0

Det(A, B)

was ein Widerspruch ist. Also gilt A = 0 = u, und die Vektoren (a1, a2) und
(b1, b2) sind linear unabhéngig. O

SATZ 1.9.5. Seien A, B € M>(R).
(i) Det(AB) = Det(A)Det(B).
(7i) A ist invertierbar genau dann, wenn Det(A) # 0.

BEWEIS. (i) Aufgabe.
(i) Wenn AA~! = I, dann gilt aus Fall (i)

1 =Det(ly) = Det(AA™!) = Det(A)Det(A™1).
Daraus folgt Det(A) # 0, Det(A™1) # 0, und

1
Det(A™1) = :
et = oe @)
Fiir den Beweis der konversen Implikation sei
a b
A=t
mit
a b
Det(A) = e d =ad—bc#0.

Wir zeigen, dass das System

IR
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ar+bz ay+bw| |1 0 o
cr+dz cy+dw| |0 1
ar+bz=1 & cx+dz=0,

und

ay+bw=0 & cy+dw=1,
eine Losung hat. Wenn wir die die Gleichung ax+bz = 1 mit d multiplizieren,
und die Gleichung cx + dz = 0 mit b multiplizieren, und wenn wir die neuen
Gleichungen subtrahieren, dann gilt

dax + dbz —bcx —bdz =d & x = .
ad — be

Auf dhnliche Art erhalten wir
A1 |t Y| 1 d —b
|z w] Det(4d) [-¢ a]’

DEFINITION 1.9.6. Wenn

ail a2 a3
A= |a1 a2 a3
asy asy ass

eine 3 x 3-Matrix ist, ist die Determinante Det(A) von A definiert durch

ailp a2 as

ago a23 az1 ao3 a1 a2
et(4) = |aa @z azl=an| o ?las 33‘+a’13 az aze
az;r asz2 ass
Es gelten
1 00
Det(l3) = |0 1 0 ;:1‘(1) ?‘—0‘8 ‘1)'+o'8 (1)‘:1,
0 0 1
und
A 0 0
0 N O|l=X)\ A 0 400 +00 A2 = A Ao )s.
0 A3 0 A3 0
0 0 X3

Alle Eigenschaften beziiglich der Determinante einer Matrix in Ms(R)
gelten auch fiir die Determinante einer Matrix in M3(R).
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1.10. Euklidische Vektorridume

DEFINITION 1.10.1. Sei X ein Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf X ist
eine Funktion

()X xX R

(z,y) = (z,9),
sodass fiir alle x,y,z € X und A € R folgende Bedingungen erfiillt sind:
(SPy) (z,z) > 0.
(SPy) (xz,z) =0=2=0
(SP3) (z,y) = (y,z).
(SP4) (z +y,2) = (z,2) + (y,2).
(SP5) (Az,y) = Mz, y).

Wenn (-, -) ein Skalarprodukt auf X ist, dann heifit das Paar (X, (-,-)) ein
euklidischer Vektorraum.

Eine Norm auf X ist eine Funktion
I|.]] : X = R

z = fl],
sodass fiir alle z,y € X und A € R folgende Bedingungen erfiillt sind:
(Nrmy) ||z|| > 0.
(Nrmg) ||z]| =0= 2 = 0.
(Nrms3) ||z + y|| < ||z|| + ||ly|| (Dreiecks-Ungleichung).
(Nrmy) [|Az]| = |Af]]].
Wenn ||.|| ein Norm auf X ist, dann heifit das Paar (X, ||.||) ein normierter
Vektorraum.
Aus (SP3) folgt:
(SPg) (z,y + 2) = (,y) + (z,2), und
(SP7) (z, Ay) = Mz, y).
Aus (Nrmy) folgt
| =2l = [[(=Dl[ = [ = 1[}]| = |2 = [|]].

DEFINITION 1.10.2. Wenn = = (z1,...,2,) und y = (y1,...,yn) Vekto-
ren von R" sind, dann wird das dbliche Skalarprodukt (x,y) von x,y definiert
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durch

n
(z,y) == Zl‘zyz =T1Y1 + ...+ TnYn.
i=1

Wenn n = 1, dann ist das iibliche Skararprodukt auf R das Produkt auf
R. Nach Definition 1.10.2 gilt

n n
(x,x) :Zwixi:2$?:x%+...+xi > 0.
i=1 i=1
BEMERKUNG 1.10.3. Das iibliche Skalarprodukt auf R™ ist ein Skalar-
produkt auf R™.

BEWEIS. Aufgabe. U

SATZ 1.10.4. Seien (X, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum und z,y € X.
(@) (w,y) = {((x+y, 2 +y) — (z -y, 2 —y)).
(it) = 0 Voex ((z,2) =0).
(iti) Veex ((z,2) = (y,2)) = = =y.
BEWEIS. Aufgabe. O
Wenn z = 0, dann gilt ||z|| = 0, weil
[10]| = [|0 - of[ = [o[[|o[| = Of|0[| = 0.
Dariiber hinaus, wenn x = 0, oder y = 0, oder y = Ax mit A > 0, dann gilt
|z +yll = [l=[| + [yl

DEFINITION 1.10.5. Wenn = € R", dann ist die ibliche Norm |z| von z
definiert durch

n 1
2
ol = <Zﬂf?> = e+ a3+ e = lwa).

=1

Wenn z € R”, dann ist die Norm |z| von = die Léinge des Vektors z. Um
zu zeigen, dass die iibliche Norm auf R" eine Norm auf R" ist, brauchen wir
folgende Ungleichung.

SAaTz 1.10.6 (Cauchysche Ungleichung). Wenn x,y € R™, dann gilt

(@, 9)] < |2[lyl.
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BEWEIS. Nach Definitionen 1.10.2 und 1.10.5 miissen wir die Ungglei-

chung beweisen
S| < (20) (X))
i=1 1 i=1

i=
die dquivalent zur folgenden Ungleichung ist

A= (ng%)Q < <Zn:$?> (122%2) =B.

i=1

Die letzte Ungleichung beweisen wir wie folgt:

n n n n
B-A= fony - Z.Tiyizxjyj
i=1 j=1 i=1 j=1
1 n n 1 n n n n
SE P DI EE DD DD DL DL
i=1 7=1 j=1 i=1 1=1 7=1

n

1
= > 5(36123/? +ady} - 2wyiwy))
ij=1
n

1
= > 5 (i — 2ju)°
ij—1
> 0. (]

BEMERKUNG 1.10.7. Eine Norm auf einen Vektorraum X ist definiert
mithilfe eines Skalarprodukts (-,-) auf X durch

1
|z|] = (z,2)2,
fiir alle x € X.

BEWEIS. Um zu zeigen, dass ||.|| eine Norm auf X ist, verwenden wir
die Cauchy-Schwartz Ungleichung

(9| < ]l [lyl]-
Der Rest ist Aufgabe. U

DEFINITION 1.10.8. Eine Metrik, oder eine Abstandsfunktion, d auf eine
Menge X ist eine Funktion
d: X xX—>R

(z,y) = d(z,y),
sodass fiir alle z,y, z € X folgende Bedingungen erfiillt sind:
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(Mtry) d(z,y) > 0.

(Mtr2) d(iL’, y) O=z=y.
(Mtrs) d(z,y) = d(y, )

(Mtry) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Wenn d eine Metrik auf X ist, dann heifit das Paar (X,d) ein metrischer
Raum.

BEMERKUNG 1.10.9. Eine Metrik auf einen Vektorraum X ist definiert
mithilfe einer Norm || - || auf X durch

d(z,y) = [|lz —yll,
fir alle z,y € X.
BEWEIS. Aufgabe. O

DEFINITION 1.10.10. Die tibliche Metrik d auf R™ ist durch die iibliche
Norm auf R” definiert wie folgt:

d(z,y) = |z —y| = <Zn:(a: - yi)2>é _

= V(@ — )2+ (@2 — )2+ ...+ (@ — )2 =V —yz—y),
fir alle z,y € R™.

Um die geometrische Bedeutung des Euklidischen Skalarprodukts zu ver-
stehen, werden wir zuerst sehen, dass ein Vektor x € R™ orthogonal zu einem
Vektor y € R™ ist (bezeichnet durch xly), genau dann, wenn (z,y) = 0.
Um das zu erklédren, arbeiten wir wie folgt: Es ist einfach geometrisch zu
sehen?, dass

rly & |r—yl= |z +yl,

weil die Diagonalen eines parallelogramms genau dann gleich lang sind, wenn
z und y zueinander orthogonal sind.

3Die folgende Figur erklirt auch warum |z + y| < |z| + |y| gilt.
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A

Y

Wir zeigen, dass
[z —y| =z +yl & (z,y) =0
Weil |z| > 0, gilt
o —yl =le+yl & |z -y =z +y
-y, r—y) =(@+y,z+y)
& (z,2) = 2(z,y) + (v, y) = (2, 2) + 2z, 9) + (1,9)
< 4z,y) =0
< (z,y) =0.
Aus den zwei letzten Aquivalenzen folgt die Aquivalenz
xly < (z,y) =0.
COROLLAR 1.10.11 (Satz von Pythagoras). Wenn z,y € R™ mit z Ly,

dann gilt
&+ yl* = J2 + [yl

BEWEIS. Aufgabe. O
Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt
|z ly] |z[ly] |||yl

Also gibt es einen eindeutig bestimmten Winkel 6 € [0, 7], sodass gilt

(z,9)

cosf = .
||y
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Wir nennen 6 den Winkel zwischen x und y. Offensichtlich, wenn (z,y) = 0,

dann 0 = g

SaTz 1.10.12. Seien z,y € R™ und y # 0. Die Projektion pr,(x) von x
auf y ist definiert durch

pr,(z) = Ay,
wobes

Y

BEWwWEIS. Weil (x — A\y) Ly und y # 0, gilt

((z = Ay),y) =06 (z,y) — (\y,y) =0
~ (x,y> - )‘<yvy> =0
(z,9)

SA=

1.11. Der Minkowski-Raum

DEFINITION 1.11.1. Sei n > 2 und seien Vektoren x = (x1,...,Zp—1,$)
und y = (Y1, -, Yn—1,t) in R™. Das Minkowski Produkt ist die Funktion

(9 R* x R* 5 R

(:Cay) = <SU, y>M)
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definiert durch
n—1
<xay>M = <Z$zyz) —st=x1y1+ ...+ Tn_1Yn—1 — St.
i=1

Das Paar My := (R, (-,-)5s), wobei

(x,y)m = x1y1 + T2y2 + T3Yy3 — st,

fir alle 2 = (21, 22,23,5) und y = (y1,¥2,¥3,t) € R* das Minkowski Pro-
dukt auf R* ist, ist die Minkowski Raumzeit. Wir nennen das Paar Mz :=
(R3, (-, -Yar), wobei

(T, y)m = T1y1 + T2Y2 — s,

fiir alle 2 = (21, 22,5) und y = (y1,%2,t) € R3, das Minkowski Produkt auf
R3 ist, die Minkowski Ebenezeit. Wir nennen das Paar My := (R, (-, -)ar),
wobei

<'a >M = x1Y1 — S,
fir alle x = (21,5) und (y1,t) € R?, das Minkowski Produkt auf R?, die
Minkowski Geradezeit.

Es gelten

n—1
(@1, Tty ), (@153 Tnts 8))ar = ( :z:%) r

und fiirn =4

3

((z1, 72,73, 8), (T1,T2,73,8) ) = <Zx,2> — 52
=1

=] + 23 + 23 — s°.

Die Minkowski Raumzeit ist fiir die spezielle Relativitéitstheorie wichtig.

DEFINITION 1.11.2. Sei x = (z1,...,Zp—1,5) € R und sei
QM(x) - <$,CC>M - <(CC]_, ey Tpn—1, 8)) (:Ela ey Tp—1, S))M
Wenn Qps(z) > 0, dann ist = ein raumartiger Vektor.
Wenn Qs (z) =0, dann ist x ein lichtartiger Vektor.
Wenn Qs (z) < 0, dann ist x ein zeitartiger Vektor.
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BEISPIEL 1.11.3. Der Vektor x = (x1,...,2,-1,0) € R™, wobei z # 0,

ist raumartig, weil
Qu((z1,...,2n-1,0)) =2f +...+22_; — 0> 0.
Der Vektor (1,1,0,...,0,v/2) # (0,...,0) ist lichtartig, weil
Qur((1,1,0,...,0,v2)) = 12412+ 0%+ ...+ 02 — V2" =0.
Der Vektor y = (0,...,0,s) € R™, wobei y # 0, ist zeitartig, weil
Qu((0,...,0,8)) =0 +...+0*— s> <0.
In der Minkowski Geradezeit My gilt:

(a) Die lichtartigen Vektoren liegen auf den Geraden ¢ = z und t = —z.

(b) Die zeitartigen Vektoren liegen innerhalb des Kegels mit Spitze (0,0)
und erzeugenden Geraden ¢ = x und t = —x.

(c) Die raumartigen Vektoren liegen aufierhalb des oben beschriebenen Ke-
gels.

Qm <0

Qv >0 Qum >0

Qv <0

In der Minkowski Ebenezeit M3 bilden die lichtartigen Vektoren (z,y,t) €
R? einen Kegel mit Spitze (0,0,0) und mit Gleichung

22y —t?2=0.

Die zeitartigen Vektoren liegen innerhalb dieses Kegels, und die raumartigen
Vektoren liegen auflerhalb dieses Kegels.

SAaTz 1.11.4. Seien die Vektoren x = (x1,x2,23,5),y = (y1,Y2,¥3,1),
2z = (21, 22, 23,u) € R, und sei A\ € R. Es gelten:
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() (z,y+2)m = (x,y)m + (T, 2) M1+

(#2) (@, y)ar = (Y, )

(#11) Az, y)mr = Mz, y)m-

(iv) Wenn (z,w)py = 0, fiir alle w € R, dann gilt x = (0,0,0,0).

BEWEIS. Aufgabe. U

Die Geometrie in der Minkowski Geradezeit My ist ganz anders als die
Geometrie in der Euklidischen Ebene R2. Z.B. die Vektoren (1,1) und (2,2)
sind orthogonal in Ms, weil

(1,1),(2,2))y =1-2—-1-2=0,

aber die sind parallel in R?!






KAPITEL 2

Differentialrechnung im R"

2.1. Offene Mengen

Fiir unsere Untersuchungen von Funktionen mehrerer Verdnderlichen
brauchen wir einige fundamentale topologische Begriffe im R™. Wenn x,y €
R™, dann ist (z,y) das iibliche Skalarprodukt von x,y, und |z| istdie iibliche
Norm von z, und d(z,y) ist der Abstand von z,y beziiglich der iiblichen
Metrik d auf R™.

DEFINITION 2.1.1. Seien z € R™ und € > 0. Die offene Kugel B(x,€) mit
Mittelpunkt x and Radius € ist definiert durch

B(z,e) ={y € R" | d(z,y) < €}
={yeR" ||z —y| <€}
={y eR" | V(&1 —y1)? + ... + (20— yn)? < €}

Die abgeschlossene Kugel B(x, €] mit Mittelpunkt = und Radius € ist definiert
durch

B(z,e] :={y € R" | d(z,y) < €}.

FEine Teilmenge U C R" ist eine Umgebung von z, falls ein € > 0 existiert,
sodass

B(z,e) CU.

Insbesondere ist B(z,€) eine Umgebung von z. Mann nennt B(x,¢) die e
Umgebung von x.

BEISPIEL 2.1.2. Die offene Kugel 5(0, €) mit Mittelpunkt der Nullvektor
0 = (0,0) in R? und Radius € ist die Menge

B(0,¢) = {yE]R2| y%+y%<e},

41
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und die abgeschlossene Kugel B(0, €] mit Mittelpunkt der Nullvektor (0,0)
in R? und Radius e ist die Menge

B(0,e) = {y e R?* | \/y? + y3 < ¢}.

A

B(0,¢) €

SATZ 2.1.3. Sein z,y € R™ mit x # y. Dann gibt es Umgebungen U, von
x und Uy, von y, die punktfremd sind, d.h. U, N U, = 0.

BewEIs. Weil z # y, gilt d(z,y) = |z — y| > 0. Sei

_d(z,y)
€=—5 > 0,

und seien

Ux:B(IIT,E), Uy:B(y,E).
Es gilt U, N Uy = (. Angenommen z € U, N U,. Es gelten d(z,z) < € und
d(z,y) < €, also gilt

2d
d(xay) Sd(:r,z)—i—d(z’y) < %€ = (gay)7

was ein Widerspruch ist. O

DEFINITION 2.1.4. Eine Teilmenge U C R" heifit offen, wenn sie Umge-
bung jedes ihrer Punkte ist, d.h.

VLL’EU36>O (B(.%', 6) - U)
BEISPIEL 2.1.5. Seien a,b € R mit a < b. Das Intervall
(a,b) ={zeR|a<z<b}
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ist offen. Wenn x € (a,b), dann gilt B(z,€) C (a,b), fiir jedes € > 0 mit
e < min{|x — a|,z — b|}.
Das Intervall
(a,40) ={z €R|a < x}

ist offen. Wenn = € (a,+00), dann gilt B(z,€) C (a,+00), fiir jedes € > 0
mit € < x — a. Das Intervall

(—o0,b) ={z eR |z <b}
ist offen. Wenn x € (—o0,b), dann gilt B(z,e) C (—o0,b), fir jedes € > 0
mit € < b — z. Das Intervall

(—o0,+0) =R
ist offen. Wenn z € R, dann gilt B(z,€) C R, fiir jedes € > 0. Das Intervall
[a,al ={r eR|a<z<a}={a}

ist nicht offen, weil kein € > 0 gibt mit B(a,€) C {a}. Das Interval

[a,b] ={z € R|a<z<b}

a+b

ist eine Umgebung von 3>, weil

a+b
a <

<b & (a,b) Cla,b].

Das Interval [a, ] ist keine offene Menge, weil fiir jedes € > 0 gilt
B(a,e) € [a,b] & B(b,€) ¢ [a,b].

BEISPIEL 2.1.6. Seien x € R™ und € > 0. Die offene Kugel B(z,€) ist
offen. Sei y € B(z,€). Also gilt
d(y,z) < e =e—d(x,y) > 0.
Wir zeigen, dass
B(y,€') C B(x,e).
Sei z € B(y,€') & d(z,y) < €. Es gilt
d(z,x) < d(z,y) + d(y, v)

<e—d(z,y) +d(z,y)

= 6’
d.h. z € B(z,¢). Die abgeschlossene Kugel B(z, €] ist nicht offen, weil fir
jedes y € R™ mit d(y, z) = € gilt

B(y.€) € B(x, €],



44 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"™

fiir jedes € > 0. Es existiert immer ein y € R", sodass gilt d(y,z) = €
(Aufgabe). Auf dhnliche Art folgt, dass der Bereich U, der von der folgenden
Kurve in R? umschlossen wird, offen ist.

Y

-

SATZ 2.1.7. Sein > 1.
(7) R™ und 0 sind offene Mengen.
(1) Wenn U,V CR™ offen sind, dann sind U NV und UUV offen.

(7i1) Sei (U;)icr eine Familie offener Teilmengen von R™, d.h. U; ist offen
fiir jedes i € I. Dann ist auch die Vereinigung

U U, = {:c cR” | Hie[(m S UZ)}
i€l
offen.
BeEwEIS. (i) Wenn z € R”, dann gilt B(z,1) C R™. Die Implikation
red= Bx1)Ch

gilt trivialerweise.

(ii) Wir zeigen, dass der Durchschnitt UNV offen ist. Seiz e UNV & x €
U & x € V. Weil U offen ist, gibt es €1 > 0, sodass gilt B(z,e1) C U. Weil
V offen ist, gibt es e2 > 0 mit B(x,ez) C V. Sei

e = min{ey, €2}.

Es gilt
B(xz,e) CVNU.
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Sei y € R™ mit |y — x| < € < €. Also gilt y € U. Auf #hnliche Art gilt
ly — x| < € < eg. Also gilt y € V. Als Néchstes, zeigen wir, dass U UV offen
ist. Wenn z € UU YV, dann « € U oder x € V. Wenn z € U, dann gilt
B(xz,e1) CU CUUYV, fiir ein ¢; > 0. Wenn x € V, dann gilt B(z,e3) C
V CU UV, fiir ein €5 > 0.

(iii) Aufgabe. O

Aus Satz folgt durch wiederholte Anwendung, dass ein Durchschnitt
von endlich vielen offenen Mengen offen ist. Dies gilt nicht fiir unendliche
Durchschnitte. Z.B. sind die Intervalle

1
(0,1+>; n e Nt
n

offen, aber ihr Durchschnitt
1
0,11 =) <0,1+)
n>1 n

ist nicht mehr offen. Das Kartesische Produkt von offenen Mengen in R ist
offen. Z.B. die Menge

(0,1) x (=1,1) = {(z,y) e R? |z € (0,1) & y € (—1,1)}
ist offen in R?, und das Produkt
(0,1) x (=1,1) x R = {(2,y,2) € R® |z € (0,1) & y € (—1,1)}
ist offen in R3.

DEFINITION 2.1.8. Eine Teilmenge F' C R"™ heifit abgeschlossen, wenn
ihr Komplement

Fe={zeR" |z ¢ F}
offen ist.
BEISPIEL 2.1.9. Seien a,b € R mit a < b. Das Intervall

[a,b] ={z € R|a<z<b}

ist abgeschlossen, weil das Komplement von [a, b] die offene Menge
(—00,a) U (b,4+00)

ist. Das Intervall

[a,+00) ={x €R|a>zx}
ist auch abgeschlossen, weil das Komplement von [a, +00) die offene Menge
(—o0,a) ist. Das Intervall

(—oo,b) ={r eR |z <b}
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ist auch abgeschlossen, weil das Komplement von (—o0,b] die offene Menge
(b, +00) ist.

BEISPIEL 2.1.10. Seien z € R™ und € > 0. Die abgeschlossene Kugel
B(z, €] ist abgeschlossen (Aufgabe).
SATZ 2.1.11. Sein > 1.

(i) R™ und O sind abgeschlossen.

(i) Wenn F, K C R™ abgeschlossen sind, dann sind F N K und F U K
abgeschlossen.

(7i1) Sei (F)ier eine Familie abgeschlossener Teilmengen von R™, d.h. F; ist
abgeschlossen fiir jedes i € I. Dann ist auch der Durchschnitt

m.FZ = {SL‘ e R"” | \V/Z'ej(.’E € Fl)}

i€l
abgeschlossen.

BEWEIS. Aufgabe. O

Aus Satz 2.1.11 folgt durch wiederholte Anwendung, dass eine Vereini-
gung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen abgeschlossenen ist. Dies
gilt nicht fiir unendliche Vereinigungen. Z.B. sind die Intervalle

[1, 1-— 1] ; n > 2
n n
abgeschlossenen, aber ihre Vereinigung
1 1
(0,1) = U [n’l_n}
n>2
ist nicht mehr abgeschlossen, weil das Komplement von (0, 1) die nicht offene
Menge (—o0,0]U[1, +00) ist. Das Kartesische Produkt von abgeschlossenen
Mengen in R ist abgeschlossen. Z.B. die Menge
[O? 1] x [_171] = {(.ﬁ,y) € R2 ’ x € [07 1] & ye [_17 1]}
ist abgeschlossen in R?, und das Produkt
[07 1] X [_171] xR = {(Zlﬁ,y,Z) S Rg ’ S [07 1] & y e [_171]}

ist abgeschlossen in R3.
Die Mengen R™ und () sind gleichzeitig offen und abgeschlossen. Das
Interval
(a,b] ={zr €R | a < z < b},

wobei a,b € R mit a < b, ist weder offen noch abgeschlossen.
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2.2. Konvergenz von Folgen in R"

DEFINITION 2.2.1. Sei (ag)ken eine Folge von Punkten aus R", d.h.

Qg = (a()la QN 7a0n)7
ar = (11, .., Q1p),
ap = (akla 7akn)7

Die Folge (a)ren heiBt konvergent gegen den Punkt

x=(x1,...,2,) €ER",
in Zeichen
k .
ap — x, oder lim o ==z,
k—o00
wenn gilt

VesoIneenVisne (Jak — x| <€),
d.h. zu jedem € > 0 existiert ein N& € N, sodass gilt

\/(akl —x1)? + ..+ (g — 70)? <,
fiir alle k£ > N2,

SATZ 2.2.2. Sei (ag)ren eine Folge von Punkten aus R™ und seien die
Folgen reeller Zahlen

1
a” = (ap1)ren = (01, 11, -+ -, Ok, - - ),
" = (Qgn)keN = (QOn, Qny - oy Ay - - 2)-
Genau dann konvergiert die Folge (ax)ken gegen x = (x1,...,x,) € R™,
wenn
k k
a1 — 21 & ... & agy — xn.
k .
BEWEIS. Angenommen «j — x. Wenn m € {1,...,n}, dann gilt
’akm - xm’ = (akm - 1'm)2

< \/(akl—x1)2+...—|—(akm—a:m)2—|—...+(oz;m—xn)2
<e,



48 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R”
fiir jedes k > N&. Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass oy, LN T, fir jedes
m e {1,...,n}. Es gilt

Vg —21)2 + ...+ (agn —2,)2 < e &

(v —x1)2+...+(akn—xn)2 <o

|ak1—x1|2+...+|akn—a}nl2<52<:>
2 2 _ € £?
lagr — 1"+ oo F oy — x| < —+ .o+ —.
n n
Weil
2
9 €
|akm_$m| < —
n

fiir alle &k > N%", definieren wir
NG

€

Na:max{Naal,...,No‘:}. 0
v /n

SATZ 2.2.3. Eine Teilmenge F' C R™ ist genau dann abgeschlossen, wenn
gilt: Ist (ap)ren eine Folge von Punkten «p € F, die gegen einen Punkt

x € R™ konvergiert, so liegt x in F'.

BEWEIS. Seien F' abgeschlossen und (ay)ken eine Folge von Punkten
ar € F, die gegen einen Punkt x € R™ konvergiert. Angenommen, x lige
nicht in F. Da F° offen ist, ist dann F'¢ eine Umgebung von x, d.h. es gibt
e > 0, sodass gilt B(z,e) C F°. Nach der Definition der Konvergenz gibt es
ein N € N, sodass oy, € F° fiir alle k > N2, also gilt F'N F° # (). Das ist
ein Widerspruch.

Zur Umkehrung. Das Folgenkriterium sei erfiillt; wir zeigen, dass F¢ offen
ist. Sei x € F°. Wir zeigen, dass ein ¢ > 0 gibt mit B(z,e) C F°. Wére dies
nicht der Fall, kénnten wir zu jedem k € NT ein oy, € F finden mit

jonc ] <
ap — x| < .
F k
Dann gilt oy, HKrer , was ein Widerspruch zu z € F° steht. O

DEFINITION 2.2.4. Eine Folge (o )ren von Punkten aus R™ heifit Cauchy
Folge, wenn gilt:
Ves03ceenVim>ce (|ar — am| < €).

SATZ 2.2.5. Sei (ag)ren eine Folge von Punkten aus R™ und seien die
Folgen reeller Zahlen

ol = (ak1)keN = (040170411, ceey Ok, . -),
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an = (akn)kEN - (0407“ Alny ey Okpy - )
Genau dann ist die Folge (ap)ren eine Cauchy Folge, wenn die Folge o™
eine Cauchy Folge ist, fir allem € {1,...,n}.
BEWEIS. Aufgabe. U

SATZ 2.2.6. Sei (ap)ken eine Folge von Punkten aus R™.

(i) Wenn (ag)ren eine konvergent Folge ist, dann ist (ag)gen eine Cauchy
Folge.

(i) Wenn (o )ken eine Cauchy Folge ist, dann ist (o )ken eine konvergente
Folge.

BEWEIS. Aufgabe. U

2.3. Stetigkeit von Funktionen f: R™ — R"

DEFINITION 2.3.1. Seien m,n > 1, f: R™ — R™ und zy € R™. Die
Funktion f heifit stetig im xg, falls

lim f(z) = f(=o),

T—>XQ

d.h. wenn fiir jede Folge (ay)ren von Punkten aus R™ gilt

[ar = 20] = [f (o) = f(0)].

Die Funktion f heifit stetig auf R™, falls f in jedem Punkt xg € R™ stetig
ist. Sei U C R™ und g: U — R™. Die Funktion g heifit stetig auf U, falls g
in jedem Punkt xg € U stetig ist.

BEISPIEL 2.3.2. Die Funktion pr;: R" — R, wobei i € {1,...,n}, defi-
niert durch

pri(z1,...,Tn) = T; x=(x1,...,2,) € R,
ist stetig (Aufgabe).
BEISPIEL 2.3.3. Die Funktion +: R? — R, definiert durch
Hary) =c+y;  (2y) €R

ist stetig. Seien (zx,yx) und (z,7) € R? mit

keN

k k k
(9Ek7yk) — (z,y) S — 2 & yp — .
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Dann gilt

k
+(@k, yk) = T+ Yk —> T+ Y.
Auf dhnlicher Art zeigen wir, dass die Funktionen
':R2_>R7 (x7y):$ya (.T,y)ERQ,
S RxR*CR2 SR, <(z,y)=2; (z,y) € R

Y
stetig sind.

SATZ 2.3.4. Seien f: R™ — R™ und g: R® — R! stetige Funktionen.
Dann ist die Komposition go f: R™ — R!, wobei

(9o f)(x) =g(f(x)); xeR™,
auch stetig.

BEWEIS. Aufgabe. U

SATz 2.3.5. Sei f: R™ — R™ und seien die Komponenten-Funktionen
fi, - fn: R™ = R, werden definiert durch

filz) =pri(f(z)); x€R™,

d.h.
f@) = (fi), ..., ful@)),

fiir alle x € R™. Die Funktion f ist genau dann stetig, wenn alle Kompo-
nenten f1,..., fn stetig sind.

BeEwEIS. Es folgt aus Satz 2.2.2 (Aufgabe). O

COROLLAR 2.3.6. Seien f,g: R™ — R stetige Funktionen. Dann sind
die Funktionen

f+g:R" =R, (f+9)@)=f(z)+9(z); zeR™,
frg:R" =R, (f-g)(@) = f(z) g(x); xeR",
auch stetig. Falls g(x) # 0 fir alle x € R™, dann ist die Funktion

f+g:R" - R, (f%g)(x):gg:;; e R™,

auch stetig.

BEWEIS. Aufgabe. U
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COROLLAR 2.3.7. (i) Die dbliche Norm |.|: R" — R auf R™ ist eine
stetige Funktion.

(ii) Sei xg € R™. Die Funktion dg,: R™ — R, definiert durch
dgo(z) = d(x,20); x€R",
wobei d die tibliche Metrik auf R™ ist, ist stetig.

BeEwEIs. Fiir alle z € R™ gilt

x| =

Der Rest ist Aufgabe. O

COROLLAR 2.3.8. Ein Monom vom Grad r € N auf dem R™ ist eine
Funktion

M:R" - R,
m m m
M(xy,...,xp) =" - 25? -y,
wobei
mi,....,mp €N mit mi4+mo+...+my,=r.

Eine Polynom-Funktion vom Grad < r auf dem R"™ ist eine Linearkombina-
tion P von Monomen vom Grad < r, d.h.

P:R" &R,

— mi m2 m
P(x1,...,x,) = E Ay Ty - Ty 2 T

mi+..4+mp<r
wobet A, ..m,, € R.
(i) Ein Monom vom Grad r auf dem R™ ist stetig.
(i) Eine Polynom-Funktion vom Grad < r auf dem R™ ist stetig.

BEWEIS. Aufgabe. U

THEOREM 2.3.9 (e- Kriterium der Stetigkeit). Eine Funktion f: U C
R™ — R"™ ist genau dann in xg € U stetig, wenn gilt

(K) Ves03550Veer (|7 — zo| <6 = |f(2) — f(z0)] < ¢).

BEWEIS. Angenommen, f ist stetig in z¢p und das Kriterium (K) ist
nicht erfiillt. D.h.

nicht (K) : E|5>0V5>05|x€U(\x —xo| < & |f(z) — f(xo)] > 5).
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Insbesondere gibt es zu § = % ein x, € U mit
1
|[Zn — x| < ,, und |f(zn) = fz0)| > €.

Also gilt z,, — z, woraus folgt f(z,) — f(z). Dies steht aber in Wider-
spruch zu “nicht (K)”. Also ist das Kriterium (K) erfiillt.
Sei das Kriterium (K) erfiillt und sei (ag)gen eine Folge in U mit lim ay, =
xo. Wir zeigen, dass lim f(ax) = f(xg). Sei € > 0. Es gibt N(;Oze) € N, sodass
gilt
iz, (lok — 2ol < d(e)),
wobei aus (K) folgt
Vaeu (|z — 2ol < 8(e) = | f(2) — f(zo)| <e).
Also gilt
| f(ow) — f(zo)| <,

fiir alle k> Ng ., d.h f(ax) — f(xo). O

SATz 2.3.10. Sei f: R™ — R™.

(i) Die Funktion f ist genau dann im Punkt xo € R™ stetig, wenn zu je-
der Umgebung Vi(y,) von f(xo) eine Umgebung Uy, von xq existiert mit

f(Uazo) c Vf(mo)
(7i) Die Funktion f ist genau dann auf ganz R™ stetig, wenn das Urbild
JHV)={z eR™ | f(z) e V}
jeder offenen Menge V- C R™ offen in R™ ist.
BeEWEIS. (i) ist eine Umformulierung des Kriteriums (K).
(i) Seien f stetig und V offen in R™. Wir zeigen, dass f~1(V) offen ist. Sei
zo €1 (V). Da V Umgebung von f(zo) ist, gibt es aus (i) eine Umgebung
Uz, von xg mit f(Uy,) CV & Uy C f7H(V). D.he f71(V) ist offen.
Sei umgekehrt vorausgesetzt, dass das Urbild jeder offenen Menge offen ist

und sei xg € R™. Ist Vj(,,) eine Umgebung von f(xo), so gibt es &€ > 0 mit

f(zo) € B(f(w0,2) € Vi(zg)-
Dann ist Uy, = [~ (Vi) offen, 2o € Uyy und f(Usy) € Vi(zg)- Aus (i)
folgt, dass f in x( stetig ist. O
BEIsPIEL 2.3.11. Sei f: R™ — R eine stetige Funktion und sei a € R.

Dann sind die Mengen

[f <a]={z eR™| f(z) <a} = f}(~00,a),
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[f >al={z e R™ | f(z) > a} = [~} (a, +00),
offen und die Menge
[f =a] ={z eR™| f(z) = a}

abgeschlossen (warum?).

2.4. Stetigkeit und Linearitit

Wir zeigen, dass jede lineare Abbildung T: R™ — R"™ stetig ist.

SATZ 2.4.1. Sei T: R™ — R" eine lineare Abbildung und sei A = [a;;] €
My, m(R) die Matriz von T

(1) Es gibt C >0, sodass gilt
()| < Clal,
fir alle x € R™.
(ii) Die Funktion T ist stetig.
BeEwEIS. (i) Aus Theorem 1.8.5 folgt
T(x)=Az; 2z €R™
Also gilt

m m m
T(IL') = (ZaleCj, Ceey Zaij:cj, PPN Zanj:nj> N
J=1 J=1 J=1
fiir alle x € R™. Sei

B =max {|a;| |i €{l,....,n} & je{l,...,m}}.
Sei i € {1,...,n}. Aus der Cauchy-Ungleichung folgt

m
E ai]’Ij
j=1

= {(ai1, .- aim), (#1, ..., )]

S |(a7,'1>~'-7aim)”($l;-' a:L‘m)‘

m m
- 2, E 2
- Zazj Ly

Jj=1 Jj=1

m
ST DTN
j=1

j=1

_—
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m m
SO O
j=1 j=1

= VmDB?|x|
= vmBlz|.

Also gilt
m m

- (3 W) (z>

]:
m

E : 13%

x]

< mB2\x]2 ot mBQIm\Q
= nmB?|z|?.
Daraus folgt
|T(x)] < Clz|, C=+/nmB.
(ii) Wir zeigen, dass das Kriterium (K) erfiillt ist. Seien ¢ > 0 und z,zg €
R™ mit |z — z0| < d(¢), wobei §(¢) = &. Dann gilt
T(x) = T(zo)| = [T(x — z0)]
< Clx — x|
<C%

C
=e. O

2.5. Kurven im R"

DEFINITION 2.5.1. Sei [ ein Interval in R der Form
(—o0,a), (—00,a], (a,+00), [a,+00), R, (a,b), (a,b], [a,b), [a,b],
wobei a,b € R mit a < b. Eine Kurve im R" ist eine stetige Funktion
x:I—->R" I>t—z(t)eR", tel.
Wir schreiben
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wobei x; : I — R die i- Komponente-Funktion von x ist, fiir jedes i €
{1,...,n}. Die Kurve @ heifitdifferenzierbar (bzw. stetig differenzierbar),
wenn alle Komponenten-Funktionen z(t),...,z,(t) von x differenzierbar
(bzw. stetig differenzierbar) sind. Ein Punkt P € R" gehirt zur Kurve x,
oder P liegt auf x, wenn es t € I gibt, sodass gilt P = x(t).

Sei die Kurve @ : [a, b] — R2. Man fasst die Variable t € [a, b] als Zeit und

x(t) € R? als Ort auf. Die Kurve & beschreibt dann die zeitliche Bewegung
eines Punktes im R

x(b)

Y

A

Y

Y

BEISPIEL 2.5.2. Sei die kurve ¢ : [0, 27] — R?, definiert durch
c(0) = (cosb,sinf); 0 € [0,2n].

Die Kurve c ist der Einheitskreis im R2.
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A

c(0) = (cosf,sin 0)
[ 5

Die Kurve c ist stetig differenzierbar, weil ¢(6) = (c1(6), c2(6)), wobei die
Komponenten von ¢ die stetig differenziebaren Funktionen ¢;(0) = cos 6 und
c2(0) = sin 6 sind. Fiir jedes t € [0, 27] gilt

cos’ = —sinf & sin’0 = cos 6.

Dariiber hinaus ist ¢ eine geschlossene Kurve, d.h. ¢(0) = ¢(27).

BEISPIEL 2.5.3. Sei 29 € R? und yo € R? mit yg # (0,0). Die Funktion

fiR—= R f(t)=mz0+ty; tEeER,

beschreibt eine Gerade im R? durch den Punkt x¢ (weil f(0) = z0) mit
Richtungsvektor yq.

DEFINITION 2.5.4. Sei ® : I — R" eine differenzierbare Kurve. Fiir
to € I heiflt

dx

&/ (t0) = % t0) = o1 o) 00) = (D200, B2 )

der Tangentialvektor der Kurve x zum Parameterwert tq. Falls '(¢g) # 0,
heilt der auf die Norm 1 normierte Vektor

@' (to)

|2/ (to)|
Tangenten-FEinheitsvektor. Wenn x eine stetige differenzierbare Kurve ist,
dann ist die Ableitung Kurve von x die Kurve x’ : I — R", definiert durch

t—x'(t),
fiir jedes t € 1.
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Seien (t) : I — R" eine differenzierbare Kurve im R", ¢y € I, und h € R.
Der Tangentialvektor @'(tg) ldsst sich als Limes von Sekanten auffassen:

2llo 1) = @0) _ Ly (41 h),... aalte + 1)) = (21(t0), . s 2nlto))]

h h
= %(fﬂl(to + h) — z1(to), - - ., zn(to + h) — zn(to))
_ (xl(to + h) — z1(to) xp(to +h) — l‘n(to)>
; - 7

also gilt
: :B(to + h) - :L'(to) / /
] - to0), ...z (to)).
hl_r;% n ($1 ( 0)7 , X ( 0))
Physikalische Interpretation von x'(tg): Der Tangentialvektor @’(tg) ist der
Geschwindigkeitsvektor im Zeitpunkt ¢ der durch x: I — R™ beschriebenen
Bewegung und

@' (to)| = /|21 (to)|> + - - + |z (to)

ist der Betrag der Geschwindigkeit. Jeder Punkt im R? kann durch einen
zugehorigen Ursprungsvektor eindeutig charakterisiert werden. Das ist der
Vektor, der vom Ursprung der Euklidischen Ebene auf den Punkt zeigt.
Wenn dieser Vektor parallel zu y-Achse um yg und parallel zur z-Achse um
to verschoben wird, wobei x(t9) = (to, yo), erhalten wir einen Vektor, der im
Punkt x(tg) tangential zur Kurve @ orientiert ist.

A

.’B(to) + wl(to)

/ ' (to)
[

SATZ 2.5.5. Seien x,y : I — R" differenzierbare Kurven, A € R, und
f 1 — R eine differenzierbare Funktion.

(i) Die Funktion x +vy : I — R", definiert durch
(z+y)(t) =z(t) +y(),

Y
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fiir jedes t € I, ist eine differenzierbare Kurve mit
(z+y)(t) =='(t) + ¥/ (1),
fiir jedes t € 1.
(ii) Die Funktion Ax : I — R", definiert durch
(Az)(t) = A(t),
fiir jedes t € I, ist eine differenzierbare Kurve mit
(Az)'(t) = Az’ (t),
fiir jedes t € 1.
(#i7) Die Funktion (x,y) : I — R, definiert durch
(,y)(t) = (z(t),y(1)),

fir jedes t € I, wobei (x(t),y(t)) das ibliche Skalarprodukt von x(t),y(t)
ist, ist eine differenzierbare Function mit

(@,y)'(t) = (@'(t), y (1)) + (z(t), ¥/ (1)),
fir jedes t € I.
(iv) Die Funktion x?: I — R, definiert durch

(x®)(t) = (2(t), z(t)),

fiir jedes t € I, ist eine differenzierbare Funktion mit

(x®)'(t) = 2(z(t), 2/ (¢)),
fiir jedes t € I.
(v) Die Funktion fx : I — R"™, definiert durch

(fe)(t) = f(t)=(t),

fiir jedes t € I, ist eine differenzierbare Kurve mit

(f)'(t) = f'()z(t) + f()z'(2),
fiir jedes t € I.

BeEWwEIS. Wir zeigen nur (iii) und der Rest ist Aufgabe. Es gilt

<$a y) (t) - <CC(t), y(t»
= ai(t)yi(t)
i=1

=z1(t)y1(t) + ... + zn(t)yn(t),
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also gilt

= [z () (to) + - - + [z (Dyn ()] (to)

[71"(to)y1(to) + z1(to)yr' (to)] + - - - + [0 (t0)yn(to) + n(to)yn' (to)]
= [z1'(to)y1(to) + - .. + ' (to)yn(to)] + [z1(to)yr' (to) + . . . + zn(to)yn' (to)]
=Y ai'(to)yilto) + > x(to)y(to)

=1 =1
= (@(to), y(to)) + (x(to), y'(t0))- O

COROLLAR 2.5.6. Sei  : I — R"™ eine differenzierbare Kurve, sodass
gilt: fiir jedes t € I die Norm von x(t) ist konstant, d.h. es gibt r > 0 mit

lx(t)| =r >0,

fir jedes t € I. Dann gilt: fiir jedest € I der Ortsvektor x(t) von x im Zeit-
punkt t ist orthogonal zum Geschwingigkeitsvektor ' (t) von x im Zeitpunkt
t.

BewEIs. Wenn |x(t)] = r > 0 fiir jedes t € I, dann liegt x(¢) auf dem
Kugel mit Mittelpunkt (0,...,0) und Radius r. Es gilt

2 = |20 = (2(t), 2(t)) = (@, 2)(0).
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Weil die Funktion (x, ) eine konstante Funktion in I ist, aus Satz 2.5.5(iv)
folgt

0= (z, ) (to) = 2(x(to), ='(to)) & 0 = (x(to), ' (t0))
4 m(to)J_wl(to). O
2.6. Die Liange einer stetig differenzierbaren Kurve
DEFINITION 2.6.1. Sei @ : I — R" eine stetig differenzierbare Kurve,

d.h. eine differenzierbare Kurve mit eine stetige Ableitung «’. Die Linge
Lay(x) von x zwischen die Punkte x(a), z(b), wobei a,b € I mit a < b, ist

definiert durch ,
:/ |z’ (t)|dt.

Nach Definition der iiblichen Norm auf R? es gilt

Loy(a / \/ o, <d;2(t)>2dt,

wobei @(t) = (21(t),z2(t)). Nach Definition der iiblichen Norm auf R? es
gilt
b 2 2
dxl dxo dx3
—(t —(t) | dt

¢ ) e (f20) (20
wobei x(t) = (z1(t),x2(t), z3(t)). Nach Definition der iiblichen Norm auf
R™ es gilt

b | [ da den , \?
= \/ (T '+<dt(t)> dt,
wobei & (t) = (z1(t), ..., zn(t)).

BEISPIEL 2.6.2. Sei ¢(f) = (cosf,sinf) der Einheitskreis im R?, wobei
0 € [0, 27]. Es gilt

()] = Ver'(0)? + c2'(9)?
:\/—smﬁ + (cos 9)?
— V/sin? 0 + cos? §
=1
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=1

Y

also gilt

Loar(c) = /0 ’ \c'(0)|d6

2
:/me
0
2T
:/w
0

=2r -0
= 2.
BEISPIEL 2.6.3. Sei die stetig differenzierbare Kurve x : R — R?, wobei
x(t) = (e’ cost, e’ sint),
fiir jedes ¢t € R. Die Ableitung Kurve x’ von x ist die Kurve
x/(t) = (e' cost — e’ sint, e’ sint + €’ cost),
wobei t € R. Es gelten
z(t)] = & [2'(t)]=V2e & (&'(t),z(t) =,
fiir jedes t € R. Also gilt
(@'(t), (1)) e?t 1
@ Olfe(t)] ~ Vaetet ~ V2’

fiir jedes t € R, dh. der Winkel zwischen '(t) und x(t) ist 7, fir jedes ¢t € R.
Dariiber hinaus es gilt

1
L()J((B) = /0 \/§etdt = \@(6 — 1).

BEISPIEL 2.6.4. Die Zykloide ist die Kurve
f:R—=R?  f(t)=(t—sint,1 —cost); tcER,

und sie beschreibt die Bahn eines Punktes auf der Peripherie eines Kreises
vom Radius 1, der auf der z-Achse der z-y-Ebene abrollt. Wir wollen die
Lénge des Teils der Zykloide berechnen, der zu den Parameterwerten 0 <
t < 27 gehort, also den Bogen ABC' in Bild, wobei

A= f(0)=(0,0),
B = f(r) = (r,2),
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C = f(2r) = (2m,0).

(m,2)

/1 r=1t—-sint
Yy t / y=1-—cost

v ¢ 2
Fiir jedes t € R gelten
f'(t) = (1 — cost,sint),

und
IF'(#)]* = |(1 — cost,sint)|?
= (1—cost)? +sin’t
=1—2cost+cos’t +sin’t
=2 —2cost,
also gilt

t
P62 =2 — 2cost = 4sin? (2>

Wenn ¢ € [0, 2], dann gilt
t t
sin <2> ‘ = 2sin <2>

(1) =2
27
Loz2x(f) :/0 |f/(t)|dt
27 t>
= 2sin | = | dt
[ 2 (s
27 t
2/ sin <)dt
0 2
21 1 t
2 [ 2;sin|;)dt
/0 251n<2)
4/ sin udu
0

Damit wird



2.7. PARTIELLE ABLEITUNGEN 63

= 4]— cos ulj

= 4(—cosm + cos0)
=4.2

= 8.

2.7. Partielle Ableitungen

Die partiellen Ableitungen sind nichts anderes als die gewohnilchen Ab-
leitungen von Funktionen einer Verédnderlichen, die man erhélt, wenn man
alle Verdnderliche bis auf eine festhélt.

Seien U eine offene Teilmenge von R™ und = = (z1,...,2,) € U. Nach
Definition gibt es € > 0 mit B(z,e) C U. Wenn h € R ist mit |h| < ¢, dann
gilt

(1, ... i+ hyo ooy xn) — (1, .. @iy . )| = VRZ = |h| <,

d.h.,
(x1,...,x;+ h,...,z,) € B(z,e) C U,
und der folgende Begriff ist woll-definiert.

DEFINITION 2.7.1. Seien U eine offene Teilmenge von R™, f : U — R

und z = (x1,...,2,) € U. Angenommen
lim flx1, ...,z +hyoooymy) — f(or, ... 2p) cR.
h—0 h
Wir setzen
of flxy,...;xi+hyoooyzy) — f(21, ... 2p)

D; = =i
wobei D; f(z) heifit die i-te partielle Ableitung von f in z. Die Funktion f
heiflt partiell differenzierbar, falls D; f(z) fir alle z € U und 7 € {1,...,n}
existiert. Die Funktion f heifit stetig partiell differenzierbar, falls zusatzlich
alle partiellen Ableitungen

Dif:U—-R, xw Dif(x); =xze€U,

stetig sind.

Damit man die i-te partielle Ableitung definieren kann, ist nicht un-
bedingt notwendig, dass U offen ist. Es geniigt, dass wenigstens eine Folge
(hk)ken mit lim hy, = 0 existiert, sodass hy # 0und (z1, ..., zi+hg, ..., x,) €
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U, fiir alle k € N. Wenn B,, :== {e1,...,¢€;,...,e,} die kanonische Basis von
R™ ist, dann gilt

z+ he;) — f(x
Dufte) = iy L2100 = Sl0)

BEISPIEL 2.7.2. Sei f:R? — R, definiert durch
fla,y) =2y (x,y) € R

Es gelten
of
D =
1f(x,y) ax(may)
. f@+hy) - f(z,y)
= lim
h—0 h
2.3 .23
_ gy &Ry 2ty
h—0 h
. + h)2 — x?
_ 31 (I
y hli% h
=32
= 2my°,
of
-DQf r,Y) = 7\, Y
@y =5, @)
iy L@y ) — f(2,y)
h—0 h
2®(y +h)° — 2%y’
= lim
h—0 h
3 .3
h—0 h
_ $23y2
= 322y

BEISPIEL 2.7.3. Sei die Funktion f : R? — R, definiert durch
fla,y) =™+ (2,y) € R
Da fiir die Funktion einer Variablen

flz)=e"*" zeR
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gilt f/(x) = 2ze™ ¢, folgt

Of /o w24y
—8w(ac) = 2ze ,
Of Vo 224y
M (x) = 2ye

Die partielle Ableitung in der i-ten Koordinatenrichtung ist also nichts
anderes als die gewohnliche Ableitung nach der i-ten Variablen bei Fest-
haltung der iibrigen n — 1 Verénderlichen. Deshalb gelten fiir die partielle
Ableitungen analoge Rechenregeln wie fiir die gewShnlichen Ableitungen.

Seien f,g: U — Rund x € U mit D;f(x), D;g(z) € R. Es gelten:
Di(f +9)(x) = Dif(z) + Dig(x),
Di(Af)(x) = ADif (x),
fiir jedes A € R. Also, die Menge
DU)={f:U — R | f ist partiell differenzierbar}
ein Vektorraum ist, und die Funktion
DF: D) R, [ Dif(x);  fe D),

eine lineare Abbildung ist, fiir jedes x € U und jedes ¢ € {1,...,n}.

DEFINITION 2.7.4. Seien U C R" offen, z = (z1,...,2,) € U und f :

U — R mit
9 9
Dy f(x) = ai(”“") E€R,...,Dpf(z) = 8;;(9;) ER.
Dann heif3t der Vektor
9 9
(grad )(a) = (2@, ajnm)

(8331
(le(a:), ce an(w))
der Gradient von f im Punkt x.

BEISPIEL 2.7.5. Sei f : R? = R, wobei f(z,y) = 2%y>. Dann gilt

(gradf)(z,y) = (2zy®, 32%y7).
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Weil DY eine lineare Abbildung ist, dann gelten:
(grad(f + g))(x) = (gradf)(z) + (gradg)(z),
(grad(Af))(x) = A(gradf)(z),
fiir alle f,g € D(U), z € U und X € R. Dariiber hinaus gelten:
grad(f + g) = gradf + grady,
grad(Af) = Agradf.

DEFINITION 2.7.6. Seien U eine offene Teilmenge von R” und f : U — R
eine partiell differenzierbare Funktion. Sind alle partiellen Ableitungen

D;f: U —R, $i—>le($), xeU,
selbst wieder partiell differenzierbar, so heifit f zweimal partiell differenzier-
bar. Mann kann die partiellen Ableitungen 2. Ordnung
D;D;f

bilden. Allgemeiner definiert man durch Rekursion: Die Funktion f: U — R
heifit k+1-mal partiell differenzierbar, wenn sie k-mal partiell differenzierbar
ist und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung

D’Lk‘D’LQ‘D’Llf U — R, x»—>D,kD,2D,1f(x), xzeU,
partiell differenzierbar sind.
BEISPIEL 2.7.7. Sei f: R? = R mit f(z,y) = 2%y>. Es gelten

Dif(.y) = G (eg) =20 & Daf(a) = o (@) = 3%y

und fiir die Funktionen D1 f, Dof : R? — R gelten
2

DiDLf(2,9) = DS (e,y) = 5 5 (0,) = (Dy(D11)) ,0) =

_ 92y 0.3
- 856 (ZL’,y) - 2y I

2
DiDaf(.9) = - (90 ) (0:0) = (ov1) = (Dr(Dafevs) =

_ 8(3932?/2) _ 2
= T(%?/) = 6zy”,

2
DD f(e0) = 5 (G ) (o) = g4 ) = (DDA a0) =
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o 3
%Zy )(fc,y) = 6xy?,
2 0% f
D2D2f(xay) = D2f(l‘,y) = aizﬂ(x’y) = (DQ(DQf))(xuy) =

= (%igiyz)(x,y) = 622%y.

Es gilt
o2 o 2
2 = S # (5h@) = o2 =1ty

Aber

o (Of o, (o
b (i ) w0 =607 = 2 (5 Y

Ein Satz von H. A. Schwarz sagt, dass es bei k-mal stetig partiell differen-
zierbaren Funktionen auf die Reihenfolge der Differentiation nicht ankommt.

BEISPIEL 2.7.8. Sei f : R? — R definiert durch
fz,y,2) = 2%y2>  (x,y,2) € R3.
Es gelten:
Dif(x,y,z) = 2xyz> DoDif(x,y,2) = 222> D3DyD; f(x,y,2) = 6122,
and
Dsf(z,y, z) = 3z%yz% DaDsf(x,y,2) = 32%22 D1 DyDsf(z,y,2) = 6222,
d.h.
D3Dy Dy f(x,y, 2) = 6x2% = DDy D3 f(x,y, 2).
Dariiber hinaus es gelten:
D3Dy D f(,y,2) = D3D1Da f(2,y, 2)
= D1D3Dsf(z,y, 2)
= D1DyDsf(x,y, 2).
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2.8. Die Kettenregel

BEMERKUNG 2.8.1. Seien U C R offen, zg € U und f : U — R. Die
folgenden Aussagen dquivalent sind.

(7) f ist differenzierbar im Punkt xg.
(i) Es gibt € > 0,a € R, und eine Funktion ¢ : (—¢,¢) — R, sodass gilt:
f(zo +h) — f(z0) = ah + |h|g(h),

fiir jedes h € (—¢,¢), und

lim g(h) = 0.
hg%g() 0

BeEweIs. (i)=-(ii): Da f differenzierbar im Punkt zg ist, gilt

f(zo+h) — f(20)

=f =1 R.
0= (o) = fiy SRS
Wenn h # 0, dann setzen wir
flxo+h)— f(x
d)(h) — ( 0 i)L ( U) _f/($0)7
und wenn h = 0, dann definieren wir ¢(0) = 0. Offensichtlich gilt
li h) =0
lim ¢(h) =0,

und fiir jedes h in eine e-Umgebung von 0 gilt:

f(xo+h) = f(zo) = f'(z0)h + ho(h).
Wir definieren g(h) = ¢(h), wenn h > 0, und g(h) = —¢(h), wenn h < 0.
Dann gilt:
Ihlg(h) = h(h).
Also gelten:
f(xo+h) = f(zo) = ah + |hlg(h),

und
li =0.
lim g(h) =0
(ii)=(i): Wenn h # 0, dann gilt
h) — h+ |h|g(h h
flzo + f)L flzo) _a +!h!9( ) :a+‘h|g(h)’

also gilt a = f'(xo). O
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DEFINITION 2.8.2. Seien U C R” offen, 9 € U und f : U — R. Die
Funktion f ist differenzierbar im Punkt xg, falls

(a) Der Gradient von f im Punkt z

e (an) = (D1 f(a0).-.. Dofa0) = () 52 (20))

existiert, und
(b) es gibt eine Funktion g: B((0,...,0),e) — R, sodass gilt:

Vlli‘glog(h) =0,
und
0 0
Flao+h) — flay) = &fl(xo)hl bt aaf;mom + [hlg(h)

— ((gradf)(z0), h) + |hlg(h).

Die Funktion f ist differenzierbar in U, wenn f differenzierbar in jedem
Punkt von U ist.

SATZ 2.8.3. Seien U C R" offen, xo € U und f : U — R. Die Funktion
f st differenzierbar im Punkt xo, wenn f partiell differenzierbar ist und die
Funktion

Dif:U—-R, =z~ Dif(x); =xze€U,
stetig im Punkt xq ist, fir jedes i € {1,...,n}.
In R die Kettenregel ist die Gleichung
(fog)(t)=f'(9(t)g'(t),
wobei f: U — R und ¢g: I — R differenzierbare Funktionen sind

I*>g UCR

fox]if

SATZ 2.8.4 (Kettenregel). Sei I C R ein Intervall, und x : I — R™ eine
differenzierbare Kurve mit

x(l)={z(t)|tel} CU,
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A U

-

>
>

wobei U eine offene Teilmenge von R™ ist. Wenn f: U — R differenzierbar
in U ist, dann ist die Funktion

- UCR"
fo\ Jf
R
fom:T— R differenzierbar mit
(f o) (t) = ((gradf)(z(t)),2'(t)),
fiir jedes t € 1.

BEWEIS. Seien

und
K =K(t,h) =x(t+ h) — x(t).
Da x(t+h) = K + x(t) gilt

Qe = 10T F) = )

Weil f differenzierbar in U ist und «(t) € U, ist f differenzierbar im Punkt
x(t), fir jedes t € I. Nach Definition 2.8.2 es gibt Funktion g mit

fla(t) + K) — f(z(t) = ((gradf)(z(t)), K) + |K|g(K),
und

lim g(K)=0.
|K|—0
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Also gilt,
(i, = L) = J(a(t)
_ <(gradf)(:l:(t)), x(t + h]z — :L'(t)> N |z (t + hli — :L'(t)\g(K)
_ <(gradf)(x(t)>’ x(t + hf)L — a:(t)> N x(t + h})b — x(t) ‘g(K)'

Wenn h — 0, dann gilt

<(gradf)(m(t)), o(t + h})L - “’(t>> — ((gradf)(x(t)), ' (t)),

und
t+h)—x(t
N 220 10) s a0 = 0,
weil, wenn h — 0, dann gilt K = x(t+ h) —x(t) — 0, und verwenden wir
die Gleichung lim| |0 g(K) = 0. O

Nach der Kettenregel gilt:
(fom)(t) = ((gradf)(=(t)), 2'(t))

(S @, 2 @), 'm0

N /
=3 o, 0
0 i
> ol @ S
= ) D)+ o+ ) 2 ),
wobei z(t) = (21(t), ..., 2 (t)). Wir schreiben einfacher:
df(z(t)) _ Of duy of dun
i = 871'1% —+ ... ail'nﬁ

N Zz: Ox; dt '

BEISPIEL 2.8.5. Seien die Funktionen @(t) = (e',¢,t%) = ((t), y(t), 2(t))
und f(z,y,2) = z%yz
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R—" R
fo ZD\’ j f
R.

Aus Satz 2.8.3 ist f differenzierbar in R3. Es gelten:

x'(t) = (e, 1,2t),

(gradf)(z,y, 2) = (2zyz, %2, 2%y),

(grad ) ((1)) = (grad f)(c, £, 2) = (2683, €42, ¢Pit).
Aus der Kettenregel folgt
df (x(t)) Of de Of dy Of dz
p7a %(in(t))a+8fy($(t))a+$(m(t))%
= 2¢tt3el + 212 + 2t2t
_9e2043 | o242 | 20042

BEISPIEL 2.8.6. Sei f : R® — R differenzierbar, und sei ¢ : R — R,
definiert durch g(t) = f(P +tQ), fiir jedes t € R, wobei P,Q € R3. Um ¢'(t)
zu finden, sei  : R — R3

R —"— R3
N
R
mit g = f o x. Sei
z(t) = P+1Q = (p1 +tq1, p2 + tg2, p3 + 1g3),
fiir jedes t € R. Weil &' (t) = (q1, g2, g3) = Q, es gilt
g'(t) = (fox)(t) = ((gradf)(z(t)),2'(t)) = ((gradf)(P +1Q), Q).

COROLLAR 2.8.7. Sei U C R"™ offen, sodass gilt: fiir alle zg,x1 € U es
gibt eine differenzierbare Kurve  : [0,1] — U mit (0) = xo and (0) = z;.
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Y

/
/A

Wenn f: U — R eine differenzierbare Funktion in U ist mit

(gradf)(z) = (0,...,0),

fiir alle x € U, dann ist f eine konstante Funktion in U.

BEWEIS. Aufgabe. O

2.9. Kurvenintegral

Ein Vektorfeld ist eine Funktion F' : U — R" | die jedem Punkt von
U einen Vektor zuordnet. Sei  : I — U eine differenzierbare Kurve in
U. Physikalische Interpretation von F(x(tp)), wobei tg € I: Der Vektor
F(x(to)) ist die Stérke und Richtung einer Kraft im Zeitpunkt ¢ der durch
x: I — U beschriebenen Bewegung.

e
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DEFINITION 2.9.1. Sei U eine offene Teilmenge von R". Ein Vektorfeld
auf U ist eine Funktion
F:U—R"
jedem Punkt z € U wird also ein Vektor F(z) € R™ zugeordnet. Seien
fi,.--, fn: U — R die Komponenten-Funktionen von F', d.h.

F(z) = (fi(@),..., fa(2)),
fiir jedes x € U. F ist (partiell) differenzierbar in U, falls alle Komponenten
fi : U — R (partiell) differezierbar in U sind.

BEISPIEL 2.9.2. Seien U C R offen und f: U — R eine partiell diffe-
renzierbare Funktion. Die Funktion

gradf: U - R", x+— (gradf)(z); xe€U,
ist ein Vektorfeld.

DEFINITION 2.9.3. Seien F' : U — R" ein differenzierbar Vektorfeld
auf U und = : I — U eine differenzierbare Kurve in U. Sei die Funktion
Fox:I—R"

[—2UcRre
Fox jF
R™.
Wir definieren die Funktion Crg: I — R durch
Cra(t) = (F(z(t), 2'(t)),
fiir jedes t € I.
BEISPIEL 2.9.4. Sei F : R?2 — R? definiert durch
F(z,y) = (e, 9%,
fiir jedes (z,y) € R?, und sei « : R — R? definiert durch
x(t) = (t,sint),
fiir jedes t € R. Es gelten
x'(t) = (1,cost),
F(z(t)) = (e sin’¢t),
und .
Crat) = (F@(®), @'(£)) = " + (sin® t)(cost),
fiir jedes t € R.
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DEFINITION 2.9.5. Seien U C R"™ offen, @ : [a,b] — U differenzierbare
Kurve mit eine differenzierbare Ableitungskurve ', und F : U — R" ein
differenzierbar Vektorfeld. Das Kurvenintegral von F iiber x ist definiert

durch
b
/ F= / Cra(t)dt

b
= [ (Pat.a @)

Weil das iibliche Skalarprodukt auf R™ eine stetige Funktion ist, ist die
Funktion Cp4(t) Riemannsche integrierbar. Das Kurvenintegral von F' {iber
x ist eine Verallgemeinerung der Gleichung

u(b) b du
AwaMZLfMWﬁﬁ

(I) Wir schreiben den Geradenabschnitt zwischen P, € R™ als die Kurve
x :[0,1] — R", wobei
x(t) = P+4(Q - P),
fiir jedes t € [0,1]. Es gilt: (0) = P und x(1) = Q.
(IT) Wir schreiben das Segment der Parabola y = t2

x(t) = ()

~

als die Kurve « : I — R?, wobei

a(t) = (t,t%),
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fiir jedes t im Intervall I.

(IIT) Wir schreiben das Segment der Parabola z = ¢2
t

als die Kurve « : I — R?, wobei
Q}(t) = (t2vt)’

fiir jedes t im Intervall I.

(IV) Wir schreiben das Segment der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) € R? und
Radius r > 0

>
>

Y




2.9. KURVENINTEGRAL 77
als die Kurve « : I — R?, wobei
x(t) = (rcost,rsint),
fiir jedes t im Intervall I.
BEISPIEL 2.9.6. Sei das Vektorfeld F : R? — R?, wobei
F(z,y) = (a, zy),

fiir jedes (z,y) € R% Wir berechnen das Kurvenintegral von F iiber das
Segment der Parabel y = t2

x % t
-1 1

zwischen P = (—1,1) und Q = (1,1). Weil z(t) = (¢,t?), fiir alle t € [1, 1],
gelten

:Itl(t) = (17 2t),

F(x(t)) = F(t,t%) = (1*,1),
und

Crz(t) = <F(ac(t)),a:’(t)> =2 4 2t%.
Weil —1 <t <1, gilt

24 2thd

/ (t
/ / 2t dt
D
3 5'
BEISPIEL 2.9.7. Sei das Vektorfeld F : R? — R?, wobei

F(z,y) = (z%y,9"),
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fiir jedes (z,y) € R% Wir berechnen das Kurvenintegral von F iiber den
Geradenabschnitt zwischen P = (0,0) und @ = (1,1). Weil

x(t)=P+t(Q—P)=1(0,0)+t((1,1) — (0,0)) = t(1,1) = (¢, 1),
wobei ¢ € [0, 1], gelten

und

BEISPIEL 2.9.8. Sei das Vektorfeld F : R? \ {(0,0)} — R?, wobei

—y T

fiir jedes (z,y) € R?\ {(0,0)}. Wir berechnen das Kurvenintegral von F
iiber das Segment der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 3 zwischen

P =(3,0) und
3v3 3
e=(%73)
Weil i
x(t) = (3cost,3sint);  t e [0, 6]’
z(0)=P & zc(g) =Q,
@'(t) = (—3sint,3cost), te [0, %],
gelten

F(z(t)) = F(3cost,3sint)
_ —3sint 3cost
~ \(3cost)? + (3sint)2’ (3cost)? + (3sint)?

_ —3sint 3cost
N 9 7 9

1
= g(— sint, cost),

und
Cra(t) = (F((t)),2'(t)) = sin®t + cos®t = 1.
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s I
F:/ ="
/a: 0 6

2.10. Gradientenfelder

Also gilt:

DEFINITION 2.10.1. Ein Vektorfeld F': U — R™ heifit Gradientenfeld,
wenn eine differenzierbare Funktion V' : U — R gibt mit

F = —gradV.

Dabei nennt man V' das zu F' gehorige Skalarpotential oder einfach kurz ein
Potential des Gradientenfelds.

Ist V ein Potential des Gradientenfelds F', dann ist V' + ¢ ein Potential
des Gradientenfelds F', wobei ¢ € R (warum?).

Ein Vektorfeld F': U — R"™ ist Gradientenfeld genau dann, wenn eine
differenzierbare Funktion W : U — R gibt mit

F = gradW.

Wenn F' = —gradV, wobei V : U — R eine differenzierbare Funktion ist,
dann ist W = —V auch differenzierbar und F' = grad(—V) = gradW. Wenn
F = gradW, wobei W : U — R eine differenzierbare Funktion ist, dann ist
V = —W auch differenzierbar und F' = —grad(—W) = —gradV'.

THEOREM 2.10.2. Seien U C R" offen, und F' : U — R"™ ein differen-
zierbares Vektorfeld auf U.




80 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"™

(I) Sei F = gradW, wobei W : U — R eine differenzierbare Funktion ist.

(a) Wenn x : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve in U ist mit x(a) = P
und x(b) = Q, dann gilt

/F:W@%Wwy

(b) Wenn y : [a,b] = U eine differenzierbare Kurve in U ist mit y(a) = P

und y(b) = Q, dann gilt
[r=]|r
y T

c) Wenn z : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve in U ist mit z(a) = P =

z(b), dann gilt
/F =0.

(II) Sei F' = —gradV, wobei V : U — R eine differenzierbare Funktion ist.

(a) Wenn x : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve in U ist mit x(a) = P
und x(b) = Q, dann gilt

[r=vr-v@.

(b) Wenn y : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve in U ist mit y(a) = P

und y(b) = Q, dann gilt
/F:/F
y T

(¢c) Wenn z : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve in U ist mit mit z(a) =
Q = z(b), dann gilt
[F=o

Bewers. (I)(i) Nach der Kettenregel fiir die Funktion W o x gilt

[a,0] —2— U CR"

we have that
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b

:=/<@mmvxaw»f@»w

_ /b(W o z)(t)dt

(ii) Aus (a) folgt
/F:W(Q)—W(P):/F.
T Y

(iii) Sei P = z(a) = 2(b). Aus (a) folgt
/F = W(P) — W(P) = 0.

(IT) ist Aufgabe. O

Wenn F' ein Gradientenfeld auf U ist mit W eine Potential von F', dann
héngt das Kurvenintegral
/ F
xT

von F' iiber eine Kurve & zwischen P und @ in U von « nicht ab, und wir
schreiben

[l [r=w@-we)

wobei x eine beliebige fiifferenziferbare Kurve in U zwischen P und @ ist.
BEISPIEL 2.10.3. Sei F : R? — R3 ein Vektorfeld definiert durch

F(x,y,z) = (2:ny3z, 3x2y2z,x2y3),

fiir jedes (,y,2) € R3. Sei V : R — R definiert durch
V(z,y,2) = 2%z,
fiir jedes (,y,z) € R3. Es gilt
F = gradV.

Seien P = (1,—1,2) und Q = (-3,2,5). Es gilt

/QF =V(Q)—-V(P)=V(-3,2,5) - V(1,—-1,2) = 360 — (—2) = 362.
P
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BEISPIEL 2.10.4. Sei k¥ € R und sei G : R3\ {(0,0,0)} — R? definiert

durch
Kl(@,y,2)
(2, y,2)[*
fiir jedes (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)}. Sei V : R3\ {(0,0,0)} — R definiert
durch

G(z,y,2) =

k
V T,Y,2) = —7 7>
2 = ey,
fiir jedes (x,y,2) € R3\ {(0,0,0)}. Es gilt (Aufgabe)
gradV = G,
d.h.
ov oV oV k
<ax($7yvz)7 672/(1:’3% Z)7 g(m7y> Z)> - m(wvyaz)

Seien P = (1,1,1) und Q = (1,2, —1). Dann gilt

Q
| e=v@-vp
__k_ ( ’f>
Q| 1P|
1 1
(i)
QP
_ _k<1 - 1)
V6 V3)
2.11. Integrale, die von einem Parameter abhingen

LEMMA 2.11.1. Seien a < b in R und U C R™, wobei m > 0. Die
Funktion
fila,b] xU = R,
(z,y) = f(z,y) €R,
sei stetig. Sei (un)22 eine konvergente Folge in U mit

lim un:u€U<:>|un—u]i>0&u€U.
n——oo
Seien die Funktionen

F.:[a,b] = R,
Fn(x) = f(ﬂ?,un) €R,
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fiir jedes x € [a,b] und jedes n € NT. Sei die Funktion
F:a,b] — R,
F(z) = f(z,u) €R,

fir jedes x € [a,b]. Dann konvergieren die Funktionen F,, fir n — oo auf
[a,b] gleichmdissig gegen die Funktion F d.h.

V03N ()50 Yn>N(e) Vaela ] (!Fn(w) - F(z)| < 6)-

BEWEISs. Siehe [1], p. 114. O

THEOREM 2.11.2. Seien a < b in R und U C R™, wobei m > 0. Die
Funktion

fila,b] xU = R,
(z,y) = f(z,y) €R,
sei stetig. Sei die Funktion
¢: U — R,
b
o = [ (s,
fiir jedes uw € U. Dann ist die Funktion ¢ stetig.

BeEwEIS. Weil f stetig ist, dann ist die Funktion [a,b] 5 x — f(z,u) €
R, wobei u € U, auch stetig, und Riemann-integrierbar. Also, ist ¢ wohlde-
finiert. Seien v € U und (u,)5; eine Folge in U mit

lim u, = u.

n—oo
Seien die Funtionen

F,: [a,b] = R,

Fo(z) = f(z,u,) €R, neNT

und

F: la,b] — R,

F(z) = f(z,u) € R.

Es gelten:

b b

d(un) = / f(x,up)de = / F,(x)dx

und

() = /  Fu)de = / P,
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Nach Lemma 2.11.1 die Funktionen F;, konvergieren gleichméssig gegen die

Funktion F. Also gilt:
b b
/ F,(z)dx — / F(x)dz

|p(un) — Pp(u)| =
b
/ (Fo(z) — F(x)]dz

< [ 1Fu(o) - F@)lda

g/edx

b
b

=¢€(b—a),
fiir alle n > N(e). Also gilt:
lim_(u) = o(u). O

LEMMA 2.11.3. Seien a < b und ¢ < d in R und sei
f:la,b] x [e,d] - R,

(z,y) = f(z,y),
eine stetige Funktion, die nach der zweiten Variablen y stetig partiell diffe-
renzierbar ist. Weiter seien y € [c,d] und (y,), eine Folge in [c,d] mit

i yn=y & Viewt(Un # )

Seien die Funktionen
F,:[a,b] = R,
Yn — Y
fiir jedes x € [a,b] und jedes n € NT. Sei die Funktion
F: [a,b] — R,

F(z) = ‘;Jy”@,y),

fir jedes x € [a,b]. Dann konvergieren die Funktionen F,, fir n — oo auf
[a,b] gleichmiissig gegen die Funktion F.

BeEWwEIS. Siehe [1], p. 116. O
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Man darf “unter dem Integral differenzieren”.

THEOREM 2.11.4. Seien a < b und ¢ < d in R und sei
filab] x [e,d] = R,

(@,y) = f(z,y),
eine stetige Funktion, die nach der zweiten Variablen y stetig partiell diffe-
renzierbar ist. Sei die Funktion

¢: [e,d] — R,

]

b

o) = [ v
fiir jedes y € [c,d]. Dann ist die Funktion ¢ stetig differenzierbar und es gilt

b

0
o) = [ e
BEWEIS. Seien y € [¢,d] und (y,)22; eine Folge in [c, d] mit
im y,=u & Vyent(yn #Y)-

n—oo
Seien die Funktionen
F,: [a,b] — R,

Yn — Y
fiir jedes z € [a, b] und jedes n € N*. Sei die Funktion
F: [a,b] — R,

F(z) = ‘;Jy”@,y),

fiir jedes x € [a, b]. Nach Lemma 2.11.3 die Funktionen F,, konvergieren fiir
n — oo auf [a, b] gleichméssig gegen die Funktion F. Es gilt:

R e )

B I (R el W RN
n—>ro0 Yn — Y

— lim f:[f('ra yn) - f(-f, y)]da:
n—>ro0 Un — Y

b

— lim {f(a:,yn) — f(z,y) d

n—o0 J, Yn — Y
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:/b -~ {f(x,yn)f(x,y) I

b 8f

a Oy
Die Funktion ¢’ ist nach Theorem 2.11.2 stetig, da nach Voraussetzung die
Funktion % auf [a,b] X [c, d] stetig ist. O

BEISPIEL 2.11.5. Sei das Integral

I:/ 2% cos(x)dz.
0

Sei die Funktion

Sei die Funktion
1
f:0,a] x [2,2} — R,

f(z,y) = cos(zy).
Die Funktion f ist stetig und nach der zweiten Variablen y stetig partiell
differenzierbar. Nach Theorem 2.11.4 gilt

b a
F’(y):/a g]yc(x,y)dx:/O —z sin(zy)dz

und a
F”(y) = —/ 22 COS(;Uy)dx'
0
D.h.
I=—F"(1).
Aber | a |
F(y) = / COS(ﬂiy)dx _ Sln($y) _ Sln(ay)’
0 vy y
sin(ay a cos(ay
F/(y) = — (2 ) 4 ( )’
Yy Yy
und 2
2 sin(ay 2 cos(ay a“ sin(ay
pry) = 25m(ay) _ 2eos(ay) _ asinay)
Yy Yy y
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Also gilt
I =—F"(1) = (a® — a)sin(a) + 2a cos(a).

2.12. Doppelintegrale

DEFINITION 2.12.1. Ein Rechteck R in R? ist eine Menge
R =la,b] x[e,d] = {(z,y) eR*|a <z <b& c<y<d},
und eine offen is a set of the form
R° = (a,b) x (¢,d) = {(z,y) ER? |[a<z<b& c<y<d},

Sei f : R — R eine stetige Funktion. Das Doppelintegral von f auf R ist

definiert durch
JLo=[ ([ i)

Nach Theorem 2.11.2 ist die Funktion

F: [a,b] — R,

d
Mﬁ/ﬂmm,

stetig auf [a, b], kann also wieder integriert werden. Man schreibt
b d b
/(/ﬂmmﬁw/HMx

BEISPIEL 2.12.2. Das Rechteck [—2,2] x [0, —2] ist die Menge

als Doppelintegral.

{(z,y) eR* | —2<2<2& —2<y <O}
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3,,

\V)

-3
BEISPIEL 2.12.3. Sei R = [1,2] x [-3,4] und sei f : R — R definiert
durch

fz,y) = 2%y,
fiir jedes (z,y) € R. Es gilt:

//Rf:/:(/:xzydy)dx
2 4

[ e

:/12952;(16—9)@

7 2
:/ 2dx
21

71
_ 293 _ 13
49
=

Anschaulich bedeutet das Doppelintegral

//sz/ab (/jﬂ%y)dy)dx

iiber eine nicht-negative Funktion

f:la,b] x [e,d] - R
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das Volumen des Korpers unter dem Graphen von f, d.h. der Menge
K ={(z,y,2) € [a,b] x [e,d] xR |0 < z < f(z,y)}.

BEeispieL 2.12.4. Wir berechnen das Volumen der Kugel vom Radius
r >0 im R3.

Dazu betrachten wir die folgende stetige Funktion

fil=rr] x[-rrl >R

B 22—y 2y <2
o y) = { 0 , sonst.

Der K'c')rper K (r) unter dem Graphen von f ist die obere Hilfte der Kugel:
= {(=,y,2) 7"7“] [l xR0 <2< f(a,)}
:{(xy,) r,T] X [r,r]xR[ngg\/m}
= {(z,y,2) € [-r,7] x [T,T]XR’OSZQSTQ_ZQ_:U?}
={(z,y,2) € [-r, 7] X [-r,7] xR |0 < 2® +y* + 2° < 1%}
= {(z,y,2 )eR3yo<x +y® + 22 <P}

Also gilt

V= 2/_ < _7; f(x,y)dx)dy.

Sei y € [—r,r] und sei

Es gilt

Fly)= | flz,y)de
_ / PP pda
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‘a
= / V1?2 —y? — 22dx
-7
N
— [ Vol =
b
p
_ / VPW)E — 2de
—p
p
= / \p? — x?dx
—p

—psint) [ 2
(@=ps t)/ p? cos? tdt

jus
2

Also gilt:

Il
Il
|
3
3

THEOREM 2.12.5. Sei f : [a,b] X [c,d] — R eine stetige Funktion. Es gilt

/ab(/Cdf(x,y)dy>dx:/cd</abf(x,y)da:>dy,

BEWEIS. Seien die Funktionen
g:la,b] x [e,d] — R,
y
sog) = [ flat)ir

und
¢: [c,d] = R,

o(y) = /abg(w,y)dx_ /ab </Cy f(x,t)dt)d:v.
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6(c) —/ab(/ccf(x,t)dt>dm
:/abde

=0.

Es gilt

Die Funktion g ist stetig (warum?). Dariiber hinaus gilt

gz(xvy) = f(CU,y)

d.h. die Funktion g nach der zweiten Variablen y stetig partiell differenzier-
bar ist. Nach Theorem 2.11.4

b b
¢/(?/):/ g:;(u’ﬂ,y)dﬂf:/ f(z,y)d.

/ ’ ( / ' o y)dm) aw= | ")y
"
o

Also gilt:

2.13. Der Satz von Green

Sei U C R? offen, und sei F' : U — R? ein differenzierbares Vektorfeld
auf U mit

F(xz,y) = (p(z,y), q(z,y)),

wobei p,q : U — R die komponenten Funktionen von F' sind. Wenn « :
[a,b] — U eine differenzierbare Kurve in U ist, dann gilt

LF:/ab<F(m(t)),x'(t)>dt
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b dx dy
—/a <p(w7y)ﬁ+Q(x,y)cﬁ>dt

b
—/ p(z,y)dz + q(z, y)dy.
a
DEFINITION 2.13.1. Sei U C R” offen. Ein Pfad in U ist eine endliche

Folge

p= ($1,...,$m>,
wobei m > 1, und x; : [a1,b1] = U,...,&m : [am,by] — U Kurven in U
sind mit

x1(b1) = x2(a2) & ... & xp(am) = Tm—1(bm—1)-

FEin Pfad p in U heifit differenzierbar in U, wenn @1, . . ., &,, differenzierbaren
Kurven in U sind. Der Pfad p ist geschlossen, falls

x1(a1) = Ty (bm).

Seien F' : U — R" differenzierbar Vektorfeld auf U und p differenzierbar
Pfad in U. Das Pfadintegral von F iiber p ist definiert durch

/F:/ F+...+/ F
p 1 Tm

Offensichtlich eine Kurve ist ein Pfad.
Um das Pfadintegral
/ F
(z1,22,23,24)

eines differenzierbaren Vektorfelds F' = (p, q) auf ein offen Rechteck zu be-
stimmen, wobei

(wla €2, L3, m4)

eine Parametrisierung von R gegen den Uhrzeigersinn ist, geniigt das Dop-

pelintegral
e

BEISPIEL 2.13.2. Eine Parametrisierung von [—1, 1] x [—1, 1] gegen den
Uhrzeigersinn ist

zu berechnen.
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3,,

He

H=

die Folge der Geradeabschnitte
((_17 _1) - (17 _1)7 (la _1) - (1a 1)7 (17 1) - (_17 1)7 <_17 1) - (_17 _1))
Es gilt:

THEOREM 2.13.3 (Der Satz von Green). Sei F : (a,b) x (c,d) — R? ein
differenzierbares Vektorfeld auf (a,b) x (¢, d) mit

F(.%',y) - (p(a:,y),q(a?,y)),
fir jedes (z,y) € (a,b) x (¢,d). Dann gilt:

dq Op
plx, d(L"FQHZ', d :// <_>7
/(w1,w2,:c3,w4) ( y) ( y) Y R Oz y

wobei (1, T2, 3, T4) eine Parametrisierung von R gegen den Uhrzeigersinn
15t.

BEISPIEL 2.13.4. Sei das Vektorfeld F : R? — R? definiert durch
F(z,y) = (3zy,2°),

fiir jedes (x,y) € R%. Also gilt:

p(z,y) =3zy, q(z,y) =2

dq 9p

—=2r & —=

Ox “ Jy
Das Pfadintegral von F' iiber das Rechteck [—1,3] x [0, 2]

3z.
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3,,

NO

ist kalkuliert mithilfe des Satzes von Green wie folgt:

/(whwz’ww)p(x,y)dx +q(z, y)dy = //R <g§ - g§>
_ /_31 (/02(295— 3:1:)dy>dx
[ ([
([ )
_ /_ 31(—3:)2d33
= —2/31 xdx

2.14. Totale Differenzierbarkeit

Wir definieren die totale Differenzierbarkeit von Abbildungen einer of-
fenen Teilmenge des R™ in den R™ als gewisse Approximierbarkeit durch
lineare Abbildungen (siehe auch Definition 2.8.2).
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DEFINITION 2.14.1. Seien U C R" eine offene Menge und f: U — R™.
Die Abbildung f heifit (total) differenzierbar im Punkt xo € U falls es eine
lineare Abbildung

T:R" - R™
gibt, sodass in einer Umgebung V,, von z( gilt

f(xo+h) — f(zo) = T(h) + ¢(h),

.....

R™ eine Abbildung ist mit
o) _,
h—0 ‘h‘ '

Fiir m = 1 liefert dies die Definition der Differenzierbarkeit von Abbil-
dungen f : U — R. Nach Definition 2.8.2 die Funktion f ist differenzierbar
im Punkt x¢ € U, falls

(a) Der Gradient von f im Punkt z
0 0
wwad (an) = (D1 o). Duf(o0) = (5o, )
existiert, und
(b) es gibt eine Funktion ¢: B((0,...

,0),e) — R, sodass gilt:
lim g(h) =0,

|h|—0
und
1) 0
Flwo+ ) — f(zo) = ajl(xo)hl - a;;@o)hn + |lg(h)

= ((gradf)(xo), h) + |hlg(h).
Die Funktion T: R™ — R definiert durch
T(ilj‘) = <(gradf)($0)a 113'>,

fiir jedes © € R™, ist eine lineare Abbildung. Dartiber hinaus die Funktion
¢: B((0,...,0),e) = R definiert durch

¢(h) = |hlg(h);  heB((0,...,0),e),
erfiillt die Eigenschaft
o) L Ihlg(h)

o) _ — lim g(h) = 0.
W T =, T = tmge(h) =0
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Nach Theorem 1.8.5 wenn 71" : R — R™ eine lineare Abbildung ist, dann
gibt es eine Matrix Ap € M, »(R), sodass gilt

T(m) = ATx,
fir jedes x € R", wobei Ar die Matrix der linearen Abbildung T ist. Sei
E, = {ei1,...,e,} die kanonische Basis von R™ und sei i € {1,...,n}. Es

gibt T'(e;)1,...,T(ei)m € R, die Koeffizienten beziiglich der kanonischen
Basis F,, von R™, sodass gilt

T(e:) = > T(ei)je; = (T(e,- -, T(€i)m).-
j=1

Diese Vektoren in R™ sind die Spalten von A7, d.h.

'T(61)1 T(en)l'
Ap=|T(er); - T(en); | = la] = [T(es)]
T(er)m .. T(en)m
Also gilt
-T(IL‘)l aill N AT T
_T(:;J)m Aml -+ Gmmnl| |Zn

und fir 1 <j<mund 1 <7 <n gilt

T(SU) = <Z A15LgGy o v oy Z CLJ‘Z'CCZ', PPN Z amixi) .
i=1 i=1 i=1
Sei f: U — R™ total differenzierbar im Punkt zg € U mit
f(zo +h) — f(zo) = T(h) + ¢(h),

fiir jedes h € Vg, g) € R". Seien

=0 fm) & o=(¢1,...,0m).
Sei j € {1,...,m}. Es gilt

fi(wo +h) = fi(wo) = [T(h)]; + ¢j(h)

= Z ajihi + ij(h)
1=1
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Daran sieht man, dass f genau dann im Punkt zg € U differenzierbar
ist, wenn alle fj: U — R in xq differenzierbar sind.

BEISPIEL 2.14.2. Sei S = (sj;) € M, (R) eine symmetrische Matrix und
sei f: R™ — R definiert durch

f(z) = (z,5z)

z;(Sx);

I
NERE

<.
Il
—_

n
ZC] E sz‘xi

I
M:

j=1 =1
n o on
= E sjiacjxi.
7j=1 =1

Seien z,y € R". Weil sj5; = s;5, es gilt

(x,Sy) = Z Z 55iT;Yi

7j=11i=1

Also gilt:

f(zo+h) = {xo+ h,S(xo + h))
= (xo + h, Szo + Sh)
= (xg, Sxo) + (xo, Sh) + (h, Sx¢) + (h, Sh)
= (xg, Sxo) + 2(Sxo, h) + (h, Sh)

= (wg, Szo) + (2Sx0, h) + (h, Sh)

f(xo) + (a, h) + ¢(h),

f(xo) +T(h) + ¢(h),

wobei

a=28vg & ¢(h)=(h,Sh) & T(z)=a,z).
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Nach der Cauchy-Ungleichung und nach dem Satz 2.4.1 es gibt C' > 0, sodass
gilt:
()| = |(h, Sh)| < |h|[Sh| < [R|C|h| = C|hf?,
also gilt:
2
0 < 12l _ Clhl = C|n| "=2%0.
I ||

Dies zeigt, dass f in x¢ differenzierbar ist.

SATZ 2.14.3. Seien U C R™ eine offene Menge und f: U — R™ dif-

ferenzierbar im Punkt xo € U. Seien T: R™ — R™ lineare Abbildung und
qb: ‘/(0,“.70) — R™ mat

sodass gilt
f(xo +h) — f(zo) =T(h) + ¢(h),

fiir jedes h € V(g 0y Sei A € My, n(R) die Matriz von T'. Dann gilt:
(7) f ist im Punkt xq stetig.
(17) Alle Komponenten f;: U — R von f, wobei j € {1,...,m}, sind in z
partiell differenzierbar mit

of;

8.%‘
fir jedes j € {1,...,m} undi € {1,...,n}.

(wo) = aji,

BeEweIS. (i) Nach dem Satz 2.4.1 T ist eine stetige Funktion, also gilt
By == (0,...,0) = T(hy) —= T(0,...,0) =0,

also gilt
lim T'(h) = 0.
h—0
Weil
lim M =0,
h—0 ‘h‘
es gilt
: _ [¢(h)
1 h)=1 —~|h| =0.
hglo(b( ) hino[ |k ]
Also gilt

Tim f(zo+h) = lim [f(z0) +T(h) + 6(h)]
= f(wo) + lim T(h)+ lim o(h)



2.14. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT 99

= f(xo) +0+0
= f (o).
(ii) Weil
fi(wo + h) = fj(xo) = [T'(h)]; + ¢;(h)
= Z ajihi + ¢;(h),
i=1
es gilt

filwo +Wei) — fi(zo) = ((aj1, . an), hei) + ¢5(Hey))
= h{(aj1;,---,a5m), e) + oj(hej))
= haj + ¢;(We;)),
wobei I/ € R. Also gilt
0fi _ iy Jilwo 1 ei) = fi(zo)

al’i N h'—0 h
P aj + ¢j(he;)
h!—0 R
. oi(he;)
= djit h/lﬂo h'
= aj; + 0

Aus Satz 2.14.3(ii) folgt, dass die Matrix A durch die differenzierbare
Abbildung f eindeutig bestimmt ist. Man nennt A das Differential von f
im Punkte zg, Schreibweisen:

ON@) = (D@
i Ji<j<m,i<i<n
oder
a1l ... Qin _%(CUQ) %(azo)
(Df)(xo) = | : = : : :
amt o amn| [ G (o) ... Gl (x0)

SATZ 2.14.4. Seien U CR™ und V C R™ offene Mengen sowie f: U —
R™ und g: V. — RF Abbildungen mit f(U) C V. Die Abbildung f sei im
Punkt xy € U differenzierbar und die Abbildung g im Punkt yo = f(xg) € V
differenzierbar. Dann ist die Komposition go f: U — RF
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gof
im Punkt xo differenzierbar und fir ihr Differential gilt
D(go f)(zo) = [(D(9)(f(z0))] - D(f) (o).

BEWEIS. Aufgabe.
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