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Vorwort

Die Vorlesung iiber Quantengruppen und nichtkommutative Geometrie ist
eine Einfiihrung in dieses neue Gebiet mit kategorietheoretischen Hilfsmit-
teln. Sie wendet sich an Studenten mittlerer Semester und kann (hoffentlich)
allein mit Vorkenntnissen aus der Linearen Algebra verstanden werden.

Ich behandle nichtkommutative geometrische RAume im Sinne der algebrai-
schen Geometrie als affine Schemata oder als deren zugehorigen Funktionen-
algebren. Von den zugehorigen Quantengruppen konnte ich aus Zeitgriinden
nur den Monoid-Teil behandeln. Auf der Algebren-Seite entspricht diesen
eine Bialgebra.

Viele geometrische Raume kénnen durch die Angabe der auf ihnen definier-
ten Funktionen (in einen vorgegebenen Grundkorper) vollstandig beschrie-
ben werde. Diese Funktionen bilden vermoge der Addition und Multiplika-
tion der Werte eine Algebra. Aus der Kenntnis dieser Funktionenalgebra
kann der geometrische Raum zuriickkonstruiert werden. Das gilt im Falle
der algebraischen Geometrie fiir affine Schemata und zugehdrige (Polynom-
JAlgebren ebenso wie fiir kompakte topologische Raume und (C*-)Algebren
(Satz von Gelfand-Naimark), alles kommutative Algebren. Anwendungen in
der Physik und der Differentialgeometrie lassen es richtig erscheinen, auch
nicht-kommutative Algebren zu betrachten, denen im soeben erwidhnten Sin-
ne eigentlich keine geometrischen Riume zugeordnet werden kénnen. Wir
werden sehen, wieviel von diesem geometrischen Konzept erhalten bleibt.
Es reicht, um das Monoid der Endomorphismen eines solchen nichtkom-
mutativen ,geometrischen Raumes, genannt Quantenmonoid, — selbst ein
nichtkommutativer geometrischer Raum — konstruieren zu kénnen.

Fiir ein affines nichtkommutatives Schema mit endlich-dimensionaler Funk-
tionenalgebra werden wir das universelle Quantenmonoid konstruieren, das
auf dem vorgegebenen Schema operiert (nach Tambara).

Weiter wird die Darstellungstheorie von Quantenmonoiden in Form von
Komoduln iiber der zugeordneten Bialgebra studiert. Wir zeigen, daf} je-
des Diagramm von endlich dimensionalen Vektorrdumen, das beziiglich Bil-
dung von Tensorprodukten abgeschlossen ist, aufgefafit werden kann als Dia-
gramm von Darstellungen eines eindeutig bestimmten universellen Quanten-
monoids und dafi daraus die Tambarakonstruktion gewonnen werden kann.
Weiter wird gezeigt, daf die (endlich dimensionalen) Darstellungen eines
Quantenmonoids dieses bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen (Tannaka
Dualitét).
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Fiir weitere Kapitel, eines, das den Zusammenhang zwischen der Inversen-
bildung in Quantengruppen, der Antipode, der zugeordneten Hopf-Algebra
und der Dualitdt von Darstellungen darstellt, und eines, das den Zusam-
menhang zwischen R-Matrizen, der Quanten-Yang-Baxter-Gleichung und
der Quasi-Symmetrie von Darstellungen darstellt, blieb leider keine Zeit.
Ich hoffe, daB ich diese Kapitel in einem spéteren zweiten Teil der Vorle-
sung nachholen kann.

Miinchen im Juli 1993 B. Pareigis
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KAPITEL 1

Algebren, Koalgebren und Hopf-Algebren

Wir fiihren in diesem Kapitel die elementaren Begriffe und Eigenschaften
des Tensorproduktes von Moduln, insbesondere von Vektorrdumen, ein und
bauen darauf die Begriffe Algebra, Koalgebra, Bialgebra und Hopf-Algebra
auf. In einem spéateren Kapitel werden wir dann den Begriff des Tensorpro-
dukts verallgemeinern.

DEFINITION 1.1. Sei R ein beliebiger Ring. Seien Mgk, kN Moduln iiber R.
Eine abelsche Gruppe M ®g N zusammen mit einer R-bilinearen Abbildung
®@: M x N — M®@gr N heifdit Tensorprodukt, wenn es zu jeder abelschen
Gruppe Z und zu jeder R-bilinearen Abbildung ¢ : M x N — 7 genau
einen (Gruppen-)Homomorphismus f : M @p N — 7 so gibt, daf das
Diagramm

Mx N 2% Mop N

o~
A
kommutiert.

LEMMA 1.2. Tensorprodukte existieren und sind bis auf Isomorphie eindeu-
lig.

BEWEIs. Man konstruiert wie folgt: M @ g N := F{M x N }/Rel, wobei
F{X} die freie abelsche Gruppe iiber X bezeichne und Rel die Untergruppe
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2 I. ALGEBREN, KOALGEBREN UND HOPF-ALGEBREN

ist, die von den Elementen

(my +ma,n) — (my,n) — (M2, n);
(m,n1 4+ n2) — (m,ny) — (M, na);
(ma,n) — (m, an);

erzeugt wird. Dann definiert man m ®g n := ®@gr(m,n) = (m,n). Man
rechnet nach, dafl die Abbildung ®r : M x N — M ®gr N R-bilinear ist
und die gewiinschte Eigenschaft hat. Die Kommutativitat des Diagramms
kann auch geschrieben werden als

(1) f(m @ n) = ¢(m,n).

Wenn auch X : M x N — M K N ein Tensorprodukt ist (d.h. die ge-
suchte universelle Eigenschaft hat), dann gibt es eindeutig bestimmte Ho-
momorphismen ¢ : M @g N — M K N mit i(m ®gn) = m K n und
JMRN — M®gr N mit j(mXn) = m@g n. Insbesondere sind ji bzw.
ij die eindeutig bestimmten Homomorphismen mit ji(m ®@g n) = m Qg n
und ij(m X n) = m B n. Da diese Bedingungen auch durch die identischen
Abbildungen erfillt werden, ist ¢j = id und ji =1id. O

BEMERKUNG 1.3. Man beachte, dal M ®gr N von den Elementen m®@gn als
abelsche Gruppe erzeugt wird, das allgemeine Element also von der Form
Z m; Qg n; 1st.

Wenn f : M — M’ und g : N — N’ Homomorphismen von R-Links-
bzw. R-Rechts-Modulen sind, dann wird f ®r g : M g N — M’ @r N’
definiert durch

(2) (f@rg)(m@gn) = f(m) ©r g(n).

Der Homomorphismus f ®g ¢ ist wegen (1) eindeutig und als Homomor-
phismus definiert.

Wenn M ein S-R-Bimodul ist (s(mr) = (sm)r), dann ist insbesondere
s: M — M ein R-Modul Homomorphismus, also s g id : M g N —
M &g N ein Gruppen-Homomorphismus und damit s(m®@gn) := (sm)Qgn
wohldefiniert. Damit wird M ®g N zu einem S-Links-Modul. Wenn aufler-
dem N ein R-T-Bimodul ist, dann wird M ®g N ein S-T-Bimodul.

Wir beschrianken uns im folgenden auf (Bi-)Moduln iiber einem Korper
R =K, also auf Vektorrdume. Das Tensorprodukt iiber K schreiben wir als
M®N.
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LEMMA 14. a) MO@N=ZNQM.

b) Mo N)o P=2M® (NeP).

) KoM=M=MeoK

d) Hom(P,Hom(M, N)) = Hom(P ® M, N).

BEWEIS. Wir geben lediglich die verwendeten Homomorphismen an.
a) Man verwende (1), um 7(m @ n) := n ® m zu definieren.
b) Man definiere ass((m @ n) @ p) ;== m ® (n & p).
c) Man definiere A : K@ M — M durch A(a®m) := amund p: M 9K —
M durch p(m ® «) := ma.
d) Fir f : P — Hom(M, N) definiere man ¢(f) : P ® M — N durch
A(f)p ©m) = F(p)m). O

UBUNG 1.5. a) Man beweise ausfiihrlich M @ (X @Y)=2 Mo XaeMoY.
b) Zeigen Sie, daf} es fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V genau
ein Element >"" | v; @ v} € V @ V* mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Yv eV Zv;‘(v)vi = .

(Hinweis: Man verwende einen Isomorphismus End(V) 2 V ® V* und duale
Basen {v; } von V und {v}} von V*.)

DEFINITION 1.6. Eine K-Algebra ist ein Vektorraum A zusammen mit einer
Multiplikation V : A @ A — A, die assoziativ ist:

A@A0A—1Y + Ag 4
vl v
A A v A
und einem Einselement 7 : K — A:
KoA= A= AK %" Ag A
n®id id v
A A A.

v
Seien A und B K-Algebren. Ein Algebren-Homomorphismus f : A — B

ist eine K-lineare Abbildung, so dafl kommutieren:
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Ao A 1o/ B B
VA VB
A 7 B
und
K
nA nB
4— B

BEMERKUNG 1.7. Offenbar ist die Komposition von zwei Algebren-Homo-
morphismen wieder ein solcher. Ebenso ist die identische Abbildung ein
Algebren-Homomorphismus.

BEISPIEL 1.8. Beispiele fiir Algebren sind End(V) bzw. jeder Ring R mit
einem Ring-Homomorphismus R — Cent(R).

DEeFINITION 1.9. Eine K-Koalgebra ist ein Vektorraum C' zusammen mit
einer Komultiplikation A : C' — C' ® C, die koassoziativ ist:

C = CocC
A A®id
cCed oA CoCxC
und einem Koeinselement ¢ : ¢ — K:
C = CocC
A id id ®@e
CeC KelC=C=2C0oK

e®id
Seien C' und D K-Koalgebren. Ein Koalgebren-Homomorphismus f : C' —
D ist eine K-lineare Abbildung, so daff kommutieren:

c ! D

Ac Ap

el Y D® D

und
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c—r—p
Ec\ /D
K
BEMERKUNG 1.10. Offenbar ist die Komposition von zwei Koalgebren-

Homomorphismen wieder ein solcher. Ebenso ist die identische Abbildung
ein Koalgebren-Homomorphismus.

UsunG 1.11. a) Zeigen Sie, dal V' @ V* fiir einen endlich-dimensionalen
Vektorraum V' eine Koalgebra ist, wenn man als Komultiplikation A(v ®
v*) =510 v@uf @v; @ v* definiert, wobei {v;} und {v}} duale Basen von
V bzw. V* sind.

b) Zeigen Sie, daff der Vektorraum kX mit einer Basis X und der Komul-
tiplikation A(x) = # ® x eine Koalgebra wird.

c) Zeigen Sie, dafl AV mit A(l) = 1@ 1, Alv) = v @1+ 1® v eine
Koalgebra definiert.

DEeFINITION 1.12. a) Eine Bialgebra (B,V,n, A ¢) besteht aus einer Alge-
bra (B, V,n) und aus einer Koalgebra (B, A ¢), so daf die Diagramme

BoB—28% . BeBwB®B
wl
v BoB®B®B
l vev
B = B®B
und
BoB—Y+B
B—2+~B®B

kommutieren, d.h. A und ¢ sind Algebren—Homomorphlsmen bzw. V und 7
sind Koalgebren-Homomorphismen.

b) Seien A und B Bialgebren. Eine Abbildung f : A — B heifit Bialgebren-
Homomorphismus, wenn sie gleichzeitig Algebren- und Koalgebren-Homo-
morphismus ist.
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c) Eine Links-Hopf-Algebra H ist eine Bialgebra H zusammen mit einer
Links-Antipode S : H — H, d.h. einer linearen Abbildung S, so daf} das
Diagramm kommutiert:

H———Fr—2

H

A v

HoH Seid HoH

Eine Hopf-Algebra ist eine Links- und Rechts-Hopf-Algebra.

UsunG 1.13. a) Seien C eine Koalgebra und A eine Algebra. Dann definiert
die Komposition f # g := V4 (f ® g)A¢ eine Multiplikation

Hom(C, A) @ Hom(C, A) 3 f® g — f *x g € Hom(C, A),

mit der Hom(C, A) eine Algebra wird. Das Einselement ist gegeben durch
K 3 aw— (¢ = n(as(e))) € Hom(C, A).

b) Sei H eine Hopf-Algebra. Dann ist S in der Algebra Hom(H, H) invers
zu 1d. Insbesondere ist S eindeutig bestimmt.

c) Sei H eine Hopf-Algebra. Dann ist S ein Algebren- und ein Koalgebren-
Antihomomorpxismus, d.h. S | dreht die Multiplikation und die Komultipli-
kation um*®.

d) Seien H und K Hopf-Algebren und sei f : H — K ein Bialgebren-
Homomorpxismus. Dann gilt fSg = Sk f, d.h. f ist mit der Antipode
vertauschbar.

BEISPIEL 1.14. a) Sei G eine Gruppe und KG der (freie) Vektorraum mit
der Basis G. Dann ist KG eine Algebra mit der Multiplikation KG @ KG 3
g ® h — gh € KG und dem Einselement 1 : K 3 a — ae € KG und eine
Koalgebra mit der Komultiplikation KG' 3 ¢ —» ¢ ® ¢ € KG ® KG und
dem Koeinselement ¢ : KG 3 g — 1 € K. Mit diesen beiden Strukturen ist
KG sogar eine Hopf-Algebra mit der Antipode S : KG 3 g — ¢~ ' € KG,
genannt Gruppen Algebra. (Beachte: Die Elemente g und A bezeichnen Ba-
siselemente von K/, d.h. sie liegen in der Gruppe (. Es sind Linearkombi-
nationen von solchen Elementen moglich, fiir die dann die oben definierten
Abbildungen komplizierter aussehen.)

Zu jeder Algebra A kann man die Einheitengruppe U(A) := {a € A|Fa~! €
A} mit der Multiplikation als Gruppenverkniipfung konstruieren. Eine
Gruppe G zusammen mit der Gruppen Algebra KG und der Einbettung ¢ :
G — K erfiillt folgende universelle Eigenschaft: ¢ : G — U(KG) ist ein
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Gruppen-Homomorphismus, so dafi zu jeder Algebra A und jedem Gruppen-
Homomorphismus f : G — U(A) genau ein Algebren-Homomorphismus
g : KG — A existiert, durch den das folgende Diagramm kommutativ
wird:

G~ U(KG)

N
U(A).

b) Unter einer Lie Algebra versteht man einen Vektorraum g zusammen mit
einer Multiplikation g@ g 3 2 @ y — [#,y] € g, die folgende Gesetze erfiillt:

(2, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [x,y]] = 0 (Jacobi Identitit).

Wichtiges Beispiel ist die Lie Algebra, die man einer (assoziativen) Algebra
(mit Einselement) zuardnet. Wenn A eine Algebra ist, dann ist der Vektor-
raum A mit der Lie Multiplikation

(3) [2,y] = 2y — yx

eine Lie Algebra, die man mit A" bezeichnet. Ein Lie Algebren-Homomor-
phismus f : g — b ist eine lineare Abbildung f mit f([z,y]) = [f(2), f(y)].
Zu jeder Lie Algebra g kann man ihre universelle Hiille U(g) konstruie-
ren. Diese besteht aus einer Algebra, ebenfalls mit U(g) bezeichnet, und
einem Lie Algebren-Homomorphismus ¢ : g — U(g)L, so daBl zu jeder Al-
gebra A und jedem Lie-Homomorphismus f : g — A% genau ein Algebren-
Homomorphismus g : U(g) — A existiert, durch den das folgende Dia-
gramm kommutativ wird:

g —U(g)*

\ lg
AL,
Die universelle Hiille einer Lie Algebra existiert und ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. Sie enthélt die gegebene Lie Algebra bis auf Isomorphie
als Lie Unteralgebra.
Eine mogliche Konstruktion ist U(g) = T'(g)/(x @ y —y @  — [z, y]), wobei
T =KPgdg®g... die sogenannte Tensoralgebra ist.
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U(g) wird als Algebra von g erzeugt. Sie wird zu einer Hopf-Algebra durch
die Komultiplikation A(z) := 2 ® 1+ 1 @ #, die Koeinheit () = 0 und die
Antipode S(z) = —&.

Man beachte, dafl die Konvention der Verwendung von U in beiden Beispie-
len (units group, universelle Einhiillende) von génzlich verschiedener Natur
ist. Im ersten Fall wird aus einer Algebra eine Gruppe gewonnen. Im zwei-
ten Fall wird eine Lie Algebra zu einer Algebra ausgebaut. Die universellen
Eigenschaften sind jedoch sehr dhnlich.

UBUNG 1.15. Zeigen Sie, daB fiir ein Element # € KG genau dann A(x) =
r®xund e(z) =1 gilt, wenn z = g € G gilt.



KAPITEL II

Kategorien, Funktoren

Dieses Kapitel stellt die notwendigen Hilfmittel der Kategorientheorie be-
reit. Das wichtigste Ziel ist die Beherrschung des Yoneda-Lemmas und sei-
ner Anwendungen. Dieses wird zentral fiir die Betrachtungen der weiteren
Vorlesung sein. Um den Stoff in iiberschaubare Einheiten zu gliedern, wird
in diesem Kapitel zunédchst nur eine allgemeine Einfiihrung in die Begrif-
fe der Kategorientheorie gegeben. Hinzu kommen viele veranschaulichende
Beispiele, die zum grofien Teil allerdings auch schon zu den uns eigentlich
interessierenden Objekten hinfiihren. Das Yoneda-Lemma selbst und die
Anwendungen sind im folgenden Kapitel dargestellt.

DEeFINITION 2.1. Eine Kategorie besteht aus

(1) eine Klasse ObC von Objekten,

(2) einer Familie MorC von paarweise disjukten Mengen
{Mor¢ (A4, B)|A, B € Ob(},

deren Elemente f, g, h € Mor¢(A, B) Morphismen heifien, und
(3) einer Familie von Abbildungen

{Mor¢ (A, B) x Morc(B,C) 3> (f,9)
— gf € Morc(A,C)|A, B,C € Ob(C},

sogenannten Verkniipfungen,

die folgende Axiome erfiillen:
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(1) Assoziativitdt: fiir alle A, B,C, D € ObC und alle f € Mor¢(A, B),
g € More (B, C), h € Mor¢(C, D) ist

h(gf) = (hg)f,

(2) Identitdt: fiir alle A € ObC existiert 14 € Mor¢ (A, A), Identitdt
genannt, so daf fiir alle B,C' € ObC und alle f € Mor¢ (A, B) und
g € Mor¢(C, A) gilt

Jla=f und lag=g.

BEISPIEL 2.2. Sehr viele bekannte Beispiele sind nach demselben Muster
aufgebaut, die Klasse der Objekte besteht aus mathematischen Objekten
eines genau festgelegten Typs, die Morphismen sind die mit der mathe-
matischen Struktur vertraglichen Abbildungen, meistens Homomorphismen
genannt, und die Verkniipfungen sind die Hintereinanderausfilhrung von

Abbildungen.

(1) Me bezeichnet die Kategorie der Mengen. Objekte sind Mengen,
Morphismen sind Abbildungen und Verkniipfungen sind die Hin-
tereinanderausfithrung von Abbildungen.

(2) Vek bezeichnet die Kategorie der Vektorraume tiber einem fest vor-
gegebenen Korper.

(3) vek bezeichnet die Kategorie der endlich dimensionalen Vektorrdu-
me iiber einem festen Korper.

(4) A-Mod oder 4 M bezeichnet die Kategorie der A-Links-Moduln.

(5) Gr bezeichnet die Kategorie der Gruppen.

(6) Ab bezeichnet die Kategorie der abelschen Gruppen.

(7) Mon bezeichnet die Kategorie der Monoide.

(8) Ri bezeichnet die Kategorie der assoziativen Ringe mit Einselement.

(9) Lie Alg bezeichnet die Kategorie der Lie Algebren.

10) K- Alg bezeichnet die Kategorie der K-Algebren.

11) K- Koalg bezeichnet die Kategorie der K-Koalgebren.

12) K- Bialg bezeichnet die Kategorie der K-Bialgebren.

13) K- Hopf bezeichnet die Kategorie der Hopf-Algebren.

14) Sind € und D Kategorien, so ist auch ¢ x D mit Ob(C x D) :=
Ob(C) x Ob(D) und Morexp((A, B), (C, D)) :=
More (A, C) x Morp(B, D) und der komponentenweisen Verkniip-
fung eine Kategorie.
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BEMERKUNG 2.3. Objekte haben jedoch im allgemeinen keine Elemente,
und Morphismen sind dann auch keine Abbildungen zwischen den Objekten.
Die Identitdat 14 ist eindeutig durch das Objekt A bestimmt, denn 14 =
141, =1,.

DEeFINITION 2.4. Ein Morphismus f : A — B heifit Isomorphismus, wenn
es einen Morphismus g : B — A gibt mit gf = 14 und fg = 1p.
Bemerkung: In diesem Falle ist g ebenfalls ein Isomorphismus und durch f
eindeutig bestimmt. Wir setzen f~! :=g.

BEWEISs. ¢gf = 14 und f¢’ = 1p impliziert g = glp = ¢(f¢') = (¢f)g’ =
lag'=¢. O

DeFINITION 2.5. Ein Morphismus f : A — B heifit Monomorphismus
oder links kiirzbar, wenn fiir alle C' € ObC und alle ¢, h € Morc(C, A) gilt
fo=fh—=—=g=nh

Ein Morphismus f : A — B heifit Epimorphismus oder rechts kiirzbar,
wenn fiir alle C'€ ObC und alle g, h € Mor¢ (B, C) gilt gf = hf = g = h.
Ein Morphismus f : A — B heiflt ein Schnitt, wenn es einen Morphismus
g:B— Agibt mit gf = 14.

Ein Morphismus f : A —> B heifit eine Retraktion, wenn es einen Morphis-
mus g : B — A gibt mit fg = 1p.

UBUNG 2.6. Man zeige:

f Isomorphismus = f Schnitt =— f Monomorphismus.

f Isomorphismus = f Retraktion — f Epimorphismus.

f Isomorphismus <= f Schnitt und Epimorphismus <= f Retraktion und
Monomorphismus.

In Gr sind die Monomorphismen genau die injektiven Homomorphismen.

BEMERKUNG 2.7. In den Kategorien Me, Vek, vek, A-Mod, Gr, Ab, Mon,
K- Alg sind die Monomorphismen genau die injektiven Homomorphismen.
In den Kategorien Me, Vek, vek, A-Mod, Gr, Ab sind die Epimorphismen
genau die surjektiven Homomorphismen.

In der Kategorie Ri ist Z — Q ein Epimorphismus.

DEFINITION 2.8. Seien C und P Kategorien. Ein kovarianter Funktor F :
C — D besteht aus einer Abbildung F : ObC — Ob ™D und einer Familie
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von Abbildungen (F = F(A, B) : Mor¢(A, B) — Morp(F(A), F(B))|A, B
€ Ob (), so daB gelten

(4) F(la) = 1xay;
(5) F(f9) = F(NHF(9)

fiir alle A, B,C € ObC und alle f € Mor¢(B,C), g € Mor¢(A, B). Ein
kontra-varianter Funktor F : C —> D besteht aus einer Abbildung F :
ObC — Ob™D und einer Familie von Abbildungen

(F = F(A, B) : Mor¢(A, B) — Morp(F(B), F(A))|A, B € Ob(),
so dafl gelten

(6) F(la) = 15
(7) F(fg)=F(g)F

fiir alle A, B,C' € Ob(C und alle f € Mor¢

A)s
)
B,C), g € Mor¢(A, B).

—_

BEMERKUNG 2.9. Funktoren F : C — D und G : P — &£ lassen sich
verkniipfen, wenn man definiert (GF)(A) := G(F(A)) und (GF)(f) =
G(F(f)). Diese Verkniipfung ist assoziativ mit Identitit Id¢ : ¢ — C.

UBUNG 2.10. Zeigen Sie:

a) Ist C eine Kategorie, so ist auch C? mit Ob C% := Ob C und Morce» (A, B)
:= Mor¢(B, A) und der Verkniipfung f % g := gf eine Kategorie. Dabei sei
f * g die Verkniipfung in C°? und gf die Verkniipfung in C. Die Kategorie
C°P heifit duale Kategorie zu C.

b) Es gibt eine Bijektion zwischen den kontravarianten Funktoren F : ¢ —
D, den kovarianten Funktoren F’ : C°? — D und den kovarianten Funkto-
ren " :C — D,

BEISPIEL 2.11. (1) Die Vergiffunktoren, die jeweils einen Teil der

Struktur ,,vergessen“: V : Gr — Me, V : Ab — Gr, V : Vek —
Ab, V =-L : Alg — Lie Alg.

(2) Der Gruppenalgebra Funktor K- : Gr — K- Alg.

(3) Die universelle Hiille einer Lie Algebra U(-) : Lie Alg — K- Alg.

(4) Die Kommutatorfaktorgruppe -/[-,-] : Gr — Ab.

(5) Freie Moduln bzw. Vektorrdume: K- : Me — Vek.

(6) Freie Algebren, auch nicht-kommutative Polynomringe genannt:

K{-) : Me — K- Alg.
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(7) Tensoralgebren: T'(-) : Vek — K-Algmit T(V) = KV eV ®
V... Esist K{X) = T(KX).
(8) Freie kommutative Algebren oder Polynomringe: K[-] : Me —
K- Alg.
(9) Symmetrische Algebren: S(-) : Vek — K- Alg, mit S(V) =
T(V)/(zy — yx). Es ist K[X] = S(KX).
(10) Das Tensorprodukt & : Vek x Vek — Vek.

SaTz 2.12. (1) Sei C eine Kategorie. Dann ist Morc(A,-) : C — Me
fiir A e C mit

More (A, -)(B) := Mor¢ (A, B),
More (A, -)(f) := Morc (A, f),

wobei Morg(A, f) : Morc(A,B) 3 g — fg € Mor¢(A,C) fir f :
B — C, ein kovarianter Funktor.
(2) Sei C eine Kategorie. Dann ist More(-, A) : C — Me fir A € C
it More(-, A)(B) := Mor¢ (B, A),
More(-, A)(f) := More(f, A),
wobei More(f, A) : More(C,A) 3 g — gf € More(B, A) fir [ :
B — C, ein kontravarianter Funktor.

BEwEIs. (1) Wir rechnen Morc(A,-)(f' f)lg) = (FHg = f'(fg) =
More (A,-)(f")(fg) = More(A,-)(f')Morc(A,-)(f)(g) und More(A,-)(14)(9)
=149 =9 = IMorc(4,8)(9)-

(2) wird durch analoge Rechnung bewiesen. [

BEMERKUNG 2.13. (1) Funktoren von der im Satz angegebenen Form wer-
den darstellbare Funktoren genannt, und A wird das darstellende Objekt
genannt. Eine allgemeinere Definition fiir darstellbare Funktoren findet sich
in 2.20.

(2) Ein Funktor F : C — D heifit eine Isomorphie, wenn es einen Funktor
G :D — C gibt mit GF = Ide, FG = Idp. Wenn es eine Isomorphie
zwischen zwei Kategorien gibt, dann heiflen sie isomorph.

FOLGERUNG 2.14. Der Funktor dualer Vektorraum -* : Vek — Vek defi-
neert durch

(V) = V* = Hom(V,K),

(f) := f* = Hom(f,K)

st ein kontravarianter Funktor.
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BEwEIS. Man kann die Eigenschaften aus dem vorhergehenden Satz ent-
nehmen, mufl aber zusitzlich zeigen, dafl alle Mengen V* Vektorrdume sind
und alle Abbildungen f* Vektorraum Homomorphismen sind. Das ist aus
der linearen Algebra bekannt. [

LEMMA 2.15. Sei F : C — D ein kovarianter (kontravarianter) Funktor.
Sei f : A —> B ein Isomorphismus. Dann ist auch F(f) : F(A) — F(B)
(bzw. F(f) : F(B) — F(A)) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Sei g = f!' : B — A. Wegen gf = 14 und fg = 1lp ist
F(9)F(f) = Flgf) = F(1a) = 15(a) und analog F(f)F(g9) = 15m). O

DEFINITION 2.16. Seien F,G : C — D zwei kovariante (kontravariante)
Funktoren. Eine natdrliche Transformation oder ein funktorieller Morphis-

mus ¢ : F —> G besteht aus einer Familie von Morphismen (¢(A) :
F(A) — G(A)|A € Ob (), so daB die Diagramme

F(A) 24 g F(B) 22 g(B)
F(f) l lg(f) (bzw. F(f) lg(f)
ﬂ?hmggw) FA) S 6(4) )
kommutieren.

BEMERKUNG 2.17. Natiirliche Transformationen ¢ : F — G und ¢ :
G —> M lassen sich verkniipfen, wenn man definiert

bp(A) == (A)p(A) : F(A) — G(A) — H(A).

Diese Verkniipfung ist assoziativ und der identische Morphismus id#(A) :=
lra) « F(A) — F(A) ist eine natiirliche Transformation und wirkt als
Identitét bzgl. der Verkniipfung von natiirlichen Transformationen.

BEISPIEL 2.18. Die Familie von Vektorraum Homomorphismen

(L(V) : V — V=*|V € Ob(Vek))

definiert eine natiirliche Transformation ¢ : Idver — -** vom Identitéats-

Funktor in den Funktor Bidualraum. Dabei sei «(V) : V — V** =
Hom(Hom(V,K),K) durch «(V)(v)(f) := f(v) definiert. Man rechnet leicht
nach, dafl ¢(V') wohldefiniert ist (die Werte liegen in Hom(Hom(V, K), K))

und ein Homomorphismus ist. Wir zeigen die Kommutativitéit von
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ST T

1T

W~ W,
£ (V) (0)(9) = Hom(Hom(f. ). £)1(V)(v)(g) = 1(V) ) Hom(£. )(g) =
d(V)()(gf) = gh(v) = «(W)(£(v))(9)-

DEFINITION 2.19. Seien F,G : C — D Funktoren. Eine natiirliche Trans-
formation ¢ : F — G heifit natiirlicher oder funktorieller Isomorphismus,
wenn es eine natiirliche Transformation ¢ : G — F gibt mit ¢»¢ = id# und
pb = idg.

Die Menge der funktoriellen Morphismen oder natiirlichen Transformatio-
nen von F in G bezeichnen wir mit Nat(F,G). (Bemerkung: Mengentheo-
retisch mufl man hier von einer (Super-)Klasse sprechen, da schon jede ein-
zelne natiirliche Transformation aus einer Klasse besteht. Wir werden diese
Unterschiede hier nicht behandeln.)

Zweil Funktoren F,G : C —> D heiflen isomorph F = G, wenn es einen
natiirlichen Isomorphismus ¢ : F — G gibt.

Zwei Kategorien C und D heiflen dquivalent, wenn es Funktoren F : C — D
und G : D — C so gibt, daBl FG = Idp und GF = Id¢ gelten. F und G

heiflen dann zueinander inverse Aquivalenzen.

DEeFINITION 2.20. Ein kovarianter (kontravarianter) Funktor F : ¢ — Me
heifit darstellbarer Funktor, wenn es ein Objekt A € Ob C und einen natiirli-
chen Tsomorphismus ¢ : F — Mor¢(A,—) (bzw. ¢ : F — More(-, A))
gibt. A heifit dann ein darstellendes Objekt fiir F.

Sei V : D — Me ein Vergififunktor. Ein Funktor F : C — D heifit
darstellbarer Funktor, wenn VF darstellbar ist. (Genauer miifite man hier
annehmen, dafl die Morphismenmengen in C Objekte in D sind, und dafl
F = Mor¢(A,-) gilt. Das bendtigt zur genauen Behandlung das Konzept
einer angereicherten Kategorie iiber einer abgeschlossenen monoidalen Kar-
tegorie.)

UsunG 2.21. a) Eine natiirliche Transformation ¢ : F — G ist genau
dann ein natiirlicher Isomorphismus, wenn ¢(A) fiir alle A € ObC ein Iso-
morphismus ist.

b) Der freie Vektorraum KX iiber der Menge X stellt den Funktor

Abb(X,-) : Vek — Me
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dar. Dazu miissen wir einen natiirlichen Isomorphismus
¢ : Abb(X,-) — Hom(KX,-)

angeben. Fiir einen Vektorraum V und eine Abbildung f : X — V sei
g =¢(V)(f) : KX — V definiert als Fortsetzung der Abbildung f von der
Basis X auf den gesamten Vektorraum KX, also durch das kommutative
Diagramm

X ——KX

N

Zeigen Sie, dafl dadurch ein natiirlicher Isomorphismus definiert ist.
BEISPIEL 2.22. (1) Das Tensorprodukt U @ V stellt den Funktor
Hom (U, Hom(V,-)) : Vek x Vek — Vek

dar. Wir miissen Isomorphismen (W) : Hom(U, Hom(V, W)) — Hom(U®
V, W) angeben, die einen natiirlichen Isomorphismus definieren (vgl. 1.4 d)).
Wir  definieren  daher o(W)(f)(v ® v) = flu)(v) fir f €
Hom (U, Hom(V,W)). Da der Ausdruck f(u)(v) in den beiden Variablen
u und v bilinear 1st, gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
(W) (f), der die Gleichung erfiillt. Ist umgekehrt g : U@V — W gegeben,
so definieren wir o(W)~!(g) : Hom(U @V, W) 3 g — (u— (v~ g(u,v))) €
Hom (U, Hom(V, W)). Man rechnet nach, daf§ alle Abbildungen linear sind
und dafl ¢ ein natiirlicher Isomorphismus ist. Tatsédchlich kann man zeigen,
daB die Isomorphismen (W) : Hom(U, Hom(V, W)) — Hom(U & V, W)
natiirlich in U, V, W sind.

(2) Sei Bil : Vek x Vek x Vek — Vek definiert durch Bil(U, V; W) := {f :
U x V — W]|f bilineare Abbildung }. Die folgende Abbildung ist ein Iso-

morphismus:
S Bil(U,V;W) 3 f— (u— f(u,-)) € Hom(U, Hom(V, W)).

Dieser Isomorphismus ist in allen Variablen U, V, W natiirlich. Insbesondere

ist nach Teil (1) Bil(U, V; W) als Funktor in W darstellbar durch U @ V.



KAPITEL III

Adjungierte Funktoren und das Yoneda Lemma

Das Yoneda-Lemma ist ein zentrales Hilfmittel fiir genauere Aussagen iiber
darstellbare Funktoren. Wir zeigen mit einigen Beispielen, daf3 solche dar-
stellbaren Funktoren sehr haufig auftreten.

LEMMA 3.1. Der Funktor G, : K- Alg — Ab mit G4(A) := AT, die ad-
ditive Gruppe der Algebra A, ist darstellbar durch die Algebra Kz], den
Polynomring in einer Variablen x.

BEWEIS. G, ist ein Vergififunktor, der die multiplikative Struktur von
Algebren vergifit und lediglich die additive Gruppe der Algebra ergibt. Wir
miissen in A natiirliche Isomorphismen G4(A) = K- Alg(K[z], A) angeben.
Jedem Element a € At ordenen wir zu den Homomorphismus a, : K[z]
p(x) — pla) € A. Das ist ein Algebren Homomorphismus, weil a. (p(z) +
() = p(a) + 4(@) = @, (p(2)) + ar(g(x)) und a (p(e)(2)) = p(@a(e) =
a.(p(x))a«(g(z)) oder weil K[z] freie (kommutative) K-Algebra iiber {z}
ist, d.h. weil sich jede Abbildung {#} — A eindeutig zu einem Algebren
Homomorphismus K[z] — A fortsetzen 148t. Die Abbildung A 3 a — a. €
K- Alg(K[x], A) ist umkehrbar mit der Umkehrung K- Alg(K[x], 4) 3 f —
f(z) € A. SchlieBlich ist sie natiirlich in A, weil

A—"t v K Alg(K[z], A)

g l l K-Alg(K[z],9)
B T Alg([x], B)

T

17
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fiir alle ¢ € K- Alg(A, B) kommutiert. O

BEMERKUNG 3.2. Da AT die Struktur einer additiven Gruppe trigt, ist das
auch fiir I&- Alg(K[z], A) der Fall.

LEMMA 3.3. Der Funktor G, = U : K- Alg — Gr mit U(A), die mul-
tiplikative Gruppe der Einheiten der Algebra A, ist darstellbar durch die
Algebra K[z, 2~ '] = K[z, y]/(zy — 1), den Ring der Laurent-Polynome in
ewner Variablen x.

BEWEIS. Wir miissen in A natiirliche Isomorphismen
G (A) = K- Alg(Klz, 27 '], A)

angeben. Jedem Element ¢ € G, (A) ordenen wir den Algebren Homo-
morphismus a, = K[z,z7!'] 3 z + a € A zu. Damit ist ein eindeutig
bestimmter Algebren Homomorphismus definiert, denn jeder Algebren Ho-
momorphismus f von K[z, 271] = K[z, y]/(zy—1) in A ist vollstindig durch
die Bilder von # und von y bestimmt, aber fiir die Bilder mufi zusatzlich
gelten f(z)f(y) = 1, d.h. f(2) muB invertierbar sein und f(y) das Inverse
zu f(x). Die Zuordnung ist bijektiv. AuBlerdem ist sie natiirlich in A, weil

A—— K Alg(K[z, 27 1], A)
gl R-Alg(K[z,z~",9)
B —— K- Alg(Kz, '], B)
fiir alle ¢ € K- Alg(A, B) kommutiert. O

BEMERKUNG 3.4. Da U(A) die Struktur einer multiplikativen Gruppe trigt,
ist das auch fiir K- Alg(K[z,z'], A) der Fall.

LEMMA 3.5. Der Funktor M, : K- Alg — K- Alg mit M,,(A), die Algebra
der n x n-Matrizen tber der Algebra A, ist darstellbar durch die Algebra
K{x11,212,...,%nn), den nicht-kommutativen Polynomring in den Varia-
blen x;;.

BEWEIS. Der Polynomring k(z;;) ist frei iiber der Menge {;;} in der
Kategorie der (nicht-kommutativen) Algebren, d.h. zu jeder Algebra A und
zu jeder Abbildung f : {z;;} — A gibt es genau einen Algebren Homo-
morphismus
g K{x11,212,. .., 2pn) — A, so daBl das Diagramm
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{zij} K(ziz)

A

kommutiert. Jede Matrix aus M, (A) definiert dann genau einen Algebren
Homomorphismus K(z11, 12, ..., Zpn) —> A und umgekehrt. O

SaTZ 3.6. (Yoneda Lemma) Sei C eine Kategorie. Seien ein kovarianter
Funktor F : C — Me und ein Objekt A € C gegeben. Dann ist die Abbildung

7 : Nat(More(A4,-), F) 3 ¢ — w(A)(14) € F(A)
bijektiv mit der Umkehrabbildung
=1 F(A) 3 a— h* € Nat(More (A4, ), F),
wober h*(B)(f) = F(f)(a) ust.

BEWEIs. Da¢(A) : Mor¢ (A, A) — F(A) definiert ist, ist 7 eine wohlde-
finierte Abbildung. Fiir 7! ist nachzupriifen, daf A% eine natiirliche Trans-
formation ist. Sei dazu f: B — C in C gegeben. Dann ist das Diagramm

More (A, B) —="20D | Nore(4, €)
h%(B) R*(C)
F(B) =0 F(O)
kommutativ, denn fiir g € Mor¢ (A, B) ist h*(C)Morc (A, £)(g9) = h*(C)(fyg)
=F(fg)(a) = F()F(g)(a) = f(f) h%(B)(a). Damit ist 77! wohldefiniert.

Sei 771(a) = h%. Dann ist 777 (a ) = h*(A)(14) = F(la)(a) = a. Sei
m(¢) = ¢(A)(14) = a. Dann ist 77 17(p) = h* und h*(B)(f) = F(f)(a) =
F(Ne(A)(1a)) = e(B)Morc (A, f)(14) = ¢(B)(f), also h* =¢. O

BEMERKUNG 3.7. Die Abbildung 7 ist eine natiirliche Transformation in
den Argumenten A und F. Genauer: Wenn f: A — Bund ¢ : F — G
gegeben sind, dann kommutieren

Nat(Mor¢ (A4,-), F) a F(A)

Nat(Mor(4,-),¢) ©(A)

Nat(Mor¢(A4,-),G) — G(A)



20 ITII. ADJUNGIERTE FUNKTOREN UND DAS YONEDA LEMMA

Nat(Mor¢ (A4,-), F) a F(A)

Nat(Mor(f,-),F) F(f)

Nat(Mor¢(B,-), F) = F(B).
Das beweist man durch einfaches Nachrechnen. Fiir ¢ : Mor¢(A,-) — F
gelten

7 Nat(More (A, -), ) () = 7(p¥) = (¢¢)(A)(14) = p(A)P(A)(14)
= p(A)7(¥)

und

7 Nat(More (f,-), F)(¢) = m(¢More(f,-) = (¢More(f,-)(B)(15)
= Y(B)(f) = ¥(B)Morc(4A, f)(1a) = F(HP(A)(1a) = F(f)7(¥).

FoLGERUNG 3.8. Seien A, B € C. Dann gelten

1) Mor¢(A,B) 3 f — More(f,-) € Nat(More (B, -), More(A,-)) ist eine
bijektive Abbildung.

2) Bei der bijektiven Abbildung aus 1) entsprechen den Isomorphismen aus
More (A, B) genau die natiirlichen Isomorphismen in

Nat(Mor¢ (B, -), More (A4, -)).

3) Fir kontravariante Funktoren F : C — Me ist Nat(More(-, A), F) =
F(A).

4) Morc(A,B) 5 f — Mor¢(-, f) € Nat(Mor¢(-, A), Mor¢(-, B)) ist eine
bijektive Abbildung, bei der die Isomorphismen aus Mor¢(A, B) genau den
natiirlichen Isomorphismen aus Nat(More (-, A), More(-, B)) entsprechen.

BEwEIs. 1) folgt aus dem Yoneda Lemma mit F = Mor¢ (4, -).
2) Da Morc(f,-)Morc(g,-) = More(gf,-) gilt und da More(f,-)
= idmore(4,-) genau dann, wenn f = 14, ergibt sich nach 1) die Zuord-
nung der Isomorphismen zueinander.
3) und 4) folgen durch Dualisieren. O

BEMERKUNG 3.9. Nach der vorhergehenden Folgerung ist das darstellen-
de Objekt A durch die Isomorphieklasse des Funktors Mor¢(A,-) bis auf
Isomorphie eindeutig festgelegt. Insbesondere sind die Algebren aus den
Lemmas 3.1, 3.3 und 3.5 bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.
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UsunG 3.10. a) Geben Sie explizit alle natiirlichen Endomorphismen von
G, 1 G, an.

b) Geben Sie alle natiirlichen Transformationen von G, in Gy, an.

c¢) Bestimmen Sie die natiirlichen Automorphismen von G,,.

SATZ 3.11. Sei G : C x D —> Me ein kovarianter Bifunktor, so daff fir alle
C € C der Punktor G(C,-) : D —> Me darstellbar ist. Dann existiert ein
kontravarianter F : C — D, so daff G = Morp(F-, -) gilt. Weiterhin ist F
durch G bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.

BEWEIS. Zu jedem C € C wihlen wir ein Objekt F(C') € D und einen
Isomorphismus é¢ @ G(C,-) = Morp(F(C),-). Wenn f : ¢ — (' in C
gegeben ist, dann sei F(f) : F(C') — F(C') der nach dem Yoneda Lemma

eindeutig bestimmte Morphismus in D, mit dem das Diagramm

G(C,-) —%—s Morp(F(C),-)

a(s-) Mor(F(£),-)
G(C',-) : Morp (F(C"),-)
C/
kommutiert. Wegen der Eindeutigkeit von F(f) und der Funktoreigenschaft
von G sieht man sofort, dafl F(fg) = F(g)F(f) und F(lc) = 1£(c) gelten,
dafl F also ein kontravarianter Funktor ist.
Ist 7/ : ¢ — D mit G = Morp(F'-,-) gegeben, so ist ¢ : Morp(F-,-) =
Morp (F'-,-). Also gibt es nach dem Yoneda Lemma Isomorphismen ¢(C) :

F(C) = F(C) fir alle C € C. Mit diesen durch ¢ induzierten Isomorphis-
men kommutiert

Morp (F/(C),-) Mor(¥(C),) Morp (F(C),-)
Mor(F'(f),-) l l Mor(F(f),-)
Morp (F'(C"),-) Mor (T Morp (F(C"),-)

Also kommutiert auch

/
Y(C) F1e)

womit v : F — F’ ein natiirlicher Isomorphismus ist. []
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DEFINITION 3.12. Seien C und D Kategorien, F : C — D und G : D — C
kovariante Funktoren. F heifit linksadjungiert zu G und G rechtsadjun-

giert zu F, wenn es einen natirlichen Isomorphismus von Bifunktoren ¢ :
Morp (F-,-) — Mor¢(-,G-) von C? x D in Me gibt.

LEMMA 3.13. Ist F : C —> D linksadjungiert zu G : D — C, so ist F
durch G bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt. Ebenso ist G durch F bis
auf Isomorphie eindeutig festgelegt.

BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Aussage. Sei auch F’ linksadjungiert
zu G mit ¢ : Morp(F'-,-) — More¢(-,G-). Dann haben wir einen natiirli-
chen Isomorphismus go’_lgo : Morp(F-,-) — Morp(F’-,-). Nach Satz 3.11
ist daher F = F'. O

LEMMA 3.14. Ewn Funktor G : D — C besitzt genau dann einen linksad-
Jungierten Funktor, wenn alle Funktoren Morc(C,G-) darstellbar sind.

BEwEgIs. Folgt aus 3.11. O

LEMMA 3.15. Seien F : C — D und G : D — C kovariante Funktoren.
Dann st

Nat(Id¢,GF) 5 & — G-®- € Nat(Morp(F-, -), More(-,G-))
eine bigektive Abbildung mit der inversen Abbildung
Nat(Morp(F-, -), More(-,G-)) 3 ¢ = ¢(-, F-)(1£-) € Nat(Ide,GF).
Weiter st
Nat(FG,1d¢) 5 ¥ — ¥-F- € Nat(Mor¢ (-, G-), Morp (F-, -))
eine bigektive Abbildung mit der inversen Abbildung
Nat(Mor¢ (-, G-), Morp (F-,-)) 3 ¢ — ¥(G-,-)(1g-) € Nat(FG,1dc).

BEWEIS. Die natiirliche Transformation G-®- ist wie folgt definiert. Seien
CeC,DeDund f € Morp(F(C), D) gegeben, so sei (G-@-)(C, D)(f) :=
G(NHP(C) : € — GF(C) — G(D). Man rechnet die Eigenschaft ei-
ner natiirlichen Transformation leicht nach. Ist ® gegeben, so erhilt man
nach der Hintereinanderausfiihrung beider Abbildungen G(1x(c))®(C) =
GF(1c)®(C) = ®(C). Ist ¢ gegeben, so erhilt man

G(N)(e(C, F(O))(Lr(c)) = More (C,G(f))(C, F(C))(1x(c))
= ¢(C, D)Morp (F(C), f)(lf(c)) = ¢(C, D)(f).
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Den zweiten Teil des Lemmas zeigt man analog. [
SATzZ 3.16. Seien
¢ : Morp(F-,-) — Mor¢(-,G-) und ¢ : More(-,G-) — Morp(F-,-)

natiirliche Transformationen mit (nach Lemma 3.15) zugeordneten natdrli-
chen Transformationen ® : Ide — GF bzw. ¥V : FG — Idp.
1) Es gilt oy = idMor(-,g-) dann und nur dann, wenn (G 29, GFG o9, G)=
idg gilt.

, . Fo TF
2) Fs gilt ¢ = idmor(F--) dann und nur dann, wenn (F — FGF —
F) =idr gilt.

BEWEIS. Es ist

GU(D)2G(D) = GU(D)p(G(D), FG(D))(17g(p))
= More (G(D), G¥(D))p(G(D), FG(D)) (17 (D))
= ¢(6(D), D)Morp (FG(D), ¥(D))(1rg(p))

= ¢(6(D), D)(¥(D))

= ¢(G(D), D)Y(G(D), D)(1g(n))

= ¢¥(G(D), D)(1g(p))-

Entsprechend erhilt man

pu(C, DY(f) = (C, D)(C, D)(f) = G(¥(D)F(£))P(C)
= GU(D)GF(f)®(C) = G¥(D)®G(D) . O

ForLgeErunGg 3.17. Seten F : C — D und G : D — C Funktoren. F
st genau dann linksadjungiert zu G, wenn es natiirliche Transformatio-
nen ® : Ide — GF und ¥ : FG — Idp gibt mit (G¥)(PG) = idg und
(PF)(FP) =idr.

DEFINITION 3.18. Die in Folgerung 3.17 angegeben natiirlichen Transfor-
mationen ® : Id¢ — GF und ¥ : FG — Idp heifien Einheit bzw. Koein-
het fiir die adjungierten Funktoren 7 und G.

UBUNG 3.19. a) Zeigen Sie, daf fiir einen Bimodul p Mg der Funktor M &g
- sM — pM linksadjungiert ist zu Homp(M,-) : pM — sM und
bestimmen Sie die zugehérige Einheit und Koeinheit.

b) Zeigen Sie, daf es einen natiirlichen Isomorphismus Abb(A x B, () =
Abb(B, Abb(A, C)) gibt. Bestimmen Sie die zugehérigen adjungierten Funk-

toren und Einheit und Koeinheit.
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c) Zeigen Sie, dafl es einen natiirlichen Isomorphismus K- Alg(KG, A) =
Gr(G,U(A)) gibt. Bestimmen Sie die zugehdrigen adjungierten Funktoren
und Einheit und Koeinheit.

d) Zeigen Sie, dafl es einen natiirlichen Isomorphismus

K- Alg(U(g), A) = Lie-Alg(g, A")

gibt. Bestimmen Sie die zugehérigen adjungierten Funktoren und Einheit
und Koeinheit.

DEeFINITION 3.20. Sei G : D — C ein kovarianter Funktor. G gibt Anlafl
zu einem (ko- Juniversellen Problem der folgenden Art:

Sei C' € C gegeben. Gesucht ist ein Objekt F(C') € D und ein Morphismus
t: C— G(F(C)) in C, so daB zu jedem Objekt D € D und zu jedem
Morphismus f : €' — G(D) in C genau ein Morphismus g : F(C) — D in
D so existiert, dafl das Diagramm

kommutiert.

Ein Paar (F(C),:), das die oben angegeben Bedingungen erfiillt, heifit
eine(ko- ) universelle Lésung des durch G und C' definierten (ko-)universellen
Problems.

Sei F : C —> D ein kovarianter Funktor. F gibt Anlafl zu einem universellen
Problem der folgenden Art:

Sei D € D gegeben. Gesucht ist ein Objekt G(D) € C und ein Morphismus
v : F(G(D)) — D in D, so daBl zu jedem Objekt C' € C und zu jedem
Morphismus f : F(C) — D in D genau ein Morphismus g : ¢ — G(D)
in C so existiert, daBl das Diagramm

F(C)
T(g)l \
FG(D) % D

kommutiert.
Ein Paar (G(D),v), das die oben angegeben Bedingungen erfiillt, heifit eine
universelle Losung des durch F und D definierten universellen Problems.
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Satz 3.21. Set F : C — D linksadjungiert zu G : D — C. Dann st
durch F(C') und die Einheit ¢ = ®(C) : C —> GF(C) eine (ko- Juniverselle
Lésung des durch G und C definierten (ko-)Juniversellen Problems gegeben.
Weiterhin ist durch G(D) und die Koeinheit v = W (D) : FG(D) — D eine
universelle Losung des durch F und D definierten unwersellen Problems
gegeben.

BeEwEIs. Nach Satz 3.16 sind ¢ : Morp(F-,-) — Mor¢(-,G-) und ¢ :
More (-, G-) — Morp(F-,-) als inverse Abbildungen zueinander durch Ein-
heit und Koeinheit definiert als ¢(C, D)(g) = G(¢9)®(C) baw. ¢(C, D)(f) =
U(D)F(f). Also gibt es zu vorgegebenem f : C — G(D) genau ein
g9 F(C) — D mit f = ¢(C, D)(g) = G(9)2(C) = G(g).

Die zweite Aussage folgt analog. O

BEMERKUNG 3.22. Wenn G : P — C und C' € C gegeben sind, so kann
man die (ko-)universelle Losung (F(C),: : ¢ — GF(C)) als beste (Ko-
JApproximation des Objekts C in C durch ein Objekt F(C') in D mit Hilfe
des Funktors G ansehen.

Wenn F : C — D und D € D gegeben sind, so kann man die universelle
Losung (G(D),v : FG(D) — D) als beste Approximation des Objekts D
in D durch ein Objekt G(D) in € mit Hilfe des Funktors F ansehen.

SATZ 3.23. Set G : D — C gegeben und sei fiir jedes C' € C das durch G
und C gegebene (ko- Juniverselle Problem lésbar. Dann gibt es einen links-
adjungierten Funktor F :C — D zu G.

Set F : C — D gegeben und sei fiir jedes D € D das durch F und D

gegebene universelle Problem l6sbar. Dann gibt es einen rechtsadjungierten
Funktor G : D — C zu F.

BEwETs. Ist das (ko-)universelle Problem zu G und C' 13sbar durch ¢ :
C — F(C), so ist die Zuordnung Mor¢(C,G(D)) > f — g €
Morp (F(C), D) mit G(g)¢ = f bijektiv. Die Umkehrabbildung ist gege-
ben durch ¢ — G(g)¢. Diese ist eine natiirliche Transformation, denn fiir
h € Morp (D, D') ist das Diagramm

Morp (F(C), D) g

More(C,G(D))

Morp (F(C),h) Morc (C,G(h))

Morp (F(C), D) More (C, G(D'))

g(-)
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kommutativ. Es ist namlich
More (C,G(h))(G(g)e) = G(h)G(g)e = G(hg)r = G(Morc (F(C), h)(g))e.

Also ist fiir alle C' € C der Funktor Mor¢(C,G(-)) : D —> Me, der durch
den Bifunktor Mor¢(-,G(-)) : C? x D — Me induziert wird, darstellbar.
Nach Satz 3.11 gibt es also einen Funktor F : C — D mit Mor¢(-,G(-)) =
Morp (F(-),-).

Die zweite Aussage folgt analog. O

BEMERKUNG 3.24. Man kann die Eigenschaften, die G : D — C (bzw.
F : C — D) haben muf}, um einen links-(rechts-)adjungierten Funktor zu
haben, charakterisieren. Eine der wesentlichen Figenschaften dafiir ist, daf3
G Limites (also direkte Produkte und Differenzkerne) erhilt.



KAPITEL IV

Zur kommutativen algebraischen Geometrie

Wir kénnen in diesem Kapitel nur die einfachste Form eines geometrischen
Raumes einfithren. Zunichst betrachten wir eine Menge von Punkten ohne
weitere geometrische Struktur und machen an ihr den Begriff der Funktio-
nenalgebra klar. Dann kommen wir auf Mengen von Punkten, die durch ihre
Koordinaten beschrieben werden, zum Beispiel Kreis oder Parabel, allgemei-
ner sogenannte affine Schemata, die durch Polynomgleichungen beschrieben
werden. Diese geometrischen Rdume werden durch ihre Funktionenalgebren
vollstandig beschrieben. Hier wird sich wesentlich das Yoneda Lemma ein-
setzen lassen.

BEISPIEL 4.1. Sei X eine Menge. Dann ist KX := Abb(X,K) eine K-
Algebra mit komponentweiser Addition und Multiplikation: (f + g)(z) :=
f(@) +g(x) und (fg)(x) = f(x)g().

Von unserem Standpunkt aus sehen wir KX als Vektorraum mit der Addi-
tion (f + ¢)(#) := f(#) + g(x) und Skalarmultiplikation (af)(z) := af(z).
Das definiert einen darstellbaren kontravarianten Funktor K : Me — Vek,
dargestellt durch K. Tatsdchlich ist K* : KY — KX fir h : X —
Y eine lineare Abbildung, denn K" (af + Bg)(z) = (af + Bg)(h(z)) =
af(h(x)) + Bo(h(x)) = (afh + Bgh)(z) = (ak* () + AP (g))(x), also
K" (af + Bg) = o (f) + FE (g).

Wir betrachten Homomorphismen 7 : KX @ KY — KX*Y die durch 7(f®
9)(z,y) := f(z)g(y) definiert sind. Man muf zeigen, daff 7' : K* x KY —
KX XY bilinear ist, um einen eindeutig bestimmten Homomorphismus auf

27
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dem Tensorprodukt zu erhalten: 7'(f + f/,9)(z,y) = (f + [ (x)g(y) =
(F(2) + F(@)gly) = F@)gly) + ' (@)g(y) = 7'(f9) + (', )(x, p) ergibt
die Additivitdt im linken Argument. Die Additivitdat im rechten Argument
und die Vertauschbarkeit mit Faktoren aus K wird dhnlich nachgepriift.

T

Zusammen erhilt man eine Multiplikation V : KX @ KX /5 KX*X K—A>
KX, wobei A : X — X x X in Me die Diagonalabbildungist A(z) := (=, z).
Weiter hat man ein Einselement 5 : K*} 25 KX mit ¢ : X — {*} Ab-
bildung in die einelementige Menge. Damit rechnet man jetzt nach, dafl
(KX | n, V) eine Algebra wird. Es gehen dabei zwei Eigenschaften wesent-
lich ein, ndmlich dafl K assoziativ mit Einselement ist und dafi X, A, ¢ ein
, Komonoid“ ist:

X A X x X
Al lle
X x X An1 X x X xX
X A X x X
A 1x 1xe

X x X

{r x X 2 X 2 X x {*}.

ex1

Fiir eine Abbildung f : X — Y erhélt man einen Algebren Homomorphis-
mus K/ : K¥ — KX | denn die Diagramme

v T K4
K ®KY KY XY

KY

]Kf@)]Kf KIXS K

T K4
KX ® KX KXXX KX

und
K >
KY LKX
kommutieren.

Damit ist K : Me — K- Alg, ein kontravarianter Funktor.
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Wir wissen nach Definition des mengentheoretischen (kartesischen) Pro-
dukts, da8 KX = [y K. Das gilt auch mit der oben angegebenen Alge-
brenstruktur. Zu jedem Punkt x € X gibt es ein maximales Ideal m, von
[Ix K mit m, := {f € Abb(X,K)|f(x) = 0}. Wenn X eine endliche Men-
ge ist, dann sind das genau alle maximalen Ideale von ] KK, ja sogar alle
Primideale von Abb(X,K).

Wir kénnen jeder kommutativen Algebra A die Menge Spec(A) ihrer Prim-
ideale zuordenen. Das ergibt einen Funktor Spec: K- Alg — Me.

Wir werden jetzt in die Mengen eine Geometrie hineintragen und sehen,
wie solche ,geometrischen Rdume® mit ihren Funktionen Algebren zusam-
menhéngen.

DEFINITION 4.2. Der Funktor Al : K- Alg, — Me (Vergififunktor), der
jeder kommutativen K-Algebra A den Raum (die Menge) der Punkte (Ele-
mente) von A zuordnet, heifit affine Gerade.

LEMMA 4.3. Der Funktor affine Gerade st darstellbar.

BEwWEIs. Das (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) darstellende Ob-
jekt ist nach Lemma 3.1 K[z]. O

DEFINITION 4.4. Der Funktor A? : K- Alg. — Me, der jeder kommutati-
ven K-Algebra A den Raum (die Menge) der Punkte (Elemente) der Ebene
A? zuordnet, heifit affine Ebene.

LEMMA 4.5. Der Funktor affine Ebene ist darstellbar.
BEWEIs. Das darstellende Objekt ist analog zu Lemma 3.5 K[z, 22]. O

Seipy (21, .-, Zn)y- o, pm(21, ... 2n) € K1, ..., 2,] eine Familie von Po-
lynomen. Wir wollen die (geometrische) Mannigfaltigkeit der Nullstellen
dieser Polynome betrachten. Allerdings kann es in K moglicherweise nicht
geniigend viele Nullstellen geben. Daher lassen wir auch Nullstellen in Er-
weiterungskorpern von K oder noch allgemeiner in beliebigen K-Algebren
7u.

DEFINITION 4.6. Der Funktor X, der jeder kommutativen Algebra A die
Menge der Nullstellen der Polynome (p;) in A" zuordnet: X(A) C A,
heifit affine algebraische Mannigfaltigkeit oder affines Schema in A mit
den definierenden Polynomen py, ..., pm. Die Elemente aus X'(A) heifien
A-Punkte von X.
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SATZ 4.7. Das affine Schema X in A” mit den definierenden Polynomen
D1y, Pm ist ein darstellbarer Funktor mit der darstellenden Algebra

OX) =Klzy, ..., 2]/ (P1, -+, Pm),

genannt affine Algebra des Funktors.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst, daf das affine Schema A" : K- Alg, — Me
mit den definierenden Polynomen p1, ..., p, ein Funktor ist. Dazu definie-
ren wir fiir einen Algebren Homomorphismus f : A — B die induzierte
Abbildung f* : A" — B™ durch komponentweise Anwendung und X'(f) :
X (A) — X(B) durch Einschrankung von f* auf X' (A). Diese Abbildung
ist wohldefiniert, denn ist (a1, ..., an) € X (A) Nullstelle von allen Polyno-
men pi,...,Ppm, 80 ist pi(f(a1),..., flan)) = f(pi(ar, ..., an)) = f(0) =0
fiir alle ¢, also ist auch f™(ay,...,an) = (f(a1),..., f(an)) € B™ eine Null-
stelle fiir alle Polynome. Damit ist X'(f) : X' (A) — X (B) definiert und die
Funktoreigenschaft von A" klar.

Um zu zeigen, dal X' durch O(X) = Klz1,...,2,]/(p1, ..., pm) darstell-
bar ist, bemerken wir zunéchst, daBl (p1,...,pm) das von den p1,...,pm
erzeugte (zweiseitige) Ideal in K[aq,...,xz,] bezeichnet. Wir wissen, dafl
jedes n-Tupel (ay,...,a,) € A" einen Algebren Homomorphismus f :
Klz1,...,2p] — A mit f(z1) = a1,..., f(xn) = an eindeutig bestimmt.
(Der Polynomring K[zy, ... ,z,] ist in K- Alg, frei iber der Menge {1, ...,
zn}, oder K[zq, ..., x,] zusammen mit der Einbettung ¢ : {#1,... ,2,} —
Klz1,...,z,] 16st das kouniverselle Problem, das durch den Vergifunktor
V : K- Alg, — Me und die Menge {#1,...,2,} € Me definiert wird.)
Dieser Algebren Homomorphismus bildet Polynome p(z1,...,z,) ab in
f(p) =plag, ..., a,). Esist also (a1, ..., a,) genau dann gemeinsame Null-
stelle der Polynome p1,...,pm, wenn f(p;) = pi(ay,...,a,) = 0, also die
P1y---,Pm 1m Kern von f liegen. Das ist genau dann der Fall, wenn f auf
dem Ideal (p1,...,pm) verschwindet oder durch die Restklassenabbildung

v:Kay,. .. 20 — K, ..o 20]/(p1s - Pm)
faktorisiert werden kann. Damit ist eine Bijektion
K- Alg (Klz1, ..., 2]/ (p1,- - y0m), A) D F = (flz1),..., flzy)) € X(A)

definiert. Man sieht dann leicht, dafl diese Bijektion ein natiirlicher Isomor-
phismus (in A) ist. O
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Wenn keine Polynome gegeben sind, so ist der Funktor der des affinen
Raumes A™ der Dimension n. Mit der Vorgabe von Polynomen wird A
ein Unterfunktor von A", weil er jeweils natiirlich Teilmengen X (A) C
A" (A) = A" definiert. Beide Funktoren sind darstellbar und die Einbet-
tung kommt von dem Algebren Homomorphismus v : K[zy,...,2,] —

Klz1, ..., 20]/(P1, - s Dm)-

UBUNG 4.8. a) Bestimmen Sie die affine Algebra des Funktors Einheitkreis
Stin AZ.

b) Bestimmen Sie die affine Algebra des Funktors Einheitssphire S"~! in
A

c) Sei X die ebene Kurve y = 2%, Dann ist X’ isomorph zur affinen Geraden.
d) Sei Y die ebene Kurve zy = 1. Dann ist Y nicht zur affinen Geraden
isomorph.

e) Sei K = C der Kérper der komplexen Zahlen. Zeigen Sie, daf der Einhei-
ten Funktor U : K- Alg, — Me aus Lemma 3.3 natiirlich isomorph ist zum
Einheitskreis Funktor S*. (Hinweis: Es gibt einen Algebren Isomorphismus
zwischen den darstellenden Algebren Kle,e=!] und Kle, s]/(c? + s? — 1).)
f)* Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei p ein irreduzibles qua-
dratisches Polynom in K[z, y] und sei Z der durch p definierte Kegelschnitt
mit der affinen Algebra K[z, y]/(p). Zeigen Sie, daBl Z entweder zu X oder
zu Y natiirlich isomorph ist.

BEMERKUNG 4.9. Eine affine Algebra eines affinen Schemas legt die Polyno-
me p1, ..., P nicht eindeutig fest, sondern lediglich das von diesen erzeugte
Ideal im Polynomring K[z, ..., z,]. Aber auch die Anzahl der Algebren
Erzeugenden z1, ..., x, 1st nicht eindeutig bestimmt. Affine Algebren sind
deshalb (als Algebren) endlich erzeugte kommutative Algebren.

Die Punkte (aq,...,an) € X(K) eines affinen Schemas X' im Grundkérper
K heilen rationale Punkte. Sie reichen nicht aus, um das affine Schema zu
charakterisieren. So haben fiir K := IR die affinen Schemata X und Y mit den
affinen Algebren O(X) := K[z, y]/(2? + y* + 1) und O(Y) := K[z]/(x? + 1)
keine rationalen Punkte, jedoch hat das Schema ) genau zwei komplexe
Punkte und X unendlich viele komplexe Punkte, also ist X'(C) 2 Y(C).
Das liegt nicht etwa an den Einbettungen in unterschiedliche Riume A2
bzw. Al weil auch gilt O(Y) = K[z]/(2? + 1) = Kz, y]/(2? + 1, y).

Da jedes affine Schema X’ isomorph zu dem Funktor K- Alg, (O(X),-) ist,
werden wir in Zukunft, um die Betrachtung storender Isomorphismen zu
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vermeiden, diese beiden Funktoren identifizieren. (Wir verandern dadurch

lediglich X' geringfiigig.)

SaTz 4.10. Sei X ein affines Schema mit der affinen Algebra A = O(X).
Dann ist A = Nat(X,V) als K-Algebren, wobei V : K- Alg, — Me der
Vergififunktor ist. Durch den Isomorphismus wird eine (in B) natdrliche
Transformation A x X(B) — B induziert.

BEWEIS. Wir geben zunéchst einen Isomorphismus zwischen den Mengen
Aund Nat(X, V) an. Wegen X = K- Alg_ (A,-) und V = K- Alg, (K[z],-) gilt
nach dem Yoneda Lemma fiir die Mengen Nat(l,V) =
Nat(K- Alg, (A4,-), K- Alg,. (K[z],-)) = K- Alg. (K], 4) = V(4) = A. Da
A eine Algebra ist, induziert ein solcher Isomorphismus von Mengen eine
Algebrenstruktur auf Nat(X', V).

Sei ¢ : A — Nat(X', V) der angegebene Isomorphismus. Wir beschreiben
jetzt die genaue Aktion ¢(B) : A x X(B) — B von A auf X(B). Sei
f: A — B ein B-Punkt aus K- Alg (A, B) = X(B). Sei weiterhin a ein
Element aus A. Dieses induziert vermdge des oben angegebenen Isomorphis-
mus den Algebren Homomorphismus g, : K[z] — A, der & auf a abbildet.
Dieser Algebren Homomorphismus induziert die natiirliche Transformation
pla) : X — V, die auf B durch Verkniipfung mit g, definiert ist, also
e(a)(B)(f) = (K] LI IN B), oder, da ein solcher Homomorphismus
durch das Bild von z vollstandig beschrieben ist, ¢(a)(B)(f)(x) = f(a). Da

fiir jedes a € A das Bild ¢(a) : X — V eine natiirliche Transformation ist,
haben wir Abbildungen ¢(B) : Ax X (B) — B mit ¢(B)(«a, f) = f(a). Fiir

a,a' € Aist p(a)(B)(f)(w) = f(a) und p(a)(B)(f)(x) = f(a'), also p(a +
a')(B)(f)(2) = flata') = fla)+[f(d") = ¢(a)(B)(f)(2)+p(a’)(B)(f)(x) =
(p(@)(B)(f) + (@) (B)(/))(z) = (p(a)(B) + ¢(a')(B))([)(x) = (p(a) +

( (a (a
(a’))(B)(f)(x) und analog p(aa’)(B)(f)(x) = f(aa’) = f(a)f(a") = (p(a)-
(a’))(B)([f)(z), womit p(a + a') = p(a) + ¢(a’) und p(ad’) = ¢(a) - p(a’)
folgt. Addition und Multiplikation in Nat(X', V) sind also durch Addition
und Multiplikation der Werte f(a)+ f(a') bzw. f(a)f(a’) definiert. Schlief-
lich kommutiert fiir jeden Algebren Homomorphismus f : B — B’

A% X(B) $(5) B
AxX(P) ;
A x X(B) B
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womit ¢(B) : A x X(B) — B eine natiirliche Transformation wird. O

BEMERKUNG 4.11. Wegen der Operation A x X(B) — B wird A auch
Funktionen Algebra von X' genannt.
Man kann zeigen, dafi A universell in dieser Eigenschaft ist, d.h. zu jeder
kommutativen Algebra D und zu jeder natiirlichen Transformation p : D x
X (-) — - gibt es genau einen Algebren Homomorphismus f : D — A, so
dafl das Dreieck

D x X(B)

fxlas) (B)

Ax X(B) B B

kommutiert. Wir werden dieses Ergebnis spéter fiir nicht-kommutative Al-
gebren beweisen. Aus der universellen Eigenschaft folgt jedenfalls, wie bei
jeder universellen Eigenschaft, die Eindeutigkeit von A bis auf Isomorphie
dafiir, eine Funktionenalgebra fiir A’ zu sein.

Sei B = K und X ein affines Schema mit der affinen Algebra A = O(X).
Wenn f : A — K ein rationaler Punkt von A ist, d.h. ein Algebren
Homomorphismus, dann ist Im(f) = K, also Ker(f) ein maximales Ideal
der Kodimension von X'. Ist umgekehrt ein maximales Ideal m der Kodi-
mension 1 in A gegeben, so induziert dieses genau einen rationalen Punkt
J A — A/m = K Ist K algebraisch abgeschlossen und m ein beliebi-
ges maximales Ideal in A, so ist A/m eine als K-Algebra endlich erzeugte
Korpererweiterung von K. Diese mufl mit K {ibereinstimmen, womit m au-
tomatisch die Kodimension 1 hat. Man nennt die maximalen Ideale von A
dann auch das Mazimal-Spektrum Specy, (A) von A. Dieser Ansatz der alge-
braischen Geometrie gestattet es also, die (rationalen) Punkte eines affinen
Schemas aus der Funktionen Algebra zuriick zu gewinnen. Wir werden die-
sen Ansatz nicht weiter verfolgen. Wir definieren jedoch in Anlehnung an
dieses Vorgehen das Spektrum einer Algebra A wie folgt.

DEFINITION 4.12. Sei C = K- Aff die Kategorie der endlich erzeugten kom-
mutativen (oder affinen vgl. 4.9) K-Algebren. Ein darstellbarer Funktor
K- Aff(A,-) : K- Aff — Me heifit affine algebraische Mannigfaltigkeit. Die
affinen algebraischen Mannigfaltigkeiten zusammen mit den natiirlichen
Transformationen bilden die Kategorie der affinen algebraischen Mannig-
faltigkeiten oder geometrischen Riume Geom(K) iiber K. Der Funktor, der
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jeder affinen Algebra A die durch A dargestellte affine algebraische Man-
nigfaltigkeit zuordnet, wird das Spektrum von A genannt: Spec : K- Aff —
Geom(KK). Wegen des Yoneda Lemmas ist Spec eine Anti-Aquivalenz von
Kategorien. Ein geometrischer Raum ist also vollstdndig durch seine Funk-
tionen Algebra beschrieben.

Da auch beliebige (nicht endlich erzeugte) kommutative Algebren darstell-
bare Funktoren (nun auf der Kategorie aller kommutativen Algebren) defi-
nieren, haben wir auch unendlich-dimensionale geometrische R&ume
Geome, (K) und ein kommutatives Diagramm von Funktoren

K- Aff — P Geom(KK)
K- Alg, = Geome, (K)

Wir bestimmen nun noch die Form von Morphismen zwischen geometrischen
Raumen.

SATZ 4.13. Seien X C A" und Y C A® affine algebraische Mannigfaltigkei-
ten und ¢ : X — Y ewne natiirliche Transformation. Dann gibt es Polyno-
me

pl(xla“' axT)a"' aps(xla“' axT) EK[xla axT]a
so daf fir alle A € K- Alg und alle (ay, ... ,a,) € X(A) gilt

e(A)(ar, ... ar) = (prlar, ... ar), ..., ps(ar, ... a)),

d.h. die natirlichen Transformationen zwischen affinen algebraischen Man-
nigfaltigkeiten sind polynomaial.

BEWEIs. Seien O(X) = Klz1,...,2.]/] und OY) = Ky, ..., ys)/J.
Fir A € K- Alg und (ay,...,a,) € X(A) sei f:Klxy,...,2.]/] — A mit
flzs) = a; der unter X (A) = K- Alg(K[x1,...,2.]/I, A) zugeordnete Ho-
momorphismus. Die natiirliche Transformation ¢ wird durch Verkniipfung
mit einem Homomorphismus ¢ : K[y1,...,ys]/J — Klz1,...,2,]/I indu-
ziert, also gilt

p(A) K- Alg. (Klzy, ...,z ]/I,A) > f— fg e K- Alg. K[y, ..., ys]/J, A).
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Da g beschrieben wird durch ¢(y;) = pi(#1,...,2,) € Klx1, ..., z,], erhal-

ten wir
@(A)(ala"' ,Cls) = (fg(yl)a afg(ys))
= (flpr(ze, .o ze)), o fps(@r, o5 20)))
= (pr(a1, o ), pslans...rap). O

BEISPIEL 4.14. Der Isomorphismus zwischen der affinen Geraden (4.2) und
der Parabel (4.8 d)) ist gegeben durch den Isomorphismus f : K[z, y]/(y —
2?) — K[2], f(z) = z, f(y) = 2z? mit der Umkehrabbildung f=!(z) = =.
Auf den affinen algebraischen Mannigfaltigkeiten der affinen Geraden A bzw.
der Parabel P ist die induzierte Abbildung f : A(A) 3 a — (a,a?) € A(A)
bzw. f71 :P(A) 3 (a,b) — a € A(A).



KAPITEL V

Limites, Kolimites, Produkte und Differenzkerne

Wir benétigen fiir weitere Konstruktionen noch einige zusitzliche kategorie-
theoretische Begriffe. Diese sollen hier in knapper Form behandelt werden.

DEFINITION 5.1. Ein Diagrammschema D ist eine kleine Kategorie (d.h. die
Objektklasse ist eine Menge). Sei C eine beliebige Kategorie. Ein Diagramm
in C mit dem Diagrammschema D ist ein kovarianter Funktor F : D — C.

BEISPIEL 5.2. (fiir Diagrammschemata) a) Die leere Kategorie D.
b) Die Kategorie mit genau einem Objekt D und genau einem Morphismus
1p.
c) Die Kategorie mit zwei Objekten D;, D; und einem Morphismus f :
Dy — Dy (auBler den beiden Identitéten).
d) Die Kategorie mit zwei Objekten Dy, Ds und zwei Morphismen f g :
D1 — D5 zwischen ihnen.
e) Die Kategorie mit einer Familie von Objekten (D;|i € I) und den zu-
gehorigen Identitéten.
f) Die Kategorie mit vier Objekten Dy, ..., D4 und Morphismen f, g, h, k,
so dafl kommutiert

Dy AN Do

gl lk
D3 —— D4

also kf = hg.

36
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DEFINITION 5.3. Sei D ein Diagrammschema und C eine Kategorie. Je-
des Objekt C' € C definiert ein konstantes Diagramm K¢ : P — C mit
Kc(D) = C fiir alle D € D und K(f) := 1¢ fiir alle Morphismen in D.
Jeder Morphismus f : ¢ — (C’ in C definiert eine konstante natiirliche
Transformation K; : K¢ — Ko mit K¢(D) = f. Damit wird ein Kon-
stanten Funktor K : C — Funkt(D, C von der Kategorie C in die Kategorie
der Diagramme Funkt(D,C) definiert.

Sei F : D — C ein Diagramm. Ein Objekt C' und eine natiirliche Transfor-
mation 7 : K¢ — F heifit Limes oder projektiver Limes des Diagramms F
mit der Projektion w, wenn zu jedem Objekt C' € C und zu jeder natiirli-
chen Transformation ¢ : K¢v — F genau ein Morphismus f : ¢ — C so
existiert, dafl

Keo

N
Kc—ﬂ.>f

kommutiert, d.h. fiir alle Morphismen ¢ : ); — D; in D kommutiert
C == F(D;)

(7 ist natiirliche Transformation) und fiir alle Objekte D; in D kommutiert

C/

N\
Eine Kategorie C besitzt Limites fiir Diagrammschemata der Form D, wenn

zu jedem Diagramm F : D — C iiber D in C ein Limes existiert. Eine Ka-
tegorie C heifit vollstindig, wenn jedes Diagramm in C einen Limes besitzt.

BEISPIEL 5.4. a) Sei D ein Diagrammschema bestehend aus zwei Objekten
D1, D5 und den Identitdten. Ein Diagramm F : D — C ist definiert durch
die Vorgabe von zwei Objekten C7 und C5 in C. Ein Objekt C x C5 zusam-
men mit zwei Morphismen 71 : C; x Cy — C1 und s : C1 x Cy —> (O
heifit Produkt der beiden Objekte, wenn Cy x Co, 7w @ Koyxe, —> F ein
Limes ist, d.h. wenn es zu jedem Objekt C’ in € und zu je zwei Mor-
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phismen ¢q : ¢/ — C1 und ¢» : ¢ — (5 genau einen Morphismus
f:C"— C1 x Oy gibt, so daf3
C/

®1 f P2

01 DL 01 X Cz Lz, Cz
kommutiert. Die beiden Morphismen 7 : Cy x 5 — C7 und w5 : O X
Cy — O3 heiflen die Projektionen des Produkts auf die einzelnen Faktoren.
b) Sei D ein Diagrammschema bestehend aus einer endlichen (nicht-leeren)
Menge von Objekten Dy, ..., D, und den zugehorigen Identitdten. Ein Li-
mes eines Diagramms F : D — C heifit endliches Produkt der Objekte
Cy = F(D1),...,Cp := F(Dy) und wird mit Cy x ... x C,, = [, C;
bezeichnet.
¢) Ein Limes iiber einem diskreten Diagramm (d.h. D besitzt nur die Iden-
titdten als Morphismen) heifit Produkt der Objekte C; := F(D;), i € I und
wird mit []; C; bezeichnet.
d) Sei D das leere Diagrammschema und F : D — C das (einzig mogliche)
leere Diagramm. Der Limes C, 7 : K¢ — F von F heifit Endobjekt. Er hat
die Eigenschaft, daff es zu jedem Objekt C” in C (die eindeutig bestimmte
natiirliche Transformation ¢ : KXc» — F braucht nicht angegeben zu wer-
den) genau einen Morphismus f : ¢/ — C gibt. In Me ist die einpunktige
Menge ein Endobjekt. In Ab, Gr, Vek ist die Nullgruppe 0 ein Endobjekt.
e) Sei D das Diagrammschema aus 5.2 d) mit zwei Objekten und zwei
Morphismen (verschieden von den beiden Identititen). Ein Diagramm iiber
D ist gegeben durch zwei Objekte C7 und C5 und zwei Morphismen g, h :
C1 — (5. Der Limes eines solchen Diagramms heifit Differenzkern der
beiden Morphismen und ist gegeben durch ein Objekt Ker(g, h) und einen
Morphismus 1 : Ker(g, h) — C;. Der zweite Morphismus nach C entsteht
durch die Komposition 73 = gm; = hmy. Der Differenzkern hat die folgende
universelle Eigenschaft. Zu jedem Objekt €’ und jedem Morphismus ¢; :
C' — C1 mit g1 = h1(= p2) gibt es genau einen Morphismus f : ¢/ —
Ker(g, h) mit m1f = 1 (und damit w2 f = @2, d.h. das Diagramm

C/

f P1

Ker(g, h) " C) C
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kommutiert.

UBUNG 5.5. a) Sei F : D — Me ein diskretes Diagramm. Man zeige, daf§
das kartesische Produkt {iber F mit dem kategorietheoretischen Produkt
iibereinstimmt.

b) Sei D ein Morphismenpaar wie in 5.4 ¢) und sei F : D — Me ein
Diagramm. Man zeige, daf die Menge {x € F(D1)|F(f)(z) = F(g)(x)} mit
der Einbettung in F(D;) Differenzkern von F : D — Me ist.

c) Sei F : D — Me ein Diagramm. Man zeige, dafi die Menge

{(zp|D € ObD,xp € F(D)NV(f : D — D) €D : F(f)(xp) = zp'}

mit den Projektionen auf die einzelnen Komponenten der Familien Limes
von F ist.

DEFINITION 5.6. Sei F : D — C ein Diagramm. Ein Objekt €' und eine
natiirliche Transformation ¢ : F — K¢ heifit Kolimes oder induktiver Li-
mes des Diagramms F mit der Injektion ¢, wenn zu jedem Objekt C' € C
und zu jeder natiirlichen Transformation ¢ : F — K¢/ genau ein Morphis-
mus f : C' — C’ so existiert, daf}

F — ]CC
N« le
K¢
kommutiert, d.h. fiir alle Morphismen ¢ : ); — D; in D kommutiert

(¢ ist natiirliche Transformation) und fiir alle Objekte D; in D kommutiert
F(D;) =~ C
%\« lf
.
Die speziellen Kolimites, die iber den Diagrammen wie in Beispiel 5.4 ge-
bildet werden, heifien Koprodukt, Anfangsobjekt bzw. Differenz-Kokern.
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BEISPIEL 5.7. In Vek ist 0 ein Anfangsobjekt. In K- Alg ist K ein Anfangs-
objekt. In Geom ist der einelementige Funktor A — {*} ein Endobjekt.
In K- Alg ist {a € A|f(a) = g(a)} der Differenzkern der beiden Algebren
Homomorphismen f : A — B und ¢ : A — B. In K- Alg stimmen das
kartesische Produkt (Paarmengenbildung) und das (kategorietheoretische)
Produkt tiberein.

BEMERKUNG 5.8. Ein Kolimes eines Diagramms C ist in der dualen Ka-
tegorie C°? Limes des entsprechenden (dualen) Diagrams. Daher ergeben
Sétze iiber Limites duale Sdtze iiber Kolimites.

SATZ 5.9. Limites und Kolimites von Diagrammen sind bis auf Isomorphie
eindeutiq.

BEWEIS. Se1 F : D — C ein Diagramm und seien C', 7 und C, % Limites
von F. Dann gibt es jeweils genau einen Morphismus f : C — C und
einen Morphismus g : C' — C mit 7K; = 7 und 7K, = m. Dann ist aber
ki, = midg, =71 =7K,; = 7K; Ky = nK;4 und analog ﬁ'IClé = 7Kgz
Wegen der Eindeutigkeit folgt daraus 1¢ = fg und 15 =g¢f. O

BEMERKUNG 5.10. Nachdem die Eindeutigkeit des Limes bzw. Kolimes (bis
auf Isomorphie) nachgewiesen ist, kénnen wir jetzt eine einheitliche Bezeich-
nungsweise einfithren. Der Limes des Diagramms F : D — € wird mit

@(}") bezeichnet, der Kolimes mit hﬁm(}")

SATZ 5.11. Wenn C beliebige Produkte und Differenzkerne besitzt, dann be-
sitzt C beliebige Limites, d.h. C ist vollstindig.

BEWEIS. Sei D ein Diagrammschema und F : P — C ein Diagramm.
Wir bilden zunéchst die Produkte [[copp F (D) und erMorD F(Zi(f)),
wobei Zi(f) das Ziel des Morphismus f : D/ — D" in D ist, also in diesem
Falle Zi(f) = D". Fiir jeden Morphismus f : D' — D’ definieren wir zwei
Morphismen wie folgt:

pr=mron s [ FD) — FD) = F(Z()
DeObD
und

4= F(Nrzwn = [[ F(D) — F(D) — F(D") = F(Zi())).
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Diese beiden Familien von Morphismen induzieren zwei Morphismen in das
entsprechende Produkt:

pa: [ Fo)y— ][I Zi()

DeObD feMorD

mit mrq = g5 und 7rp = py. Wir zeigen jetzt, dal der Differenzkern dieser
beiden Morphismen

Ker(p, q) v H F(D) L H F(Zi(f))
DEOLD E fE€MorD
Limes des Diagramms F : D — C ist. Es ist pyp = ¢qv. Zunichst ergibt
p(D) == rmrpy¥ : Ker(p,q) — [Ipeopp F(D) — F(D) eine Familie von
Morphismen mit D € ObD. Ist f : D' — D" in D gegeben, so ist das

Diagramm

Ker(p, q) p(D') F(D)

p(D") l F()
f(D//)

kommutativ wegen F(f)p(D') = F(f)mrmpnd = qp = mpqp = mppyp =
psY = mrpmy = p(D"). Damit ist eine natiirliche Transformation p :
Kxer(p,q) — F gegeben.
Sei nun ein Objekt C' gegeben und eine natiirliche Transformation ¢ :
Kci — F. Dann ist dadurch genau ein Morphismus ¢ : ¢/ —
[Ipconp F(D) definiert mit mxpyg = @(D) fiir alle D € D. Da ¢ eine
natiirliche Transformation ist, haben wir (D) = F(f)p(D’) fiir jeden
Morphismus f : D' — D". Wir erhalten damit m;pg = pyg = mrpmg =
e(D") = F(fle(D') = F(f)mrwng = q;9 = msqg fiir alle Morphismen
f D" — D" also pg = qg. Daher 1af3t sich ¢ eindeutig durch den Dif-
ferenzkern ¢ : Ker(p,q) — [Ipeconp F (D) faktorisieren als g = vh mit
h:C" — Ker(p,q). Es ist dann p(D)h = 7rpyh = Trp)g = ¢(D) fiir
alle D € D, also pKy = ¢.
Wenn schliefilich ein weiterer Morphismus A’ : ¢! — Ker(p, ¢) mit pKp =
@ gegeben ist, dann ist mxpyyYh’ = p(D)h' = p(D) = p(D)h = 7rpyh,
also wh' = ¢h = g. Wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung von g durch
¢ folgt h = h’. Damit ist (Ker(p, ¢), p) Limes von F. O

BEMERKUNG 5.12. Der Beweis des vorstehenden Satzes zeigt zugleich die
explizite Konstruktion des Limes von F als Differenzkern
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Ker(p, q) i H F(D) 41), H F(Zi(]))

DEOLD 4 feMorD

Der Limes kann also als Unterobjekt eines geeigneten Produkts dargestellt
werden. Dual kann der Kolimes als Faktorobjekt eines geeignetes Kopro-
dukts dargestellt werde. Wir werden diese Konstruktion spéter verwenden.
Wichtig fiir uns ist noch die Vertauschbarkeit von Funktoren mit der Bil-
dung von Limites bzw. Kolimites. Wir sagen, daf ein Funktor G : ¢ — ('
Limites iiber dem Diagrammschema D erhdlt, wenn fiir jedes Diagramm

F D — C gilt im(GF) = G(lim(F)).

SATzZ 5.13. Kovariante darstellbare Funktoren erhalten Limites. Kontrava-
riante darstellbare Funktoren bilden Kolimites in Limites ab.

BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die zweite Aussage ist
dual dazu. Fiir ein Diagramm F : D — Me ist

{(zp|D € ObD,zp € F(D)N(f: D — D) €D : F(f)(xp) = xp'}

nach Ubung 5.5 Limes von F. Sei nun ein Diagramm F : D — C ge-
geben und sei im(F) der Limes. Sei weiterhin der darstellbare Funktor
More(C',-) : ¢ — Me gegeben. Nach Definition des Limes von F gibt
es zu jeder natiirlichen Transformation ¢ : K¢ — F genau einen Mor-
phismus f : C' — lim(F) mit 7K; = ¢. Dadurch ist ein Isomorphismus
Nat(K¢r, F) = More (C7, lim(F)) gegeben. Damit ist

lim(Mor¢ (€, F)) =
Up(D) : C"— F(D)D €D)V(f: D — D') €D : F(f)p(D) = (D)}
= Nat(K¢r, F) = Morc(C’,@(f)). O
FoLGERUNG b5.14. Sei F : C — C' linksadjungiert zu G : ' — C. Dann
erhdlt F Kolimites und G Limites.

BEwEIs. Fiir ein Diagramm H : D — C'ist
More (-, im(G#)) = lim More (-, GH) = lim Morc: (F-, H) =
More: (7-, lim(#)) = More (-, G (lim(#))),

also @(g%) = g(@(%)) als darstellende Objekte. Der Beweis fiir den
linksadjungierten Funktor erfolgt analog. O



KAPITEL VI

Algebraische Gruppen und Hopf Algebren

Es gibt zwei verschiedene Mé&glichkeiten, den Begriff einer Gruppe G in ei-
ner beliebigen Kategorie C zu definieren. Die eine Moglichkeit ist zu fordern,
daB die Menge Mor¢ (X, GG) fiir alle X € C eine Gruppe wird und dies funk-
toriell (d.h. natiirlich) in X. Die zweite Moglichkeit ist, eine Multiplikation
Vg : G x G — G und analog neutrales Element und Inversenbildung zu
definieren, die kommutative Diagramme fiir die Assoziativitit etc. bilden.
Zu der letzteren Definition benétigt man die Existenz gewisser Produkte in
der Kategorie C, sie ist also enger als die erste Definition. Besitzt C jedoch
Produkte und Endobjekt, so sind beide Definitionen dquivalent. Das werden
wir in diesem Abschnitt zeigen und ausnutzen.

LEMMA 6.1. 1) In der Kategorie der kommutativen Algebren ist das Ten-
sorprodukt von Algebren das Koprodukt.

2) In der Kategorie der kokommutativen Koalgebren ist das Tensorprodukt
von Koalgebren das Produkt.

BEWEIs. 1) Seien A und B kommutative K-Algebren. Dann ist A @ B
wieder eine kommutative Algebra mit der Multiplikation

Vaigp : AoBoA®B '8 A0 A9 BB ™S Aw B.

Weiter sind die linearen Abbildungen ¢4 (=14 @n: AZ AQK — A B
bzw.tp =n®1lp: B2ZK® B — A ® B Algebren Homomorphismen.

43
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Seien nun eine weitere kommutative Algebra C' und Algebren Homomor-
phismen f4 : A — C' und fp : B — (' gegeben. Wir wollen zeigen, daf}
es einen eindeutig bestimmten Algebren Homomorphismus f : AQ B — C'
so gibt, daf} das Diagramm

A _ta A® B B B
|
\ f B
}
C
kommutiert.

Dazusel f .= Ve(fa®@ fp) : A®B — C®C — C, also fla®b) =
fa(a)fp(b). Dieses ist ein Algebren Homomorphismus, weil in einer komm-
mutativen Algebra C' die Multiplikation V : €' ®@ ' — C' ein Algebren
Homomorphismus ist. Das Diagramm

CoCeCec—2 . cococec % cacC
vev v

cCeC v C

kommutiert ndmlich. AuBlerdem erhilt V die Eins der Algebra.

Es gelten nun fea(a) = f(1a®n)(a) = fa®l) = V(fala)@fB(1)) = fala)
und fitp = fp. Sei ein weiterer Algebren Homomorphismus g : A@ B — C
mit geqa = fa und gep = fp gegeben. Dannist g(a®b) = g((a®1)(1®b)) =
g(e(a)e(b)) = ge(a)ge(b) = fala)fp(b) = fla ®b), also f = ¢g. Damit ist
nachgewiesen, dafi (A ® B, (¢ta,¢p)) ein Koprodukt von A und B in der
Kategorie K- Alg, der kommutativen IK-Algebren ist.

2) Der Beweis fiir Koalgebren verlauft im Prinzip dual, 148t sich aber nicht
direkt aus dem vorhergehenden Teil durch Dualisieren erhalten, weil wir mit
Elementen gerechnet haben.

Seien also ' und D kokommutative K-Koalgebren. Dann ist C'® D wieder
eine kokommutative Koalgebra mit der Komultiplikation

Acop:CoD2 ceocopeoD'YS coDeCeD.

Weiter sind die linearen Abbildungen n¢ :=1l¢®e: C®D — CK=C
bzw. 7p == ec®1p : C® D — K& D = D Koalgebren Homomorphismen.
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Seien nun eine weitere kokommutative Koalgebra A und Koalgebren Ho-
momorphismen fo : A — C und fp : A — D gegeben. Wir wollen
zeigen, dafl es einen eindeutig bestimmten Koalgebren Homomorphismus
f+A— C® D so gibt, dall das Diagramm

A

N
'

C’<LC®D£>D

kommutiert.

Dazu sei f := (fe @ fp)Aa : A — A® A — C @ D. Dieses ist ein
Koalgebren Homomorphismus, weil in einer kokommmutativen Koalgebra
A die Komultiplikation A4 : A — A® A ein Koalgebren Homomorphismus
ist. Das Diagramm

A A A A
A ARA

AQA2E5 Ao A AA—2"% L Ao A0 AR A

kommutiert ndmlich. Aulerdem erhalt A die Koeins der Koalgebra

A < K
ARA—5—KQK

Es gelten nun ¢ f = (¢ @ ep)(fe @ fp)As = (fe @ epfp)Aa = (fe @
ea)As = (fe@1x)(1a®ca)Aa = fe. Sei ein weiterer Algebren Homomor-
phismus g : A — C' ® D mit m7¢g = fc und 7pg = fp gegeben. Da das
Diagramm
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CoD-29%, cocoDoD—2C2%e | copeCeD
1c®e®e®1p rc®pp
! le@r®l
16®1p COKQK®D < = CoKoK®D
Y

C®D

kommutiert, ist ¢ = (pc@pp)(lc@T@1p)(Ac®@Ap)g = (pc®pp)Aceypg =
(pc©pp)(9@9)A4 = (Pcg©ppg)As = (fc © fp)As = f. Damit ist nach-
gewiesen, dafl (C® D, (r¢, mp)) ein Produkt von C'und D in der Kategorie
K- Koalg, der kokommutativen Koalgebren ist. [

Der Beweis zeigt, daf es giinstiger ist, Beweise wenn moglich elementfrei nur
durch Riickgriff auf Morphismen zu fiihren, da sie dann eine Dualisierung
zulassen. Der zweite Teil des oben gegebenen Beweises liefie sich tatséchlich
dualisieren, um auch den ersten Teil des Beweises zu geben. Dazu miifiten
wir jedoch den Begriff eines Tensorprodukts in einer beliebigen Kategorie
einfithren. Das wird spater geschehen.

Wir formulieren ein weiteres Lemma ohne den trivialen Beweis.

LEMMA 6.2. 1) In der Kategorie der kommutativen Algebren ist K ein An-
fangsobjekt.
2) In der Kategorie der kokommutativen Koalgebren ist K ein Endobjekt.

DEFINITION 6.3. Ein Objekt G in einer Kategorie C zusammen mit ei-
ner (kontravarianten) Faktorisierung G : C — Gr des darstellbaren kon-
travarianten Funktors Mor¢(-,G) : ¢ — Me durch den Vergififunktor
V : Gr —> Me von der Kategorie der Gruppen in die Kategorie der Mengen
More (-, G) = VG heifit eine Gruppe in der Kategorie C.

Ein Objekt G in einer Kategorie C zusammen mit einer (kovarianten) Fakto-
risierung G : C — Gr des darstellbaren kovarianten Funktors More (G, -) :
C — Me durch den Vergiifunktor V : Gr — Me von der Kategorie der
Gruppen in die Kategorie der Mengen More (G, -) = VG heifit eine Kogruppe
in der Kategorie C.

UBUNG 6.4. 1) Zeigen Sie, dafl Gruppen in der Kategorie der Mengen genau
die abstrakten Gruppen sind.
2) Finden Sie alle Kogruppen in der Kategorie der Mengen.
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Im folgenden Satz verwenden wir die Morphismen A : X — X x X in
ein Produkt in einer Kategorie C definiert durch die Komponenten 1x :
X — X und 1x : X — X und den eindeutig bestimmten Morphismus
€ : X — FE in ein Endobjekt einer Kategorie.

SATZ 6.5. Sei C eine Kategorie mit Produkten (und FEndobjekt E). Sei G ein
Objekt in C. Es gibt eine Bijektion zwischen den Faktorisierungen G : C —
Gr, so daff (G, G) eine Gruppe in C wird, und den Tripeln von Morphismen
mn C:

V:GxG—G, n:F—0G, s:G—d,

so daf die folgenden Diagramme kommutieren
VXlG

GxGExG G x G

1g><v v

GxG — G

ExG2G2GxE—Y axq

7 xid la v

GxG S G
G——>p—"1 G G——>p—"1 G
A IV Al v
GxG—22X9 L avG GxG—1 L axq.

BEWEIs. Mor¢ (-, ) 148t sich durch die Kategorie der Gruppen genau
dann faktorisieren, wenn fiir jedes X € C die Menge Morc(X, ) eine
Gruppe ist und fiir jeden Morphismus f : X — Y in C die Abbildung
More(f, G) : More (Y, G) — More (X, ) ein Gruppen Homomorphismus
ist. Damit haben wir insbesondere Abbildungen

Vx : More(X,G) x More(X, ) — More (X, G),
nx : {x} — Mor¢ (X, G)
sx : More (X, ) — More (X, G),

die die Gruppenaxiome erfiillen und mit den Abbildungen Mor¢(f, G) ver-
traglich sind:
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More (Y, G) x More(Y, G) vy More (Y, G)

More (f,G)xMore (f,G) lMorc(f,G)

More (X, G) x More (X, G)

g More (X, G)

{x} il More (Y, G)

l lMorc(f,G)

{x} 7 More (X, G)

More (Y, G) £ More (Y, G)
More (f,Q) l l More (£,G)
More (X, G) - More (X, G).

Da darstellbare kovariante Funktoren Produkte (und Endobjekte) erhalten,
haben wir insbesondere natiirliche Transformationen Morg (X, G x G) =
More (X, G) x Mor¢(X,G) — More(X,G) und More(X, F) = {x} —
More (X, ), die zusammen mit s nach dem Yoneda Lemma Morphismen
Vg : GxG— G, ng: F— G und sg : G — G induzieren. Die Dia-
gramme fiir die Gruppenaxiome der Funktoren Mor¢ (-, G x G), Mor¢(-, G)
und Mor¢(-, F) induzieren nach dem Yoneda Lemma kommutative Dia-
gramme wie im Satz und umgekehrt. O

SATZ 6.6. Die Gruppen in K- Koalg, sind genau die kokommutativen Hopf-
Algebren. Die Kogruppen in K- Alg,. sind genau die kommutativen Hopf-
Algebren.

BEwEIs. Nach Lemma 6.1 und 6.2 gibt es in K- Koalg, Produkte und ein
Endobjekt. Gruppen kénnen daher durch die Morphismen und Diagramme
aus dem vorangehenden Satz beschrieben werden. Dabei sind die Produkte
durch Tensorprodukte zu ersetzen. Analoges gilt fiir die duale Kategorie von

K- Alg,. O

Mit diesem Satz st zweierlei ausgesagt. Erstens definiert jede kommutative
Hopf Algebra H einen Funktor K- Alg (H,-) : K- Alg, — Me, der durch
die Kategorie der Gruppen faktorisierbar ist, oder wie wir kurz schreiben
einen Funktor K- Alg, (H,-) : K- Alg, — Gr. Zweitens wird jeder darstell-
bare Funktor K- Alg,(H,-) : K- Alg, — Me, der durch die Kategorie der
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Gruppen faktorisierbar ist, von einer Hopf Algebra H dargestellt. Analoges
gilt fiir die Kategorie der kokommutativen Koalgebren.

DEFINITION 6.7. 1) Die durch kommutative (endlich erzeugte) Hopf Alge-
bren dargestellten kovarianten Funktoren von K- Alg,. in die Kategorie der
Gruppen heiflen affine algebraische Gruppen.

2) Die durch kokommutative Hopf Algebren dargestellten kontravarianten
Funktoren von K- Koalg, in die Kategorie der Gruppen heiflen formale
Gruppen.

BEISPIEL 6.8. 1) Die affine algebraische Gruppe, genannt additive Gruppe,
G K- Alg, — Ab

mit G4(A) := AT aus Lemma 3.1 wird durch die Hopf Algebra K[z] darge-
stellt. Wir bestimmen dazu die Komultiplikation, Koeinheit und Antipode.
Die Komultiplikation entsteht mit dem Yoneda Lemma aus der Multipli-
kation K- Alg, (K[z] @ K[z], A) = K- Alg (K[z], A) x K- Alg, (K[z], A) =
Ax A — A=K Alg (Kx], A) durch Auswertung auf A = K[z] @ K[z]
und Anwendung auf die Identitdt. Wir erhalten lgpmex] — (t1,t2) —
(rol1®z)»r@1+1® 2= Agp), also ist Agpy) : Klx] — Kz] © Klz]
durch Agpp)(#) =2 ® 1+ 1® « definiert.
Die Koeinheit ergibt sich aus K- Alg, (K, A) = {x} — A = K- Alg(K[z], A)
mit A = K durch 1g — * = 0 — eg[p]. Also ist expy)(x) = 0.
Die Antipode entsteht aus K- Alg, (K[z], A) =2 A — A = K- Alg (K[z], A)
durch A = K[z] und 1g[y) = ¢ — —2 — Sky), also Sge(z) = —2.
2) Der Funktor

M K- Alg, — Ab,

der jeder kommutativen Algebra A die additive Gruppe der Matrizenalgebra
M, (A) zuordnet, wird durch die kommutative Algebra Klz;;|1 < 4,j < n]
dargestellt (vgl. 3.5). Diese Algebra muf eine Hopf Algebra sein.

Die Komultiplikation ist mit dem Yoneda Lemma aus der Multiplikation
(Addition von Matrizen) K- Alg, (Klz;;] @ Klz;;], A) 2 K- Alg, (K[z;;], A) x
K- Alg, (Klz;;], A) = My (A4) x M,(A) — M,(4) = K Alg (Klz;;], A) zu
erhalten. Durch Auswertung auf A = Klz;;] ® K[x;;] und Anwendung auf
die Identitit erhalten wir g, joK[e.] — (¢1,22) = ((2i5) @ 1,1 @ (255)) —
(l‘ij ® 1) + (1 ® l‘ij) — A]K[x,j]~ Also 1st AK[x,j] : K[l‘”] — K[l‘”] ® K[l‘”]
durch Agpy, 1(25;) = 2i; © 1 + 1 ®@ x5 definiert.

7
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Die Koeinheit ergibt sich als e[, j(xi;) = 0. Die Antipode ist Sk [, ;)(%i;) =
—&ij.

3) Der Matrizenring M, (A) besitzt auch eine nicht-kommutative Multipli-
kation, mit der ein Monoid definiert wird

M K- Alg, — Mon.

Daher wird K[x;;] mit einer weiteren Komultiplikation auch zu einer Bial-
gebra (die Antipode fehlt natiirlich).

Diese weitere Komultiplikation entsteht aus Iy, jox[e,,] — (t1,02) =
((zij) © L1® (235)) = (23 @ 1) - (L@ i) = (o ik © Tj) = Axfe,)-
Also ist

Axle, (i) = Z Tij @ Tjp.
j=1

Die Koeinheit ist eg [y, (®ij) = dij-

4) Sei K ein Korper der Charakteristik p. Die Algebra H = K[z]/(2F) tragt
die Struktur einer Hopf Algebra durch A(z) =2z ® 1+ 1® #, () = 0 und
S(z) = —z. Um zu zeigen, daf A wohldefiniert ist, miissen wir A(z)? = 0
nachweisen. Das ist aber klar wegen der Potenzrechenregeln in Charakteri-
stik pr (z@14+1@z) =21+ 1@ 2P =0.

Die Algebra H stellt somit eine affine algebraische Gruppe dar:

ap(A) =K Alg (H, A) = {a € Ala® =0}.

Die Gruppenmultiplikation ist die Addition der p-nilpotenten Elemente. So
haben wir die Gruppe der p-nilpotenten Elemente erhalten.

5) Die Algebra H = Klz]/(z" — 1) ist eine Hopf Algebra durch die Ko-
multiplikation A(x) = # ® », die Koeinheit £(z) = 1 und die Antipo-
de S(z) = 2”71, Die Abbildungen sind wohldefiniert, weil z.B. A(z)? =
(zx) =2 @2 =11 gilt.

Die durch die Hopf Algebra H dargestellte affine algebraische Gruppe ist

pn(A) =K-Alg. (H, A) = {a € Ala" = 1},

also die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Die Gruppen Multiplikation ist
die gewthnliche Multiplikation von Einheitswurzeln.

UBuNG 6.9. a) Beschreiben Sie die Hopf Algebra zur multiplikativen Grup-
pe Gy, (3.3).
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b) Die Konstruktion der allgemeinen linearen Gruppe
GL,(A) ={(a;;) € M,(A)|(a;;) invertierbar}

definiert eine affine algebraische Gruppe. Beschreiben Sie die zugehdrige
Hopf Algebra.

c) Die spezielle lineare Gruppe SL, (A) ist ebenfalls eine affine algebraische
Gruppe. Welches ist die zugehorige Hopf Algebra?

d)* Der Einheitskreis S*(R) trigt durch die Winkeladdition eine Gruppen-
struktur. Kénnen Sie S* mit der affinen Algebra K]c, s]/(c* +5? —1) zu einer
affinen algebraischen Gruppe machen? (Hinweis: Wie kann man zwei Punk-
te (x1,y1) und (z2,y2) auf der Kreislinie addieren, so dafl sich die Addition
der zugehdrigen Winkel ergibt?)



KAPITEL VII

Nichtkommutative RAume und Quantengruppen

Jetzt endlich kommen wir zu den nichtkommutativen geometrischen Raum-
en und ihren Funktionenalgebren. Vieles, was wir in den Grundbegriffen der
kommutativen algebraischen Geometrie gemacht haben, 148t sich mit leich-
ter Modifikation auch hier noch verwenden. Die Hilfsmittel sind jetzt auch
stark genug, um Monoide, die auf nichtkommutativen geometrischen Raum-
en operieren, zu studieren. Damit wir der Begriff der Symmetrie fiir solche
Réaume eingefiihrt. Genauer liegen die Symmetrien in Quantengruppen, die
wir jedoch hier nur streifen kénnen.

DEFINITION 7.1. Sei A eine (nicht notwendig kommutative) Algebra. Dann
heifit der durch A dargestellte Funktor X = K- Alg(A4,-) : K- Alg —
Me ein affines nichtkommutatives Schema, ein (affiner) nichtkommutativer
Raum oder ein Quantenraum. Die Elemente von K- Alg(A, B) heiflen B-
Punkte von X'. Ein Morphismus von nichtkommutativen Raumen f: A —
Y 1st eine natiirliche Transformation.

BEMERKUNG 7.2. Die nichtkommutativen Rdume bilden eine Kategorie Q R,
die zu der Kategorie der K-Algebren dual ist. Daher nennt man haufig auch
die Kategorie K- Alg” die Kategorie der nichtkommutativen Raume.

Ist A eine endlich erzeugte Algebra, so kann sie als Restklassenalgebra A =
K{z1,...,2n)/I einer Polynomalgebra in nicht-kommutierenden Variablen
(vgl. 6) dargestellt werden. Ist T = (p1(®1,...,Zn), .., Pm(21, ..., Zn))
das von den Polynomen p1, ..., p, erzeugte zweiseitige Ideal, so kdénnen
die Mengen K- Alg(A, B) als Nullstellen-Mannigfaltigkeiten in B” aufgefaft

52
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werden. Es ist ndmlich K- Alg(K(z1,... ,2,), B) =2 Abb({x1,... ,2,}, B) =
B™ und K- Alg(A, B) kann als die Menge derjenigen Algebrenhomomorphis-
men von K(x1,...,#,) nach B aufgefafit werden, die auf den Polynomen
P1,- -, Pm verschwinden und damit auch auf ganz I verschwinden, als als
die Nullstellen dieser Polynome im B™.

Ebenso wie in Satz 4.13 zeigt man, da auch im nicht-kommutativen Fall
die Morphismen zwischen nichtkommutativen Radumen durch Familien von
Polynomen beschrieben werden.

Auch Satz 4.10 iiber die Operation der affinen Algebra A = O(X) auf X
als Funktionenalgebra kann unmittelbar auf den nicht-kommutativen Fall
tibertragen werden: die in B natiirliche Transformation ¢/(B) : AxX(B) —
Bist durch ¢(B)(a, f) := f(a) gegeben und kommt von dem Isomorphismus
A = Nat(X,V).

Wir holen jetzt eine Aussage iiber die Funktionen Algebra A nach, die wir
im kommutativen Fall nicht bewiesen haben, die dort aber ebenfalls gilt.

LEMMA 7.3. Sei D eine Algebra und ¢ : D x X(-) — V(-) eine natiirliche
Transformation. Dann gibt es genau einen Algebren Homomorphismus f :
D — A, so daf das Diagram

D x X(B)

kommutiert.

BEWEIS. Die natiirliche Transformation ¢ : D x X — V induziert eine
eindeutig bestimmte Abbildung f : D — Nat(X',V) = A mit ¢(B)(d, g) =
F(d)(B)(g) = ¥(B)(f(d),g) =¥(B)(f x 1)(g). O

DEFINITION 7.4. Der nichtkommutative Raum Aglo mit der Funktionenal-
gebra

O(A7) =Kz, y)/(xy — ¢ ye)
mit ¢ € K\ {0} heiit (deformierte) Quanten-Ebene. Der nichtkommutative

Raum ASIZ mit der Funktionenalgebra

O(AY2) = K(€, )/ (€2, 0%, € + qné)
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heifit duale (deformierte) Quanten-Ebene. Es ist
x _
A0 = { <y) o,y € Ajzy =g 1yx}

A4 ={(&, n)]eneAe=0,9"=0,n=—qe}.

DEFINITION 7.5. Se1 X ein nichtkommutativer Raum mit der Funktionen-
algebra A und sei A. die Einschriankung des Funktors A" : K- Alg — Me
auf die Kategorie der kommutativen Algebren: &, : K- Alg, — Me. Dann
heifit X. der kommutative Anteil des nichtkommutativen Raumes X'.

und

LEMMA 7.6. Der kommutative Anteil X, eines nichtkommutativen Raumes
st emn affines Schema.

BEwEIs. Der Vergififunktor ¥V : K- Alg, — K- Alg besitzt den links-
adjungierten Funktor K- Alg 5 A — A/[A, A] € K- Alg, wobei [A, A] das
zweiseitige Ideal von A ist, das von den Elementen ab—ba aufgespannt wird.
Zu jedem Algebren Homomorphismus f : A — B in eine kommutative Al-
gebra B gibt es namlich genau eine Faktorisierung durch A/[A, A], weil f
auf den Elementen ab — ba verschwindet.

Wenn also A = O(X) die Funktionenalgebra von X ist, dann ist A/[A, A]
die darstellende Algebra fiir X.. O

BEMERKUNG 7.7. Die Rdume X und A, haben in kommutativen (Koeffi-
zienten-) Algebren B dieselben Punkte: X' (B) = X,(B), sie unterscheiden
sich nur in nicht-kommutativen Koeffizienten-Bereichen. Insbesondere be-
sitzt die Quantenebene Aélo mit ¢ # 1 in kommutativen Kérpern B als
Koeffizientenbereich nur B-Punkte auf den Achsen, denn K(z,y)/(zy —
g lyx, xy—yx) = k[r,y]/(zy) definiert nur Punkte (b1, bs) in B?, bei denen
mindestens ein Faktor Null ist.

Zur Rolle der nicht-kommutativen Hopf Algebren miissen wir das Tensor-
produkt in K- Alg besser verstehen.

DEFINITION 7.8. Seien A = O(X) und A’ = O(Y) Funktionenalgebren der
nichtkommutativen Rdume X’ bzw. Y. Zwei B-Punkte p : A — B in X (B)
und p’ : A* — B in Y(B) heiflen kommutierend, wenn fiir alle « € A und
alle a’ € A’ gilt

pa)p’(a') = p'(a’)p(a),
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d.h. wenn wenn die Bilder der Homomorphismen p und p’ kommutieren.

BEMERKUNG 7.9. Es geniigt zu iiberpriifen, dal die Bilder der Algebra
Erzeugenden p(#1),...,p(#m) mit den Bildern der Algebra Erzeugenden
P (1), .. ,0 (yn) bei der Multiplikation kommutieren, um zu zeigen, daf|
die Punkte p und p’ kommutieren, also daf fiir die B-Punkte (b1, ... ,bp) €
X(B) und (b},...,0)) € Y(B) gilt:

bib} = b}bi.
DEFINITION 7.10. Der Funktor
(X LY)(B) = {(p.1') € X(B) x Y(B)|p, f kommuutieren)
heifit orthogonales Produkt der nichtkommutativen Raume X und ).

BEMERKUNG 7.11. Tatsdchlich ist X' L Y wieder ein Funktor, weil Homo-
morphismen f : B — B’ kommutierende Punkte erhalten, denn sie sind
mit der Multiplikation vertrédglich. Damit 1st X L Y ein Unterfunktor von
X xY.

LEMMA 7.12. Wenn X und Y nichtkommutative Riume sind, dann ist auch
X L Y emn nichtkommutativer Raum mit der Funktionenalgebra
O LY)=0X)20()).

Wenn X und Y endlich erzeugte Funktionen Algebren besitzen, also alge-
braisch sind, dann gilt das auch fir X LY.

BEWEIs. Seien (p,p') € (X L Y)(B) ein Paar kommutierender Punkte.
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Algebren Homomorphismus A :
A® A" — B, so daf} das folgende Diagramm

A—L»A®A'<LA'
P h P’

B

kommutiert. Man definiere namlich h(a® a') := f(a)g(a’) und rechne damit
die erforderlichen Eigenschaften nach. Man beachte, dafl bei einem beliebi-
gen Algebren Homomorphismus h : A ® A’ — B die Bilder von Elementen
a® 1 und 1® o' kommutieren, weil sie schon in A ® A’ selbst kommutieren.
Damit ist aber

(¥ L YV)(B) 2K Alg(A® A, B).
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Wenn jetzt A von den Elementen aj,...,a;, und A’ von den Elementen
ay,...,a, als Algebren erzeugt werden, dann wird A® A’ von den Elementen
a; © 1 und 1® a} erzeugt. [I

SATZ 7.13. Set H eine Bialgebra mit zugeordnetem mnichtkommutativen
Raum X. Dann definieren die Komultiplikation und Koeinheit von H Ab-
bildungen

m: X L X —Xunde: B — X,

so daf} die Diagramme
mll

e N G Y ¢ X L1lXx
1J_ml lm
X L1lXx - X
und L
Elxsxy=2xylr—sx_1x
nlid 1w v
X 1lXx < X
kommutieren.

BEWEIS. Der Funktor F sei der durch K dargestellte Funktor, der jeder
Algebra A die einelementige Menge {¢ : K — A} zuordnet. Da die Funk-
toren X L X, X L Fund F L X durch A® A bzw. A Q@K = A bzw.
K® A =2 A dargestellt werden koénnen, ergeben sich die Diagramme mit
dem Yoneda Lemma unmittelbar aus der Definition einer Bialgebra. [

Ein dhnliches Resultat fiir Hopf Algebren ist nicht formulierbar, weil weder
die Antipode S einer Hopf Algebra H noch die Multiplikation V : H ®
H — H ein Algebren Homomorphismus ist. Im Gegensatz zu den affinen
algebraischen Gruppen sind also Hopf Algebren in der Kategorie K- Alg® =
@R keine Gruppen. Dennoch definiert man

DEFINITION 7.14. Ein durch eine Bialgebra B dargestellter Funktor auf der
Kategorie der K-Algebren heifit Quantenmonoid. Ein durch eine Hopf Alge-
bra H dargestellter Funktor auf der Kategorie der K-Algebren heifit Quan-
tengruppe.
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DEFINITION 7.15. Se1 A ein nichtkommutativer Raum und M ein Quanten-
monoid. Ein (natiirlicher) Morphismus p: M L X — X heifit Operation
von M auf X', wenn die Diagramme

MIMIY=h M1 x

und

kommutieren. Wir nennen dann A auch einen (nichtkommutativen) M-
Raum.

SATZ 7.16. Set X' ein nichtkommutativer Raum mit der Funktionen Algebra
A = O(X) und M ein Quantenmonoid mit der Funktionen Algebra B =
O(M). Dann sind fiir einen (natirlichen) Morphismus p - M L X — X
mit zugehorigem Algebren Homomorphismus f: A — B ® A dquivalent:
a) p definiert eine Operation von M auf X,
b) die folgenden Diagramme in K- Alg sind kommutativ

A B A

/ |asts

BOA——=BoBo A
A ! B®A
T e
A=K A

BEwEIS. Die Algebren Homomorphismen A ® 14, 1p ® f, € ® 14 etc.
stellen die natiirlichen Transformationen m L id, id L p, n L id etc. dar.
Also iibertragen sich die Diagramme einfach nach dem Yoneda Lemma. [

DEFINITION 7.17. Eine Algebra A zusammen mit einer Bialgebra B und
einem Algebren Homomorphismus, der zu kommutativen Diagrammen wie
im Satz fithrt, heifit eine B-Komodul Algebra.
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BEISPIEL 7.18. 1) Sei B =K{a,b,c,d)/I gegeben, so dafi I als zweiseitiges
Ideal durch die Elemente

ab—q~ba,ac— g tea,bd — ¢~ db, cd — ¢~ de,ad — da — (g7 — ¢)be, be — cb

erzeugt wird. Die Algebra B wird zu einer Bialgebra durch die Diagonale

a b a b a b
A(c d)_<c d)®<c d)’
d.h. durch Ale) =a@a+b@c, Ab)=a®b+b0d, Ale) =c®a+d®c
und A(d) =c@b+dod.
Diese merkwiirdige Multiplikation versteht man am besten durch Verwen-

dung der kommutierenden Punkte ¢y : B 5 b — b®1 € B® B und
ta: B3b—1®b& B® B und Bildung von deren Produkt

a b a b a®l bl 1®a 1®5b
(<c d) @b (e (c d))_ <c®1 d®1) ' <1®c 1®d)
_ <a®a+b®c a®b—|—b®d) _afr?
T \e®at+d®c c@b+dod) T e d
Dieses Produkt ist ein B® B-Punkt von Spec(B). Man muf} natiirlich nach-
rechnen, dafl die gegebene Definition der Abbildung A auf den Erzeugen-
den a, b, ¢, d mit den Relationen aus I vertraglich ist, daff also A(a)A(b) —
g TA(D)A(a) = 0 ete. in B @ B gilt. Dann ist A : B — B @ B wohldefi-
nierter Algebren Homomorphismus.
Weiter ist A koassoziativ, weil die Multiplikation assoziativ ist

a b a b a b
[((C d)®1®1)~(1®<c d)@l)]~(1®1®<c d))
a b a b a b
—(<C d)®1®1)~[(1®<c d)®1)'(1®1®<c d))].
1 . a b 1 0y ,. e 1 oo
Ahnlich zeigt man, daf ¢ (c ) = ( ) die Koeinheit fiir die Bialgebra

d 0 1
B ist.
Damit definiert B ein Quantenmonoid M, (2) mit

M = { (

die deformierte Version von M, dem multiplikativen Monoid der 2 x 2-
Matrizen.

U

y f)|u,x,y,z€A’;ux:q_lxu,...,xy:yx},
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2) Sei A = K(z,y)/(xy — ¢~ 'yx) die Funktionen Algebra der Quantenebene
AS'O. Nach Definition 7.4 ist

AP0 = { (2) o,y € A5 oy = q‘lyx} :

Die Menge

My (2)(A) = {(Z f) |u,x,y,z ceAur=q teu,...  2zy= yx}

operiert auf dieser Quantenebene durch Matrizenmultiplikation:

My (2)(A) L AZ0aY) 3 ((i Z) , (z)) s (f:‘ Z) : (";) e A2y,

Auch hier mufl nachgepriift werden, ob das Ergebnis die gewiinschten Glei-
chungen erfillt. Da wir eine Multiplikation von Matrizen vorliegen haben,
ist damit eine Operation im Sinne des vorhergehenden Satzes gegeben. Ins-
besondere ist dann A eine B-Komodul Algebra.

3) Sei A = K(&,n)/(€%, %, &n + qné) die Funktionen Algebra der dualen

Quantenebene Aglz. Nach Definition 7.4 ist

ANPANY = {(¢ n)|¢ne Aén=qtnt}.

Auch hierauf operiert B durch Matrizenmultiplikation

AB(AY) L M(2)(4') 3 (€ n>,(‘; fl)m(g 77).(6; Z)eAgw(Af).

Damit ist ein weiteres Beispiel einer B-Komodul Algebra A — A ® B
gegeben.

Welche Bewandtnis hat es jetzt mit den merkwiirdigen Relationen auf M (2)
auf sich? Wir werden spéter zeigen, dafi M,(2) die universelle Bialgebra ist,

die auf Aélo von links und auf Ag ? von rechts operiert, dies jedoch in der
Kategorie der sogenannten quadratischen Algebren. Hier zeigen wir einen
einfacheren Satz fiir endlich-dimensionale Algebren.

UBuNG 7.19. Bestimmen Sie die Q-Punkte der Quantenebene AZIO’ wobel
@ die R-Algebra der Quaternionen sei.
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SATZ 7.20. (TAMBARA) Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Dann
gibt es eine Algebra M (A) und einen Algebren Homomorphismus § : A —
M(A)® A, so daf fir jede Algebra B und jeden Algebren Homomorphismus
f:A— B® A genau ein Algebren Homomorphismus g : M(A) — B so
existiert, daff das Diagramm

A d M(A)® A

B®A

kommutiert.

BEwWEIS. Wir geben die Algebra explizit an. Zunéichst stellen wir fest,
da A* = Homy(A,K) nach Ubung 1.13 eine Koalgebra mit den Struk-
turmorphismen A : A* — (A ® A)* = A* ® A* ist. Die duale Basis sei
St a;@at € A@ A*. Sei jetzt T(A @ A*) die Tensor Algebra iiber dem
Vektorraum A ® A*. In ihr betrachten wir Elemente

ryR(EAR A",
tQYQAL) EARARAT @A Z AR A* @ A A%,

1e(e A AT
(1) e K
Die Elemente
(8) ry @ -2y A()
und
(9) 1@¢—<¢(1)

erzeugen ein zweiseitiges Ideal T € T(A ® A*). Wir definieren jetzt
M(A) =T(A® A")/I

und die Kooperation § : A 3a — > (a®@a')@a; € T(A® A*)/I @ A.
Diese lineare Abbildung ist wohldefiniert.

Um zu zeigen, dafl dies ein Algebren Homomorphismus ist, werden wir
zunéchst die Multiplikation auf A beschreiben durch a;a; = >, ozfj ag. Dann
ist die Komultiplikation auf A* gegeben durch A(a*) = Iy ozfjfli ® al,
denn es ist (A(a*),q; @ an) = (@, qam) = >, a{m(c’lk,ar) = ozfm =
Zij afj(éi, a)) (@, am) = (Z” ozfjéi @@, a4 @ ay). Weiter sei 1 =Y fFay.
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Dann ist ¢(@’) = 3%, denn es ist (a’) = (a’, 1) = Zj B (at, a;) = #°. Damit
ergibt sich 6(a)d(b) = (Z? 1(a0a)@a;)- (35, (b0 @) @a;) = 3,;(a@b@
¢ oa)oaia; =30 0i(a0bed ©d)oa, =3, (a0bo Aa")) ©ay, =
Sop(abeay@ay = (5(ab) Weiter ist (1) = 5. (1oa')@a; = >, a'(1)®a; =
I®) ,a'(1)a; =1® 1. Damit ist ¢ ein Algebren Homomorphismus.

Wir miissen jetzt zeigen, dafl zu jedem f genau ein g gehort. Zunéchst indu-
ziert f: A — B® A eindeutig bestimmte lineare Abbildungen f; : A — B
mit f(a) = ), fi(a) ® a;, weil die a; eine Basis bilden. Da f ein Algebren
Homomorphismus ist, erhalten wir aus ), fi(a)@ar = f(ab) = f(a)f(b) =
Zij(fi(a)®ai)(fj(b)®ay) Z” fila)f;(b)©@aia; = Zijk O‘?jfi(a)fj(b)(@ak

durch Koeffizientenvergleich
= alifila)f;(b)
ij

Weiter definieren wir g(a ® @) := (1 ® a)f(a) € B. Insbesondere gilt dann
glapa)=016 Eli)(zj fi(a) ® a;) = fi(a). Die Abbildung ¢ kann unmit-
telbar als Algebren Homomorphismus, ebenfalls mit g bezeichnet, auf die
Algebra T'(A @ A*) fortgesetzt werden. Fiir die Erzeugenden des Ideals er-
hglten wir g(ab®a® —'a®b®A(Elk)) = (1ed") Y, filab)©a —er” (1®
a')(fr(a)@a,) - (10a)(f:(b) @as) = fi(ab) = 32,5 of; fi(a) f;(b) = 0. Weiter
ist g(1e¢—¢(1)) = (19 F(1)~¢(1) = (180)(151)-(1) = 1¢(1)~¢(1) = 0.
Damit verschwindet g auf dem Ideal T und 148t sich durch M (A4) = T(A)/T
faktorisieren. Mit dieser Abbildung, ebenfalls mit ¢ bezeichnet, kommu-
tiert des Diagramm, denn (¢ ® 14)d(a) = (9 ® 14)(>_;(a ® Eli) ® a;) =
Yu(l@a')fla)®@ai =32, fila)(@, a) ©® a; = 32, fila) © a; = f(a).

Es bleibt die Eindeutigkeit von g zu zeigen. Gelte also (h ® 14)8 = f.
Dann ist ) . h(a ® @) @ a; = (h® 14)8(a) = f(a) = > Jila) @ a;, also
h(a®a') = fi(a) = gla®a’),dh.g=h. O

FOoLGERUNG 7.21. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra mit universel-
ler Algebra M(A) und § : A — M(A) ® A. Dann ist M(A) eine Bialgebra
und A durch § eine M(A)-Komodul Algebra.

Wenn auch B eine Bialgebra ist und f : A — B®A auf A eine B-Komodul
Algebra definiert, dann gibt es genau einen Bialgebren Homomorphismus
g : M(A) — B, so daf§ das folgende Diagramm kommutiert
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A d M(A)® A

B®A

BEwEIS. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm

A d M(A)® A

l JWA

M(A)® A M(A) @ M(A) @ A4,

Lara)®9

in dem der Morphismus A durch die universelle Eigenschaft von M (A)
beziiglich des Algebren Homomorphismus (137(4) ® d)d definiert ist. Insbe-
sondere ist A ein Algebren Homomorphismus. Weiter existiert ein eindeutig
bestimmter Algebren Homomorphismus ¢ : M (4) — K, so daf§

(A4 @
\ cola
HL®

o~

A

kommutiert.

Die Koalgebren Axiome ergeben sich aus den folgenden kommutativen Dia-
grammen

A d M(A) ®
3 i~
(4 @ S ()
AQly l Lnr(a)®8 AQlpra)®la u Ima)@A@1a

Lar(a)®1lara)®8

M(A) @

und
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A d M(A)® A
lé A®1Al
M(A) & A 202 L vrA) o M(A) @ A | Larcarota

Tar(a)®la Tar(a)®e®@la

MA) o A=MA) @Ke A

und
A d M(A)© A
| M(A) o A O hra) e M(A)© A

la@lA e®@lara)®la

A i M(A)®@ A=K o M(A) @ A.
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Aus diesen folgt namlich (A @ 1a7(a))A = (1ara) @ A)A, (1ar(a) @ €)A =
Iarcay und € @ (1a7(4))A = 1ar(a). Schlieflich ist A nach Definition von A

und ¢ eine M (A)-Komodul Algebra.

Sei nun aus durch f: A — B® A eine B-Komodul Algebra definiert. Dann
gibt es genau einen Algebren Homomorphismus g : M (A) — B, so daff das

Diagramm

A d M(A)® A

B®A

kommutiert. Aus dem folgenden Diagramm

AR1

A—L s MA@ A

Lara)®9
\ lg®1A lg@)g@u
Ap®la

B® A B®B®A
1BQf

folgt ((9@9)A®14
(9@ (g®14)0)6 =
(Ap®14)(g®1a)

M(A)® M(A) @ A

)6 =(909@14)(A®14)8 = (9©g@1a)(Lar(a)@0)6 =
(1@ (g@14)0)(g214)0 = (1@ f)f = (Ap@14)f =
d=(Apg®14)d, also (¢ ® g)A = Apg. Weiter folgt aus
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A d M(A)® A

N

B® A |<®1a

R 1Al

AZK® A

die Gleichung egg = £. Damit ist ¢ ein Bialgebren Homomorphismus. [

DEFINITION 7.22. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Die Bialgebra
M (A), die auf A universell kooperiert, heifit die Koendomorphismen Bial-
gebra von A.

UBUNG 7.23. a) Bestimmen Sie vollstandig die duale Koalgebra A* zu A :=
K(z)/(x?). (Hinweis: Bestimmen Sie eine Basis von A.)

b) Bestimmen Sie méglichst explizit die Koendomorphismen Bialgebra von
A aus dem Teil a) der Ubung. (Bestimmen Sie zunéchst eine Algebra Er-
zeugendenmenge fiir M (A). Geben Sie dann die Relationen an.)

¢) Bestimmen Sie vollstindig die duale Koalgebra A* zu A := K(z)/(2?).
d) Bestimmen Sie moglichst explizit die Koendomorphismen Bialgebra von
A aus dem Teil ¢) der Ubung.

e)* Bestimmen Sie vollstindig die duale Koalgebra A* zu A := Kz, y)/I,
wobei das Ideal I als zweiseitiges Ideal erzeugt werde durch die Polynome

xy —q lyz, 2?0

f)* Bestimmen Sie moglichst explizit die Koendomorphismen Bialgebra von
A aus dem Teil ¢) der Ubung.

h) Sei A eine endlich dimensionale K-Algebra mit universeller Bialgebra
A — B® A. Zeigen Sie,

i) dal auch AP — B © A°" universell ist (wobei A% die Multipli-
kation Vr: A®@ A — A® A — A tragt);
i) dafl A = A% impliziert B = B (als Bialgebren);
iil) daf fiir kommutative A gilt B = B daff B jedoch nicht notwendig
kommutativ ist.
iv) Geben Sie einen Isomorphismus B = B°P an fiir die Bialgebra B =

K{a,b)/(a®, ab+ ba). (Vgl. b))
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Lésungshinweise: 1/2) Die Bialgebra hat die Form B = K{a, b)/(a?, ab+ ba)
Amit Afa) =a@1+b®a, A(b) = b®bund £(a) = 0, £(b) = 1. Die
Kooperation ist d(z) =a®@ 1 + b ® =.

3/4) A hat die Basis 1, z, z%. Die duale Koalgebra hat die duale Basis ¢, ¢, (a
mit Ale) =e®@e, A(() =(@e+e@und A((2) =2 @e+(R(+e®(a.
Die universelle Bialgebra B = T(A® A*)/I etfiillt 6(z) = x@e@1+22( ®
r4+206Gor’=a®1+b®x+c®x?. Sie wird daher von den Elementen
a=z®e, b=2®(und ¢ = z ® (» erzeugt. Die Multiplikationstafel und
die Relationen ergeben sich aus

1®e=1,
lo(=10¢ =0,

?oe=(r@e)(z@e),
eol=eoxoe) +(x 6)( ® (),
?RG=(00)zod+ (@ @al)+(@a(re),

e ®
l=e30e=(220e)(z@e),
0=220(=(>a(x ®)+@2<M ®@¢)

0=0G="00)(z0e)+ (2?0 )(r o)+ (¢? @e)(r @ ()

und sind mit der Abkiirzung {u,v} := u?v + vvu + vu?

a’ =0,
{a,b} =0,
{a,ch+ {ba} =0,

Durch die Bedingung (1 ® 6)6 = (A ® 1)é erhilt man

Aldy)=a@1+b@a+c®a?,

A(b) =b®@ b+ c® (ba + ab),
Ale)=b@ec+c@b? 4+ c@ (ca+ ac),
g(a) =0,

g(b) =

g(e) =

5/6) A hat die Basis 1,2, y, zy. Die duale Basis von A* sei e,£,n,6. Die
Diagonal-Abbildung ist

(e)=e®e,
Alf)=¢@e+e®é,
A =n@etedn,
A(0) =

fRet+eb8+ERn+qn@E.
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Damit hat die Koendomorphismen Bialgebra die Algebren Erzeugenden a®(
mit a € {1,2,y,zy} und ¢ € {e,&,n,0}. Die Erzeugenden der Relationen
(von I) sind durch die Gleichungen 8 und 9 gegeben. Diese implizieren, daf
1 ® e das Einselement ist, daB 1 ® ¢ =1® n=1%® 6 = 0 und dall

ab@e=(a®e)(b®e),

ab@é=(a@&)(b®e)+ (a® 1)(b®E),

abon=(a@n)(bee)+ (a®1)(b2n),
ab@f=(a@0)(boe)+ (a@1)(b@0)+ (a@&)(b@n) +q(a@n)(be§).

Weiter sind fiir ab die Gleichungen in A zu beriicksichtigen.
Wenn wir definieren

a:=zr®e, b:=z®E c=zxeny d=z84,
e=y®e, [fi=y®E g=y@n, h=z0,

dann gelten §(z) =a @ 1+ b@ e+ c@y+d@aeyund §(y) =e@ 1+ f®
z+gQy+h®zy Also wird B von den a, ..., h als Algebra erzeugt. Die
Relationen sind dann

a? =e? =0,

ab+ba=ac+ca=cef+ fe =eg+ ge =0,

ad+da+bec+ qgeb=eh+ he+ fg+ qgf =0,

ae = qea,

af 4+ be = q(fa+ eb),

ag + ce = q(ga + ec),

ah — gha + de — qed + bg — ¢%gb + gcf — qfc = 0.

Weiter ist die Diagonale

Ala)=a®@14+b@a+c@e+dD ae,
by=b@b+c@ f+de (af + be),
J=b@c+e®g+d® (ag+ ce),

A(
Ale
Ald)=bod+c@h+d® (ah +de+bg+qtef) ete.



KAPITEL VIII

Monoidale Kategorien

Fiir weitere Untersuchungen ist es giinstig, eine verallgemeinerte Version des
Tensorproduktes zu kennen. Diese soll in diesem Kapitel eingefiihrt werden.
Sie ermoglicht es unter anderem auch, iiber den geeigneten Begriff einer
Darstellung zu sprechen.

DeFINITION 8.1. Eine monoidale Kategorie (oder Tensor-Kategorie)
besteht aus

einer Kategorie C,

einem Funktor @ : C x C —> C, genannt Tensor Produkt,

einem Objekt I € C, genannt Finheit,

natiirlichen Isomorphismen

a(A,B,C): (A@B)oC — A® (Bo(0),
MA) [0 A — A,
p(A) AT — A,

genannt Assoziativitdt, Links-FEinheit und Rechts-Einheit, so dal folgende
Diagramme, genannt Kohdrenzdiagramme oder Constraints, kommutieren:

((A®B)®C)®DM(A®(B®C))®DM>A®((B®C)®D)

«(A®B,C,D) 1@a(B,C,D)
«(A,B,C®D)

(A®B)® (C® D) A®(Be (C® D))

67
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Aol oB—LLB) | 4q(Ie B)
p(a)e] ‘/®A<B>
A©B

Eine monoidale Kategorie heifit strikt, wenn die Morphismen a, A, p Iden-
titdten sind.

BEMERKUNG 8.2. Wir definieren 41 ®...0 A4, = (... (410 42)®... )0 A,.
Der Koharenzsatz von MacLane besagt, daf§ alle Diagramme, deren Mor-
phismen unter Verwendung von «, A, p, Identitdten, Inversen, Tensorpro-
dukten und Verkniipfungen gebildet sind, kommutieren. Wir werden diesen
Satz nicht beweisen. Aus ihm folgt, dafl jede monoidale Kategorie ersetzt
werden kann (monoidal dquivalent ist) durch eine strikte monoidale Kate-
gorie, dafl heifit, dafl man in Diagrammen die Morphismen «, A, p fortlas-
sen kann, d.h. durch Identitdten ersetzen kann. Insbesondere gibt es auf
A1 ®...® A, nur einen mit den Kohirenzmorphismen gebideten Automor-
phismus, ndmlich die Identitat.

BEMERKUNG 8.3. Zu jeder monoidalen Kategorie C kann man eine dazu
symmetrische monoidale Kategorie C*Y™™ bilden, die als Kategorie mit
C tibereinstimmt, die das Tensorprodukt AKX B := B ® A hat und die
Koharenzmorphismen

o(C,B,A)"" : (ARB)RC — AR (BR (),
p(A):TRA— A,
AA)  ART — A

Dann sind wiederum die Kohirenzdiagramme kommutativ. Damit wird
C*¥™™ eine monoidale Kategorie.

BEISPIEL 8.4. a) Sei R ein beliebiger Ring. Die Kategorie g Mp der R-R-
Bimoduln mit dem Tensorprodukt M ®g N ist eine monoidale Kategorie.
Insbesondere bilden die K-Moduln eine monoidale Kategorie.

b) Sei B eine Bialgebra und Mp die Kategorie der B-Rechts-Moduln. Wir
definieren auf dem Tensorprodukt M @ N = M ®g N die Struktur eines
B-Rechts-Moduls durch

MoN@B ™MENOL yroNeBoB MO8 MmeoBoNeoB ™Y MaN.

Man verifiziert leicht, dafi dieses eine Modulstruktur ergibt und dafl damit
M p eine monoidale Kategorie wird.
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c) Sei B eine Bialgebra und M?% die Kategorie der B-Rechts-Komoduln.
Wir definieren auf dem Tensorprodukt M @ N = M @k N die Struktur
eines B-Rechts-Komoduls durch

MoN MY yoBoNoB ™' yoNoBoB MON®Y MoNeB.

Man verifiziert leicht, daf dieses eine Komodulstruktur ergibt und dafi damit
MP eine monoidale Kategorie wird.

d) Sei GG ein Monoid. Ein Vektorraum V' zusammen mit einer Familie von
Untervektorrdumen (Vy|g € G) heiit G-graduiert, wenn gilt V = @gea V.
Seien V und W G-graduierte Vektorrdume. Eine lineare Abbildung f :
V — W heifit G-graduiert, wenn fiir alle g € G gilt f(V,) C W,.

Die G-graduierten Vektorrdume und linearen Abbildungen bilden die Kate-
gorie MY der G-graduierten Vektorrdume.

Auf MY ist eine monoidale Struktur durch das Tensorprodukt V @ W und
die Unterrdume (V @ W)y := 3 2cq Ve @ W1y = 304 kg nb=g Vo © Wh
definiert.

Die Kategorie M ist dquivalent zur Kategorie der KG-Komoduln M%¢
unter der folgenden Zuordnung. Einem G-graduierten Vektorraum V ordnet
man den KG-Komodul V' mit der Strukturabbildung § : V — V @ KG,|
d(v) := v @ g fiir alle v € V; und fiir alle ¢ € G zu. Ist umgekehrt V4 :
V — VRKG ein KG-Komodul, so ordnet man diesem den Vektorraum V/
mit den graduierten (homogenen) Komponenten V, := {v € V]d(v) = v®yg.
Man rechnet nach, dafl dieses eine Kategoriendquivalenz ist.

Da KG' eine Bialgebra ist, ist die Kategorie der KG-Komoduln nach Teil
b) eine monoidale Kategorie. Man rechnet nach, dafi bei der Aquivalenz
zwischen MY und M® Y Tensorprodukte in entsprechende Tensorprodukte
abgebildet werden, daB also eine monoidale Aquivalenz vorliegt.

e) Ein (Ketten-)Komplex von R-Moduln iber einem Ring R

M= (. 2 My 2 My 2 M)

besteht aus einer Familie von R-Moduln M; und einer Familie von Homo-
morphismen 8, : M, — M,,_1 mit 0,_10, = 0. (Dieser Ketten-Komplex
1st mit Ny indiziert. Man betrachtet auch Ketten-Komplexe, die mit Z in-
diziert sind.

Seien M und N zwei Ketten-Komplexe. Ein Homomorphismus f : M — N
von Ketten-Kompleren besteht aus einer Familie von Homomorphismen von
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R-Moduln f, : M, — N,, so daB gelten f,0n,41 = On41fns1 fiir alle
n € Ny.

Die Ketten-Komplexe von R-Moduln mit diesen Homomorphismen bilden
die Kategorie Komp-R der Ketten-Komplexe.

Die Bialgebra aus Ubung 7.23 2) ist B = K(x,y)/I, wobei I erzeugt wird
von z? 2y + yz. Die Diagonale ist A(y) =y @y, A(z) =r®y+1® 2 und
die Koeinheit ist (y) = 1,¢(x) = 0.

Die Kategorie Komp-K der Ketten-Komplexe iiber K ist dquivalent zur
Kategorie der B-Komoduln M* unter der folgenden Zuordnung. Einem
Kettenkomplex M ordnet man den B-Komodul M = ®;enyM; zu mit der
Strukturabbildung 6 : M — M @ B, §(m) == Y. m @y + d;(m) @ zy'~*
fiir alle m € M; und fiir alle ¢ € N bzw. 6(m) := m @ 1 fiir m € M. Ist
umgekehrt M, : M — M ® B ein B-Komodul, so ordnet man diesem die
Vektorrdume M; := {m € M|3m’ € M[§(m) = m@y' +m'@zy'~!} und die
linearen Abbildungen 85+ My — M1 mit 9;(m) := m/ fiir §(m) = m®
y' 4+ m’ @xy' =" zu. Man rechnet nach, daB dieses eine Kategorieniquivalenz
ist.

UBuNG 8.5. 1) Beweisen Sie ausfiihrlich, dal M und M%< als monoidale
Kategorien dquivalent sind.

2) Beweisen Sie ausfiihrlich, da8 Komp-K und M? mit B wie im voraus-
gehenden Beispiel e) dquivalente Kategorien sind. Da M?® eine monoidale
Kategorie ist, iibertriagt sich das Tensorprodukt auch auf Komp-K. Wie
sieht dieses in Komp-B aus?

3) Ein Koketten-Komplex iiber K hat die Form

M = (My 2 My 25 My 25 )

mit 0;410; = 0. Zeigen Sie, dafl die Kategorie K-Kokomp der Koketten-
Komplexe dquivalent zu M ist, wobei B wie in Beispiel e) gewdhlt ist.

LEMMA 8.6. Die folgenden Diagramme kommutieren in einer monotdalen
Kategorie

I®A B—2+1® A®B A®B I 2+ A4A® B®I
®1B\\ /A@B A®E\‘ ’/1A®p
A®B A® B

und es ist A(I) = p(I).
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BEwEIs. Zunichst bemerken wir, dafl der Identitatsfunktor Ide und der
Funktor I ® - durch den natiirlichen Isomorphismus A isomorph sind. Ins-
besondere gilt daher / @ f =1 ® ¢ = f = ¢. In dem Diagramm

(oo A)o B Ieo(I®A)e B Ie(IeA)®B)

N@im@lMA)@l 1®<Afm>/

(I® Ao B & I®(A® B)
S |-
I®(A® B) L I®(A®B)
Ml@l) mo\\
(oo Ao B) o I o (Ao B))

kommutieren alle Teildiagramme, bis auf das rechte Trapez. Da die Mor-
phismen aber Isomorphismen sind, kommutiert auch das rechte Trapex, also
auch das behauptete Diagramm.

Die Kommutativitdt des zweiten Diagramms ergibt sich durch analoge

Schliisse.

Weiterhin kommutiert das folgende Diagramm

Ie(leo)~2—(Iohel —~Io(l)

AR

@\ )

Dabei kommutiert das linke Dreieck wegen der zuvor gezeigten Eigenschaft,
das rechte Dreieck ist durch Axiom gegeben. SchlieBlich kommutiert das
untere Quadrat, weil p eine natiirliche Transformation ist. Insbesondere ist
daher p(1® p) = p(1 @ A). Da p ein Isomorphismus ist und 7 ® - = Id¢ gilt,
folgt p=A. O

~

UBuNG 8.7. Fiir Morphismen f : I — M und g : [ — N in einer
monoidalen Kategorie C definieren wir (f®1: N — M@ N) = (f®
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Inp(H)~tund (1®@g: M — M@ N) := (1@ g)AI)~t. Zeigen Sie, daBl
das Diagramm

I ! M
91 ll®g
N———MaN

kommutiert.

DEFINITION 8.8. Seien (C,®) und (D, ®) monoidale Kategorien. Ein Funk-
tor

F:C—7D
zusammen mit einer natiirlichen Transformation
EM,N): FIM)® F(N) — F(M @ N)
und einem Morphismus
&o:Ip — Fle)

heifit schwach monoidal, wenn die folgenden Diagramme kommutieren:
(F(M)© F(N)) @ F(P) 2% F(M @ N) @ F(P) <+ F(M ® N)® P)

«a F(o)
F(M) @ (F(N) @ F(P)) -2+ F(M) @ F(N @ P) =~ F(M @ (N @ P))

[o F(M)2L2 7 (1) @ F(M) ——~ F(I o M)

F(M).
Wenn zusitzlich & und &; Isomorphismen sind, dann heiffit der Funktor
monoidal. Der Funktor heifit strikt monoidal, wenn & und &y Identitits-
Morphismen sind.
Eine natiirliche Transformation ¢ : F — F’ zwischen schwach monoidalen
Funktoren heifit monoidal, wenn die Diagramme
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F(I)
F(M)® F(N) : F(M © N) fV/
¢ l(@( I ¢
F'(M) @ F'(N) 7' (MaN) Q\\
F'(I)

kommutieren.

In monoidalen Kategorien kann man Begriffe wie Algebra und Koalgebra
verallgemeinern. Wir definieren dazu

DEFINITION 8.9. Sei C eine monoidale Kategorie. Eine Algebra oder ein Mo-
noidin C ist ein Objekt A zusammen mit einer Multiplikation V : A A —

A, die assoziativ ist:
id@Vv

AA®A A A
vl v
A®A < A
und einem Einselement 7 : [ — A, fiir das kommutiert
ToAzA= Al 2w 404
n®id id v
A®A v A

Seien A und B Algebren in C. Ein Algebren-Morphismus f : A — B ist
ein Morphismus in C, so dal kommutieren:

Ao A e/ B B
VA VB
A 7 B
und
I
nA nB
4— B
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BEMERKUNG 8.10. Offenbar ist die Komposition von zwei Algebren-Mor-
phismen wieder ein solcher. Ebenso ist der identische Morphismus ein Al-
gebren-Morphismus. Damit erhalten wir die Kategorie Alg(C) der Algebren
in C.

DeFINITION 8.11. Eine Koalgebra oder ein Komonoid in einer monoidalen
Kategorie C ist ein Objekt ' zusammen mit einer Komultiplikation A :
C — C® (), die koassoziativ ist:

C = CoC
A AQid
el TOA Celed
und einem Koeinselement ¢ : C' — I fiir das kommutiert
C = CocC
A id id @
el IeC=20=2C0®1.

e®i1d
Seien C' und D Koalgebren. Ein Koalgebren-Morphismus f : C' — D ist
ein Morphismus in C, so dal kommutieren:

c ! D

Ac AD

Ced

Tor DeD
und

c—L—Dp
1

BEMERKUNG 8.12. Offenbar ist die Komposition von zwei Koalgebren-Mor-

phismen wieder ein solcher. Ebenso ist der identische Morphismus ein Ko-

algebren-Morphismus. Damit erhalten wir die Kategorie Koalg(C) der Ko-
algebren in C.

BEMERKUNG 8.13. Die Begriffe der Bialgebra, Hopf-Algebra und Komodul-
Algebra kénnen wir nicht ohne weiteres verallgemeinern, da dazu auf dem
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Tensorprodukt von zwei Algebren wieder eine Multiplikation definiert sein
mufl, wozu eine Vertauschung der Tensor Faktoren bené&tigt wird. Solche
Vertauschungen sind unter dem Namen einer Symmetrie oder Quasisym-
metrie bekannt und werden in einem spéteren Kapitel besprochen.



KAPITEL IX

Duale Objekte

Die Existenz dualer Darstellungen bedeutet eine gewisse Endlichkeit von ge-
gebenen Darstellungen. Sie entspricht der Bildung dualer Vektorrdume von
endlich dimensionalen Vektorrdumen. Da wir nun ein allgemeineres Tensor-
produkt besitzen, miissen wir diesen Begriff im Rahmen des neuen Tensor-
produktes genauer untersuchen.

DEFINITION 9.1. Sei (C,®) eine monoidale Kategorie und M € C ein Ob-
jekt. Ein Objekt M* € C zusammen mit einem Morphismusev : M* oM —
I heifit ein Links-Dual fir M, wenn es einen Morphismusdb : I — M@ M*
in C so gibt, daf3

(M S Mo M oM ™SS M)=1y
(M* 2P M o M @ M* 28 M*) = 1.,

Eine monoidale Kategorie heifit links starr, wenn jedes Objekt M &€ C ein
Links-Dual besitzt.

Symmetrisch definieren wir wie folgt: ein Objekt *M € C zusammen mit
einem Morphismus ev : M ® *M — [ heifit ein Rechts-Dual fiir M, wenn
es einen Morphismus db : 7 — *M ® M in C so gibt, dafl

(M EP Mo *MoMEE M)y=1y
M ES Mo Mo M EY M) = 1.

76
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Eine monoidale Kategorie heifit rechts starr, wenn jedes Objekt M € C ein
Rechts-Dual besitzt.

BEMERKUNG 9.2. Wenn (M*, ev,db) ein Links-Dual zu M ist, dann ist
offenbar (M, ev,db) ein Rechts-Dual zu M*.

LEMMA 9.3. Sei (M*,ev,db) ein Links-Dual zu M. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus

Mor¢(-® M, -) = Morc¢(-,- @ M™),

d.h. der Funktor - @ M : C — C ist linksadjungiert zum Funktor - @ M* :
c—C.

BEwEIs. Wir geben die Einheit und die Koeinheit an. Dazu definieren
wir $(4) = 14, ®db: A — A® M ® M* und ¥(B) = lp ®ev :
B® M*® M — B. Offenbar sind dieses natiirliche Transformationen. Da

F®(A)= « $F(A)= .
AoM T onan AOMOM o M —5lerA® M) = liou
und
* ‘I’Q(B): * * Q\II(B): *Y
(B®M WB®M ®M®M WB@M)—lB@M*

gelten, ist das Lemma durch Folgerung 3.17 bewiesen.

Es gilt aber auch die Umkehrung. Wenn -® M linksadjungiert zu - ® M™ ist,
dann ergeben die Einheit ® einen Morphismus db := &(I) : I — M @ M*
und die Koeinheit ¥ einen Morphismus ev := ¥(]) : M* @ M — I mit
den gewiinschten Eigenschaften. O

FoLGERUNG 9.4. Wenn -@ M : C — C linksadjungiert zu -@ M* : C — C
ist, dann st M* ein Links-Dual zu M.

FoLGERUNG 9.5. Wenn M ewmn Links-Dual besitzt, dann ist dieses bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmdt.

BEWEIs. Seien (M*, ev,db) und (M!,db!,evl) Links-Duale zu M. Dann
sind die Funktoren - @ M* und - ® M' nach Lemma 3.13 isomorph. Insbe-
sondere gilt M* = @ M* = I@M'= M'. Wenn man die Konstruktion des
Isomorphismus genau verfolgt, so ergibt sich sogar, dal (ev' @1)(1 @ db) :
M' — M'®@ M ® M* — M* der gegebene Isomorphismus ist. []
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FOLGERUNG 9.6. Sei (M*,ev,db) ein Links-Dual zu M. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus

Mor¢(M* @ -, -) = Mor¢(-, M @ -),

d.h. der Funktor M* @ - : C — C st linksadjungiert zum Funktor M ® - :
c—C.

BEwEIs. Wir hatten bemerkt, dafi (M, ev,db) ein Rechts-Dual zu M*
1st. Dann 148t sich aber Lemma 9.3 unmittelbar anwenden. O

DEFINITION 9.7. Seien (M*, evyr,dbys) und (N* evy,dby) Links-Duale
von M bzw. N. Zu jedem Morphismus f : M — N definieren wir den
transponierten Morphismus

(f*:N* — M*) =
(N "2 N o Mo M7 S N o v e M TS .

Mit dieser Definition verhélt sich die Bildung von Links-Dualen wie ein
kontravarianter Funktor, denn es gilt

LEMMA 9.8. Zu M, N, P seien Links-Duale (M* evyr, dbar),
(N*,evn,dby) und (P*,evp,dbp) gegeben.

1) Es ist (1p1)* = 1.

2) Seien f: M — N und g : N —> P gegeben. Dann ist (gf)* = f*g*.

BEwEIs. 1) Esist (1y)* = (eval) (1@ 1@ 1)(1 ® db) = 1.
2) Das folgende Diagramm kommutiert:

M- N o N e M

lf ll®1®f
N —NOL o Nx g N 20,y
lg@)l@l g
PoN*@N—2 . p

Alsogilt gf = (1®evy) (9@ 1@ f)(dby ®1). Daher kommutiert das folgende
Diagramm:
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1®db 1®g®1
—_

P*

P N@N* ProP@N*
1®db 1@db

1@db ev®1
1®db ®1

\@g@ 1

1®gf®1 189818 f®1 ProPON* @M@ M* N*

. —TEfe1

ev®l 1®db
ev®1 ev@®l

Y
M* L@ev N* @ N @ M* <218 N+ o o M

|

UBuNG 9.9. a) Bestimmen Sie alle Objekte M, die ein Links-Dual besitzen,
in der Kategorie der N-graduierten Vektorrdume.

b) Bestimmen Sie alle Objekte M, die ein Links-Dual besitzen, in der Ka-
tegorie der Kettenkomplexe K-Komp.

c¢) Bestimmen Sie alle Objekte M, die ein Links-Dual besitzen, in der Ka-
tegorie der Kokettenkomplexe K-Kokomp.

d) Sei (M*,evdb) ein Links-Dual zu M. Zeigen Sie, dafidb: T — M @ M*
durch M, M* und ev eindeutig bestimmt ist. (Eindeutigkeit der dualen
Basis)

e) Sei (M*,evdb) ein Links-Dual zu M. Zeigen Sie, dafev: M* @M — T
durch M, M* und db eindeutig bestimmt ist.

FOoLGERUNG 9.10. Seien M, N mit Links-Dualen (M” evyr,dbar) und
(N* evn,dbn) und f : M — N gegeben. Dann kommutiert das folgen-
de Diwagramm

I by Mo M*
db fe1
N@N* ——— N @ M.

BEWEIs. Es ist (f@lM*)dbM = ((1N®eVN)(1N®1N*®f)(de ®1M)®
Ly+)dby = (In@evy @1+ )(IN@ 1IN+ @ f@ 1+ )(dby @1y @ 1pg+) dbpr =
(In @ evy @la+)(In @ In+» @ f @ 1ag+)(Inv @ 1+ @ dbpys)dbn = (In @
(evy @1pr+) Iy @ f @ 1) (Ive @ dbyr))dby = (Ixv ® f*)dby. O
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FOoLGERUNG 9.11. Seien M, N mit Links-Dualen (M* evyr,dbar) und
(N* evn,dbn) und f : M — N gegeben. Dann kommutiert das folgen-

de Diwagramm
frel

N*© M M*® M
10f evas
N*®@N — 1.

BEWEIS. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Symmetrie der Definition
eines Links-Duals. O

BEISPIEL 9.12. Sei M €& grMpg ein R-R-Bimodul. Dann 1ist auch
Homp(M., R.) ein R-R-Bimodul durch (rfs)(x) = rf(sx). Aulerdem ha-
ben wir den Morphismus ev : Homg(M., R.) @g M — R definiert durch
ev(f @rm) = f(m).

(Dual-Basis-Lemma:) Ein Modul M € Mg heifit endlich erzeugt projektiv,
wenn es my,...,m, € M und m!, ... m"® € Homg(M., R.) so gibt, daf
gilt

Ym e M : Zmlml(m) =m.
i=1
Dieses ist eigentlich eine Folge des Dual-Basis-Lemmas, aber zu der gewohn-
lich verwendeten Definition eines endlich erzeugten projektiven Moduls dqui-
valent.
Sei M € pMp. M ist als R-Rechts-Modul genau dann endlich erzeigt pro-
jektiv, wenn M ein Links-Dual besitzt. Das Links-Dual ist isomorph zu

Homp(M., R.).
Ist Mg endlich erzeugt projektiv, so verwenden wir db : R — M ®pg
Hompg(M.,R.) mit db(l) = 3" m; ®r m' Denn dann ist

(1@gev)(db@grl)(m) = (1 Qg ev)(>.m; @r m! @p m) = > mymt(m) =
m. Auflerdem ist (ev ®Rl)(1 QR db)(f)(m) = (ev ®Rl)(2?:1 f ®Qr m; Qr
m')(m) = > f(m)m'(m) = f(O_ mym’(m)) = f(m) fir alle m € M, also
(evorl)(1®@rdb)(f) = f.

Besitzt M umgekehrt ein Links-Dual M*, so definiert ev: M* @r M — R
einen Homomorphismus ¢ : M* — Homp(M.,R.) in gMp durch
t(m*)(m) = ev(m* @gm). Setzen wir 3", m; @m' :=db(1) € M®M*, so
gilt m = (1®ev)(db®1)(m) = (1®ev)(d_m;@m'@m) = mu(m’)(m), so
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daBBmy,...,m, € M und ¢(m'),...  t(m") € Homg(M., R.) eine duale Ba-
sis fir M bilden, d.h. dafi M endlich erzeugt projektiv als R-Rechts-Modul
ist. Damit sind aber M* und Homp(M., R.) (vermoge ¢) isomorph.
Analog wird Hompg (.M, .R) ein Rechts-Dual zu M genau dann, wenn M als
R-Links-Modul endlich erzeugt projektiv ist.

DEFINITION 9.13. Seien Objekte M, N in C gegeben. Ein Objekt [M, N]
heif3t inneres Hom von M und N, wenn es einen natiirlichen Isomorphismus
More(-® M, N) = More (-, [M, N]) gibt, d.h. wenn es den Funktor Mor¢ (- ®
M, N) darstellt.

Wenn es einen in den drei Objekten M, N, P natiirlichen Isomorphismus
More (P @ M, N) = Morc (P, [M, N]) gibt, dann heifit die Kategorie C mo-
notdal links abgeschlossen.

Wenn es einen in den drei Objekten M, N, P natiirlichen Isomorphismus
More (M ® P, N) = Mor¢(P,[M, N]) gibt, dann heifit die Kategorie C mo-
noidal rechts abgeschlossen.

Wenn M ein Links-Dual M* in C besitzt, dann sind innere Homs [M, -]
definiert durch [M, N]:= N @ M*. Insbesondere sind links starre monoidale
Kategorien links abgeschlossen.

BEISPIEL 9.14. (1) Die Kategorie der endlich-dimensionalen Vektor-
rdume ist eine monoidale Kategorie, in der jedes Objekt ein (Links-
und Rechts-)Dual besitzt.

(2) Sei Ban die Kategorie der (komplexen) Banach-Raume, wobei die
Morphismen f : M — N lineare Abbildungen sind mit || f(m) ||<||
m ||, d.h. die Abbildungen sind durch 1 beschrankt oder kontra-
hierend. Ban ist eine monoidale Kategorie durch M®N, das ver-
vollstandigte Tensorprodukt. Ein innerer Hom-Funktor [M, N] exi-
stiert in Ban und besteht aus der Menge der beschrinkten lineare
Abbildungen von M nach N, die man in geeigneter Weise zu einem
Banach-Raum machen kann. Damit ist Ban eine monoidal abge-
schlossene Kategorie.

(3) Sei H eine Hopf Algebra. Dann ist die Kategorie der H-Rechts-
Moduln (vgl. Beispiel 8.4 b)) eine monoidale Kategorie. Seien
M,N € Mpg. Dann ist Homg(M, N) in My durch die Multipli-
kation

(f -h)(m) == f(mS(he1y)hz).
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Dabeisei A(h) =3, b 2) (Sweedler Notation). Es ist ndmlich
((f - h) - k)(m) = (f h)(mS(/ﬁ))k’z = f(mS(k1)S(h1))hoks =
F{mS((hE)1)(h)2 = (£- (k) (m) und (f-1)(m) = F(m1)1 = F(m)
Homg (M, N) ist ein innerer Hom-Funktor in der monoidalen Ka-
tegorie My. Der Isomorphismus ¢ : Homg (P, Homg(M, N)) =
Homg (M © P, N) 1aft sich ndmlich ein schridnken zu einem Iso-
morphismus

Hompg (P, Homg (M, N)) = Hompg (M ® P, N),

weil gelten ¢(f )((m®P) ) = ¢(f) (30 mhi@phy) = 57 f(pha)(mh
= 2(f(p) - h2)(mh1) = 3 f(p)(mhiS(h2))hs = f(p)(m)h
(f)(m @ p)h und umgekehrt (f(p)h)(m) =3 f(p)(mS(hi))h
2 p(f)(mS(hy) @ plha = Joe(f)((mS(h1) @ p)ha)
2o p(f)(mS(h1)hy @ phs) = ¢(f)(m @ ph) = f(ph)(m). Damit ist
My rechts abgeschlossen.

Wenn M € My als Vektorraum endlich dimensional ist, dann ist
*M = Homg (M, K) wieder ein H-Rechts-Modul durch (f-h)(m) :=
F(mS(R)). *M ist ein Rechts-Dual zu M mit den Homomorphismen

—
~—

db:K91HZmi®miE*M®M

und
ev: M@"M>ome f— fim) €K

wobei m; und m’ eine duale Basis des Vektorraumes M bilden. Es
ist sicherlich (1®ev)(db®1) = 1.37 und (ev ®@1)(1®@db) = 1,7, weil
M endlich dimensionaler Vektorraum ist. Zu zeigen ist, dafl db und
ev H-Homomorphismen sind. Es gilt also

(db(1)h)(m) = (32 m' @ mi)h)(m) = (3om'h1 @ mihs)(m) =
Z(mlhl)( m)m;hy = > m"(mS(hy))m;hy =

2o (2o m'(mS(hy))mi)hy = 3 mS(h1)hs = me(h) =

(>_m' @ mye(h))(m) = db(1)e(h)(m) =

db(1e(h))(m) = db(1h)(m),

also db(1)h = db(1h). Weiter ist

ev(m® f)h = f(m)h =37 f(mhy S(h2))hs = 3 (fha)(mhy) =
Soev(mhy @ fha) =ev((m @ f)h).
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(4) Sei H eine Hopf Algebra. Dann ist die Kategorie der H-Rechts-
Komoduln (vgl. Beispiel 8.4 ¢)) eine monoidale Kategorie. Sei M €
M ein endlich dimensionaler Vektorraum. Sei m; eine Basis fiir
M und die Komodul Diagonale d(m;) = > m; @ h;;. Dann gilt
A(hig) = > hij @ hjp. *M = Homg(M,K) wird zu einem H-
Rechts-Komodul durch §(m?) := >~ m’ @ S(hi;). Man rechnet nach,
dafl * M ein Rechts-Dual von M ist.



KAPITEL X

Tannaka Dualitat

In diesem Kapitel wollen wir zweierlei erreichen. Einerseits wollen wir zei-
gen, dafl ein Quantenmonoid aus seinen Darstellungen eindeutig (bis auf Iso-
morphie) zuriickgewonnen werden kann. Diesen Prozel der Rekonstruktion
werden wir auch noch verallgemeinern. Andererseits werden wir zeigen, daf3
der Prozef3 der Rekonstruktion auch geeignet ist, die Tambara-Konstruktion
des universellen Quantenmonoids eines nichtkommutativen geometrischen
Raumes durchzufiithren und damit aus anderer Sicht zu verstehen.

Sei D ein beliebiges Diagrammschema. Sei C eine monoidale kovollstéandige
Kategorie, so dafl das Tensorprodukt in beiden Argumenten mit Kolimites
vertauscht. Sei Cy die volle Unterkategorie der Objekte in C, die ein Links-
Dual besitzen. Sei weiterhin w : D — C ein Diagramm in C, so daB fiir alle
X € D giltw(X) € Cy. Ein solches Diagramm nennen wir auch ein endliches
Diagramm in C. Fiir ein Objekt M € C sei schliefilich w @ M : D — C der
Funktor mit (w @ M)(X) =w(X) @ M.

Satz 10.1. (Tannaka-Krein) Sei wie oben ein Diagramm w : D — Cq
gegeben. Dann gibt es ein Objekt coend(w) € C und eine natiirliche Trans-
formation § : w — w @ coend(w), so daff fiir jedes Objekt M € C und
jede natiirliche Transformation ¢ : w — w ® M genau ein Morphismus
@ :coend(w) — M so existiert, daff das Diagramm

84
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w ® coend (w)

\ Jies

W

kommutiert.

BEWEIS. Aus w konstruieren wir ein neues Diagramm w* ® w in C. Die

Objekte dieses Diagramms seien w(X)* ® w(Y) fiir alle Objekte X, Y € D.
Dabei sei w(X)* das Links-Dual von w(X). Fiir jedes f : X — Y in D
konstruieren wir zwei Morphismen des Diagramms w(f)* @ 1 : w(Y)* ®
w(X) 2w X)YowX)und 1w(f) :wV) owX) = w¥) owl).
Das sollen alle Morphismen des Diagramms w* ® w sein. Sei schlieflich
coend(w) := lim(w* ® w) mit den Injektionen ¢(X,Y) : w(X)* @ w(Y) —
coend (w).
Fir X € C definieren wir jetzt den Morphismus §(X) : w(X) — w(X) ®
coend (w) durch (1@ (X, X))(db®1) : w(X) — w(X)@w(X)* 9w(X) —
w(X) ®coend(w). Dann ist wie in Abschnitt 9 ¢(X, X) = (1®ev)(1®4(X)).
Wir zeigen, daf3 § eine natiirliche Transformation ist. Fiir jedes f : X — Y
kommutiert das Quadrat

I dbx w(X) @ w(X)*
dby w(f)ol
w(V)@w(Y)* TP w(Y) @w(X)*

nach Folgerung 9.10. Daher kommutiert auch das Diagramm
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w(X) @w(X)* @w(X)

dbg@ low(f)* @1
w(X) wXow) owlX)  wl)owX) owX)
w(f) db @1 w(Helel
w(Y) w¥)owl¥) owlX)  wX)owl) owY)
db® 1@1@w(f)

w¥)2uwl¥)* @w()

Seien nun ein Objekt M &€ C und eine natiirliche Transformation ¢ : w —
w ® M gegeben. Wir beachten, dafl

V(Y)Y @w(X) — 8 LX) 9 w(X)

1®w(f)l lev
I

W(Y) @w(Y)

ev

nach Folgerung 9.11 kommutiert und daher auch

W(X)* @ w(X) 1@¢(X) W(X) ow(X)o M
Iw(f)*@l w(f)'e1e1 ev @1
WYY @wX) —220 vy ewX) oM M
lmwm 18w ()01 v @1
W(Y) @ w(Y) 18¢(¥) WYy ow¥)oM

kommutiert. Wir definieren & : coend(w) — M aus der Kolimes-Eigen-
schaft als universelle Faktorisierung

w(X) ® coend
w(f)ol

w(Y) ® coend
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/ X XN@W

coend (w

1®w(f) (YY) ev®1)(1Qe(Y))

W) @w(Y)
Dann kommutiert das Diagramm

W(X) — O L LX) @w(X) @w(X) ' LRu(X) ow(X) ow(X) oM

5(X) 1@u(X,X) l 1@ev @1
w(X) ® coend 107 wX)o M
Das Auflere dieses Diagramms ergibt
w(X) LGN w(X) ® coend(w)
w(X) l 19¢
w(X) e M.

Es bleibt zu zeigen, daf & : coend(w) — M eindeutig bestimmt ist. Sei
auch &y : coend(w) — M mit ¢(X) = (1 @ ¢0)d(X) gegeben, dann kom-
mutiert

w(X)* @ w(X) +XX) coend (w)
w‘ eM
w(X) ® coend(w
1@ (X gu

1810%0

w(X)* Qw(X) oM -2 M
alsoist g =¢. O
FoLGERUNG 10.2. Es ist
I «@i) ew@u)) —’_Z. I «@) @wX) — coend(w)

feMorD XeObD
ein Differenzkokern.
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BEwEIS. Das ist eine Umformulierung der Bemerkung 5.12. Man beach-
te, daf hier der Fall eines Kolimes vorliegt und daff man nicht alle Objekte
des Diagramms im Koprodukt verwenden muf}; sondern nur diejenigen der

Form w(X)* @w(X). O

FoLGERUNG 10.3. Der Funktor Nat(w,w @ M) ist durch coend(w) darstell-
bar als Funktor in M .

BEWEIS. Aus dem gelésten universellen Problem folgt der Isomorphis-
mus

Nat(w,w @ M) = Mor¢(coend(w), M). O

Man kann ebenso auch fiir verschiedene Funktoren w,w’ : D — C einen
Isomorphismus Nat(w,w’ ® M) = More (cohom(w’,w), M) konstruieren und
damit Komorphismen-Qbjekte definieren. Dazu muf} lediglich w’ Werte in
Co annehmen.

FOLGERUNG 10.4. coend(w) ist auf genau eine Weise eine Koalgebra, so

daf$ die Diagramme

w g w ® coend (w)

/| |10

w ® coend(w) w ® coend (w) ® coend (w)

f®1
und
w 9 w ® coend (w)
1de l 1Qe
w®l
kommutieren.

BEWEIS. Die Diagramme definieren wegen der universellen Eigenschaft
von coend(w) die Strukturmorphismen

A : coend(w) — coend(w) ® coend (w)

und
¢ :coend(w) — I.

Daraus folgt auch unmittelbar die Koalgebreneigenschaft dhnlich wie im
Beweis von Folgerung 7.21. O
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Man beachte, dal durch diese Konstruktion alle Objekte und alle Morphis-
men aus dem Diagramm w Komoduln bzw. Komodul Morphismen iiber der
Koalgebra coend (w) geworden sind. Tatséchlich ist C' := coend(w) sogar die
universelle Koalgebra, iiber der das vorgegebene Diagramm ein Diagramm
von Komoduln wird.

FoLGERUNG 10.5. Sei (D,w) ein Diagramm in C mit Objekten in Cy. Dann
sind alle Objekte des Diagramms Komoduln tiber der Koalgebra C' =
coend(w) und alle Morphismen des Diagramms Komodul Morphismen.
Wenn D eine weitere Koalgebra ist und alle Objekte des Diagramms D-
Komoduln durch ¢(X) : w(X) — w(X) ® D sind und alle Morphismen
des Diagramms D-Komodul Morphismen sind, dann g¢ibt es genau einen
Koalgebren Morphismus & : coend(w) — D, so daff das Diagramm

g w ® coend (w)

\ s

w®D

W

kommutiert.

BEWEIs. Die Morphismen ¢(X) @ w(X) — w(X) @ D bilden eine
natiirliche Transformation, da alle Morphismen des Diagramms Komodul
Morphismen sind. Damit sind Existenz und Eindeutigkeit eines Morphismus
@ : coend(w) —> D klar. Es bleibt zu zeigen, daf dieses ein Koalgebren Mor-
phismus ist. Das folgt aus der universellen Eigenschaft von C' = coend(w)
durch das Diagramm

1 185

19 10p®e
oD

w®D w@D®D

»®1
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wobei die rechte Seite des Wiirfels wegen der universellen Eigenschaft kom-
mutiert. Ahnlich zeigt man, dafl ¢ die Koeinheit erhélt. O

Seien w : D — € und ' : D’ — C Diagramme in C. Das Diagramm
(D, w)@ (D' W) = (DxD ,wew) mit (wow)(X,Y) :=w(X)@w (V) nen-
nen wir das Tensorprodukt dieser beiden Diagramme. Das neue Diagramm
besteht also aus allen Tensorprodukten der Objekte bzw. Morphismen der
beiden urpriinglichen Diagramme.

Wir setzen von nun an voraus, dafl die Kategorie C die Kategorie der Vek-
torrdume Vek 1st, und verwenden die Symmetrie7 : VoW — W & V in
Vek.

LEMMA 10.6. Seien (D,w) und (D',w') endliche Diagramme in Vek. Dann
15t

coend (w) @ coend (w’) = coend (w @ w').

BEwWEIS. Wir beachten zunéchst folgendes. Wenn zwei Diagramme w :
D — Vek und w’ : D" — Vek gegeben sind, so ist limp ling p/(w @ w') =
ling pypr(w @w') = limp(w) @ lim pr (w'), weil das Tensorprodukt mit Koli-
mites vertauschbar ist und Kolimites untereinander vertauschbar sind. Man
betrachte dazu das kommutative Diagramm

w(X) @w(Y)

W(X) © ling,, (&)

ling, (&) © (V)

lig, (w) @ limy,, (W) =iy, 5 (0 © W)

~

Dann ist aber auch coend(w ® w') = li_ng}pxpl((w QW) ®(wew)) =
lig pxp (w* Ow Quw'"Quw') = ling p (w* ®w)®li_n;}pf(w’* ®@w') = coend(w) ®
coend(w’). O

FoLGERUNG 10.7. Fiir endliche Diagramme (D,w) und (D',w') inD gibt es
eine universelle natiirliche Transformation § : w@w' — wRW @coend (w)®
coend(w’), so daf fiir jedes Objekt M und jede natiirliche Transformation ¢ :
wew — w@Ww @M genau ein Morphismus & : coend (w)®coend (w') — M
existiert, so daf
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wQw g w @ w' ® coend(w) @ coend(w’)
10100
wQuw oM
kommutiert.

DEFINITION 10.8. Sei (D,w) ein Diagramm in Vek. Seien D eine monoidale
Kategorie und w ein monoidaler Funktor. Dann heifit (D,w) ein monoidales
Diagramm.
Sei (D,w) ein monoidales Diagramm in Vek. Sei A € Vek eine Algebra.
Eine natiirliche Transformation ¢ : w — w ® B heifit monoidal, wenn die
Diagramme

W(X) @ w(Y) p(X)@e () W(X)ow(Y)® B® B
14 pRM
(X O Y) P(XOV) WX OY)oB
und o
K = K@K
w(I) D, e B
kommutieren.

Wir bezeichnen die Menge der monoidalen natiirlichen Transformationen
mit Nat® (w,w @ B). Dieses ist offenbar ein Funktor in B.

UBUNG 10.9. Zeigen Sie, daB Nat®(w,w @ B) ein Funktor in B ist.

SaTz 10.10. Sei (D,w) ein endliches monoidales Diagramm in Vek. Dann
ist coend(w) eine Bialgebra und 6 : w — w ® coend(w) eine monoidale
natiirliche Transformation.

BEwEIs. Die Multiplikation von coend(w) folgt aus dem folgenden kom-
mutativen Diagramm

w(X) @w() ses, w(X) ®w(Y) ® coend(w) ® coend(w)

w(X®Y) w(X ®Y) ® coend(w)
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Zur Konstruktion der FEinheit betrachten wir das Diagramm Dy =
({1},{id}) zusammen mit wy : Dy —> Vek, wo(I) = K, was das monoi-
dale Einheitsobjekt in der monoidalen Kategorie der Diagramme in Vek ist.
Dann ist (K — K® K) = (wg — wg ® coend (wg)) die universelle Abbil-
dung. Das folgende Diagramm induziert dann die Einheit fiir coend(w)

K = K@K

w(I) w(I) ® coend(w)

Damit weist man dann unter Verwendung der universellen Eigenschaft die
Bialgebrengesetze nach.

Die oben angegebenen Diagramme zeigen zugleich, dafl die natiirliche Trans-
formation § : w — w ® coend (w) monoidal ist. O

UBUNG 10.11. Wenn A eine endlich dimensionale Algebra ist und § : 4 —
M(A) @ A die universelle Kooperation der Tambara-Bialgebra auf 4 von
links ist, dann ist 76 : A — A ® M(A) (mit derselben Multiplikation
auf M(A)) eine universelle Kooperation von M (A) auf A von rechts. Die
durch diese Kooperation definierte Komultiplikation ist 7A : M(A4) —
M(A)® M(A). (Wir unterscheiden daher zwischen der linken und der rech-
ten Tambara-Bialgebra von A und haben M, (A) = M;(A)°F.)

Wir betrachten jetzt ein besonderes monoidales Diagramm D := D[X; m, u].
Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl Vek strikt monoidal ist.
D[X; m, u] bestehe aus den Objekten X @ ...® X = X®" fiir alle n € N
mit 7 := X% und den Morphismen m : X @ X — X, v : I — X und
allen formal aus m, u,1d, Tensorprodukten und Kompositionen gebildeten
Morphismen.

Sei A eine Algebra mit der Multiplikation my : A©Q A — A und der Einheit
ug : K — A Dann ist wy : D — C mit w(X) = A, w(XO") = A9",
w(m) = my und w(u) = uy ein (strikt) monoidaler Funktor. Wenn A
endlich dimensional ist, dann ist das Diagramm endlich. Dann gilt

SaTz 10.12. Fiir eine endlich-dimensionale Algebra A sind die (rechtseiti-
ge) Tambara-Bialgebra M (A) und coend(w4) als Bialgebren isomorph.
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BEwEIs. Wir haben die Tambara-Bialgebra fiir linksseitige Kooperatio-
nen f: A— M(A)® A genauer studiert, bendtigen sie jedoch hier rechts-
seitig universell als Morphismus f : A — A @ M (A) (vgl. Ubung 10.11).
Sei B eine Algebraund f: A — A® B. Sei w = w4. Wir definieren

on mn
P(XOM) :w(XOn) = A®n Ly 48n g gon 1875 qen o B o (X9 @ B,

wobei m'y : B®" — B die n-fache Multiplikation auf B bedeute. ¢ ist eine
natiirliche Transformation, denn die Diagramme

K () Ko B
ul ll@u
A %S A®B
und
A® A p(XOX) A©A®B
FOT _—Tom
AR A®B®B
m lm@)m m®1
A®B
A A®B
@(X)

kommutieren. Weiterhin kommutieren

Xer X®°
P(XPT)@e(X®°) A9 9 A% © B o B
T —
A®7‘ ® A®s ® B®7‘ ® B®s

|

A®(7‘+s) ® B®(7‘+s)
/ \

w(x@("‘f's))

A®r ® A®s

A®(r+s) A®(rts) o B

so dafl ¢ 1wy — wa ® B ein monoidale natiirliche Transformation ist.
Sei umgekehrt eine natiirliche Transformation ¢ : ws —> wa ® B gegeben.
Sei f:=¢(X): A — A® B. Dann kommutieren
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AoA—T1 L A0 AeBoB
|
Ao A—22%0 | 4o AenB
ml lm@l
f
A A® B
und
K = KoK
K K® B
ul lu@l
f
A A® B.

Alsoist f: A —> A® B ein Algebren Homomorphismus.
Wir haben damit einen in B natiirlichen Isomorphismus

K- Alg(A, A® B) = Nat®(wa,wa @ B)

definiert. Wenn A endlich dimensional ist, dann wird die linke Seite durch die
Tambara-Bialgebra M, (A) dargestellt und die rechte Seite durch coend(w4).
Daher miissen diese beiden Bialgebren isomorph sein. [

FoLGERUNG 10.13. Es gibt einen eindeutig bestimmien Isomorphismus von
Bialgebren M,(A) = coend(wa), so daff das Diagramm
A A® M, (A)

-

A ® coend(wy)

kommutiert.

BEwEIs. Das folgt unmittelbar aus der Bedingung fiir die universelle
Eigenschaft. O

Damit kann die Tambara-Algebra, die das universelle Monoid von nichtkom-
mutativen geometrischen Radumen in endlicher Dimension bestimmt, aus der
Darstellungstheorie durch die Tannaka-Krein Rekonstruktion als Spezialfall
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gewonnen  werden.  Ahnliches gilt fiir  komplizierter  definierte
Quantenrdume, wie z.B. sogenannte quadratische Riaume.

Wir zeigen jetzt, dafl man eine beliebige Koalgebra €' mit den obigen Me-
thoden aus der Kenntnis aller ithrer Darstellungen, genauer aus dem Vergif3-
funktor w : MY — Vek, zuriickgewinnen kann. Hier kann man also nicht
mehr die iibliche Konstruktion von coend(w) verwenden, die ja auf endlich
dimensionale Komoduln beschriankt ist. Gleichzeitig ist der folgende Satz
auch ein Beispiel dafiir, dafl die Beschrdnkung auf endlich dimensionale
Komoduln im allgemeinen zu stark ist, dafl es auch fiir allgemeinere Dia-
gramme Koendomorphismen Bialgebren geben kann. Andererseits gilt der
folgende Satz auch dann, wenn man sich allein auf die endlich dimensionalen
Darstellungen von C' beschrankt. Der Beweis ist dann etwas aufwendiger.

DEFINITION 10.14. Sei C eine monoidale Kategorie. Eine Kategorie D zu-
sammen mit einem Bifunktor @ : € x D — D und natiirlichen Isomor-
phismen f: (A®@B) oM — A (B M),n:1®M — M heifit eine
C-Kategorie, wenn die folgenden Diagramme kommutieren

(Ao B)oC)e M2 (4e(Bo0) oML 4o (BeoC)e M)
B(A®B,C M) 1®8(B,C,M)
B(A,B,CQM)

(Ao B)o (C® M) A® (B (CoM))

A M

Eine C-Kategorie heifit strikt, wenn die Morphismen 3,7 Identitdten sind.

Seien (D, ®) und (D', ®) C-Kategorien. Ein Funktor F : D — D’ zu-
sammen mit einer natiirlichen Transformation ((A, M) : A ® F(M) —
F(A® M) heilt schwacher C-Funktor, wenn die folgenden Diagramme kom-

mutieren:
(A® B) @ F(M) ¢ F((A® B) @ M)
5 F(p)

gl
=
®
C
®
=

A®(Bo F(M)) — + Ao F(Bo M)
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I[©F(M)——F(Ie M)
F(n)

\ /
F(M)
Wenn zusitzlich ¢ Isomorphismus ist, dann nennen wir F einen C-Funktor.
Der Funktor heif3t strikter C-Funktor, wenn ¢ der Identitdts-Morphismus ist.
Eine natiirliche Transformation ¢ : F — F’' zwischen (schwachen) C-

Funktoren heifit eine C-Transformation, wenn

A F(M) F(A® M)

1A®‘P(M)l lw(AQ@M)

A@ F (M) ——— F/(A® M)

kommutiert.

BEISPIEL 10.15. Sei C' eine Koalgebra und C := Vek. Dann ist die Kategorie
MY der Rechts-C-Komoduln eine C-Kategorie, denn mit N € M und
V € C = Vekist auch V@ N ein Komodul vermége der Komodul Struktur
von N.

Der Vergiifunktor w : M® — Vek ist ein strikter C-Funktor, weil V @
w(N) = w(V @ N) gilt. Ebenso ist w @ M : M — Vek ein C-Funktor
wegen V@ WN)eM)Zw(VeoN)e M.

LEMMA 10.16. Sei C eine Koalgebra. Sei w : M® — Vek der Vergififunk-
tor. Set ¢ 1w —> w @ M eine natiirliche Transformation. Dann st ¢ eine
C-Transformation.

BEWEIS. Es geniigt fiir einen beliebigen Komodul N zu zeigen 1y ®
e(N) = o(V ® N). Wir zeigen, daff das Diagramm

venN YN e Ne M
1 1
VenN VoNoM

1v®@(N)
kommutiert. Dazu sei (v;) eine Basis von V. Fiir einen beliebigen Vek-

torraum W seien die Projektionen p; : V @ W — W definiert durch
pi(v) = Pi(zj v; @ w;j) = w;, wobel Zj v; ® w; die eindeutige Darstellung
eines beliebigen Tensors in V @ W ist. Damit gilt

t = Zvi ®pi(t)

7
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fiir allet € V@ W. Wir fassen jetzt V @ N vermége der Komodulstruktur
von N als Komodul auf. Dann sind die p; : V® N — N Komodulhomo-
morphismen. Also kommutieren alle Diagramme

(VoN)

VoN ———"" s VaoNoM

P Pi

N ) No M.

In Formeln heifit das o(N)p;(t) = pip(V @ N)(¥) fir allet € V @ N, also
gilt

(Iv @ e(N)(t) = (Iv @ p(N) (2o vi @ pi(t)) = 2_vi @ p(N)pi(t)
=2 v @ pip(V O N)(t) = (Vo N)()

und damit wie behauptet 1y ® ¢(N) = (V@ N). O

Wir beweisen den folgenden Satz nur in der Kategorie C = Vek der Vek-
torrdume. Es gilt jedoch allgemeiner, dafl in einer beliebigen symmetrischen
monoidalen Kategorie C die Koalgebra C' den Funktor C-Nat(w,w @ M) =
More (C, M) der natiirlichen C-Transformationen darstellt.

Satz 10.17. (Rekonstruktion) Sei C' eine Koalgebra. Sei w : M — Vek
der Vergififunktor. Dann ist C' = coend(w).

BEWEIS. Seien M in Vek und eine natiirliche Transformation ¢ : w —
w @ M gegeben. Wir definieren den Homomorphismus & : ¢ — M durch
¢ = (@ 1)p(C), da ja C ein Komodul ist.
Sei nun N ein C-Komodul. Dann ist N durch 6 : N — N ® C ein Unter-
komodul von N @ C'| denn das Diagramm

N g NeC
) 1A
NoC 5ot NoCod

kommutiert. Damit ist das folgende Diagramm kommutativ
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$

N N&C
() P(NGC)
NoM—2 NoCcoM

NeoM
Insbesondere haben damit gezeigt, dafi das Diagramm
w w®C
>
w®@M

kommutiert.

Um die Eindeutigkeit von & zu zeigen, sei ¢ : C —> M ein weiterer Ho-
momorphismus mit (1 ® ¢)d = ¢. Fiir ¢ € C ist g(c) = g(e ® 1)A(e) =
(= © 1)(10 9)A() = (= & Dp(C)(e) = F(o).

Die Koalgebrenstruktur wie in Folgerung 10.4 angegeben ist die urspriinglich
vorgegebene auf C'. Das sieht man so. Die Komultiplikation d : w — w @ C
ist eine natiirliche Transformation, also auch (0 ® 1¢)d 1w — w @ C ® C.
Damit wird genau wie in Folgerung 10.4 genau ein Homomorphismus A :
C — C'® C induziert, so daf} das Diagramm

w g w ® coend (w)

l lm

w ® coend(w) w ® coend (w) ® coend (w)

@1
kommutiert. Ebenso induziert der natiirliche Isomorphismus w = w ® K
genau einen Homomorphismus ¢ : ¢ — K| so daf} das Diagramm

w )

w ® coend (w)

1de l 1®e

w®l

kommutiert. Das miissen aber dann wegen der Eindeutigkeit die Struktur-
morphismen von C' sein. [
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Wir beweisen jetzt auch den endlich dimensionalen Fall der Rekonstruktion.
Dazu zeigen wir zunéchst den Fundamentalsatz fiir Komoduln.

Satz 10.18. (Fundamentalsatz fiir Komoduln) Sei C' eine Koalgebra, M ein
C-Komodul und m € M. Dann qibt es eine endlich dimensionale Unterko-
algebra E C C' und einen endlich dimensionalen E-Komodul N mit m € N,
so dafy der durch E C C' induzierte C-Komodul N — N®@ E — N @ C
ewn C'-Unterkomodul von M ist.

BEWEIS. Seid(m) = Z;:l m; @c; eine Darstellung des Tensors 6 (m) von
kiirzester Lange, d.h. mit einer Minimalanzahl von Summanden. Dann sind
die ¢1, ..., ¢, linear unabhéngig und die mq, ..., m, linear unabhingig.
Seien §(mj) = S2i_, m; @ ¢;; und A(e;) = ijl c;»j © ¢; mit geeigneten
linear unabhingigen my,...  my,...,m, bzw. ¢1,... ;¢p, ..., Cs.

Wegen Zj:l,...,n;i m; @ ci; © ¢ = Zj dmi) @ ¢; = >,m; @ Ae) =
Zz’:l,...,n;j m; @ cj; @ ¢y ist ¢;; = cf; fiir alle ¢, j und ¢;; = 0 fiir 4, j > n.
Wir diagonalisieren nochmals und erhalten ij m; @ Alej) @ e =
Zijk m; @ ¢ij @ ¢jp @ cx und damit A(e) = Z?:l ¢ij @ ¢jx. Damit ist
der von den ¢;; aufgespannte Unterraum eine Unterkoalgebra £ von C'.
Wegen 6(m;) = 22:1 mi @ ¢i; 1st der von den mq, ..., m, aufgespannte
lineare (n-dimensionale) Unterraum ein E-Komodul.

Dann folgt aus A(e;) = Z;:l ¢i; ® ¢; wegen der Rechengesetze in Koal-
gebren ¢; = > ¢ije(e;) € E. Wir verwenden §(m) = Z;zl m; @ ¢; und
erhalten m =3, mje(¢;). Damit ist m € N. O

Satz 10.19. (Rekonstruktion) Sei C' eine Koalgebra. Sei M§ die Kategorie
der endlich dimensionalen C-Komoduln und w : M§ — Vek der Vergif-
funktor. Dann ist C' = coend(w).

BEWEIS. Seien M in Vek und eine natiirliche Transformation ¢ : w —
w @ M gegeben. Wir definieren den Homomorphismus & : ¢ — M wie
folgt. Sei ¢ € C' gegeben. Sei N ein endlich dimensionaler C-Unterkomodul
von C' mit ¢ € N. Dann definieren wir g(c) := (¢|ny @ 1) (N)(¢). Ist N’ ein
weiterer endlich dimensionaler Unterkomodul von €' mit ¢ € N’ und mit
N C N’, dann kommutiert

N N e M
~a

l l CoM-=2wM
e b
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Damit ist die Definition von $(¢) unabhingig von der Wahl von N. Weiter
ist : N — M offenbar linear. Fiir je zwei Elemente ¢, ¢’ € C' gibt es einen
endlich dimensionalen Unterkomodul N C €' mit ¢, ¢’ € N, z.B. die Summe
von fiir ¢ und ¢’ einzeln gefundenen Unterkomoduln. Damit 148t sich & auf
ganz C fortsetzen.

Der iibrige Beweis verlduft im wesentlichen wie der Beweis des ersten Re-
konstruktionssatzes. [

Man kann weitere Struktur der Koalgebra aus den Darstellungen zuriicker-
halten.

Dauz beweisen wir zum Abschluf3 einen Rekonstruktionssatz iiber Bialge-
bren. Wir erinnern uns, dafl fiir eine Bialgebra B die Kategorie der B-
Komoduln monoidal ist. Weiter wissen wir, dafl der Vergififunktor w :
MP — Vek ein monoidaler Funktor ist. Aus dieser Information 148t sich
die Bialgebrenstruktur von B zuriickgewinnen. Genauer gilt

SaTz 10.20. Sei B eine Koalgebra. Sei MP eine monoidale Kategorie, so
daf der Vergififunktor w : MP — Vek ein monoidaler Funktor ist. Dann
gibt es genau eine Bialgebrenstruktur auf B, die die angegebenen monoidalen
Strukturen induziert.

BEWEIS. Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit der Multiplikation V :
B ® B — B und der Einheit n : K — B. Die natiirliche Transformation
d:w—w®BwirdmitV:B® B — Bund n: K — B eine monoidale
natiirliche Transformation. Wir zeigen, dafl V und 5 durch w und § eindeutig
bestimmt sind.
Dazu seien V' : B® B — B und ' : B — K Morphismen, die § zu einer
monoidalen natiirlichen Transformation machen. Die Diagramme

W(X) @ w(Y) SX@Y) W(X)ow(Y)® B® B
P v
WX ®Y) SXeY) W(X®Y)® B

und
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K = KoK
Loy
wE —2 L LmeB
kommutieren. Insbesondere kommutieren dann
w(B) ©w(B) (BB w(B)©w(B)© Bo B
p p@V’
w(B ® B) Bep) w(B®B)® B
und
K = KoK
Loy
Wk —28 LK eB
Es gelten also ) - b(1)@c(1)@b(z)yc(2) = > b1y@cy@ V' (bia)@cz)) und 1@1 =

1®5'(1). Es folgt bc => ¢ ( )6( ) (2)¢(2) = ZE(b(l))E(C(l))V/(b(z) &
ci)) =V'(b®c)und 1 =1 (1)

Wir kommen zum Existenzbeweis. Sei B lediglich eine Koalgebra, und sei w :
ME — Vek ein monoidaler Funktor mit ¢ : w(M) @ w(N) — w(M @ N)
und & : K — w(K). Wir beachten zunéchst, daff das neue Tensorprodukt
zwischen den Komoduln M und N auf den unterliegenden Vektorrdumen
mit dem Tensorprodukt dieser Vektorrdume (bis auf Isomorphie &) {ibere-
instimmt. Wegen der Koh&renzsétze fiir monoidale Kategorien (die auch in
dieser Situation gelten), identifizieren wir entlang £ und ebenso entlang &g.

Wir definieren 5 := (K@K@B =B)und V:=(B® B 2o B® B®
B*UY PR oK@ B B).

Da der Komodul-Struktur-Morphismus § : M — M ® B ein Komodul
Homomorphismus ist, wobei die Komodulstruktur auf M ® B nur durch
die Diagonale auf B gegeben ist — das ist die C-Struktur auf w : MP —
Vek —, ist auch 6(M) @ 6(N) : M@ N — M @ N @ B ein Komodul
Homomorphismus. Also kommutiert das erste Quadrat im Diagramm
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MoN 0NN oo NeB—C% L o No BB
S(MON) s(M@BON®B) 10108(BOB)
Mo NoB YNy o BeNeBeB Y% Yo NoBo Bo B

Das zweite Quadrat kommutiert ebenso, da die Komodulstruktur auf M ®
B bzw. N ® B nur durch die Diagonale auf B gegeben ist, also M ® N
aus der natiirlichen (C-)Transformation ausgeklammert werden diirfen. Wir
schlie’sen jetzt

lyRINeeklp  MOIN®BRBRB—MN®B

an dieses kommutative Rechteck an und erhalten 6(M @ N) = (1 @ Iny ®
Vi1®7re1)(6(M)®d(N). Damit wird die Komodulstruktur auf M @ N
durch die oben definierte Multiplikation V : B ® B — B induziert.

Nun kommutieren die folgenden Diagramme

BoB—=22% . BeoBoBoB-LBeoBow BB

15Q1p 1®V
BoB 2(B8E) Bo Bo B
\ . /
v BoBoB 22 BoBoBeB vel
c®e®1 a®a®N
B = B® B
B® B Y B
\\\@§f>€§@///
1 BoB®B €
1®1®e

B® B Qe K
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K B
\U@\ /

S(K) K® B A

1 ll@A
—K@B®B BB
1
B B®B
und
K

Damit sind n und V Koalgebren Homomorphismen.

Um die Assoziativitdt von V zu zeigen, identifizieren wir entlang der Ab-
bildungen o« : (M @ N)® P = M @ (N ® P) und vereinfachen weiterhin das
zu betrachtende Diagramm, indem wir festlegen, dafl ¢ eine geeignete Ver-
tauschung (Permutation) von Tensorfaktoren darstellt. Dann kommutiert

cOBIOIBIE) | poBeBoBoBoB—2%%1 |, B BeB

BoB® B
1 10(vel) | | 1e(ev) vell| | 1ev
o(6(BRB)®J(B)) c@e@e®@1
BoBoB BoBoBoB® BB BB
2((B)2(BOB))
1 1QV v
BoBoB A(BOBYB) BoBoB® B c@e@:@1 B

Da die obere Zeile die Identitit ist, gilt das Assoziativgesetz.



104 X. TANNAKA DUALITAT

Fir den Beweis der Einseigenschaft von 7 miissen wir die Koharenzmor-
phismen A und p explizit mit betrachten. Aus Symmetrioegriinden zeigen
wir nur eines Hilte des Einsaxioms. Dieses folgt aus der Kommutativitat
des folgenden Diagramms

B . pop—" s BoBOK £ B®B SR B
p~t §(B)®1 ll@l@é(ﬂ&) 1®1@n 1®n
Bok — B | popokeB—2% . BekeBeB L2 BoBe B =22 Bo B
= ll@l@v
BoK S(BEK) BoKo B 16V v
2 \Q
B §(B) BoB e®1 M




