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Aufgabe 1

Betrachten Sie zwei Folgen (7),eny und (b;)eny mit Werten in N mit 7, — oo und b — o0
und r;/b; — p € [0,1] fir [ — oco. Wie in Aufgabe 1 in Tutorienblatt 2 werden n Kugeln
aus r; roten und b; blauen Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen, wobei n nicht von [ abhédngen
soll.

o«

Betrachten Sie das Ereignis A,, p, n.m = “Es wurden m rote Kugeln gezogen” fiir gegebenes
m < n. Bestimmen Sie den Grenzwert

hm Prl ,bl ,n (AT‘Z 7bl 7n’m)
=0

und vergleichen Sie mit den Grenzwert mit dem Wert bei einem analogen Experiment mit
Zuriicklegen der Kugeln.

Aufgabe 2

In der Situation von Aufgabe 4 in Tutorienblatt2: Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen
Ereignisse (d.h. Borel-messbar) sind und finden Sie die Wahrscheinlichkeit von Ay:

Ay="“Zr=Z10=3"
Ay = “Z, = 3 fiir unendlich viele n" (1)
Ay = “Z, = 3 schlieBlich fiir n — o0”

Sprechweise: Eine Aussage “®(n) gilt schliefllich fiir n — c0” bedeutet, dass es ein ng € N
gibt, so dass ®(n) fiir alle n > ny gilt.

Aufgabe 3

Es sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) gegeben. Beweisen Sie die folgende Aussage
fiir alle Ereignisse A, B,C € A:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(ANC)
+P(ANnBNC) (2)

Aufgabe 4

Lesen und verstehen Sie den Beweis des Dynkin Lemmas (im Anhang). Das Dynkin
Lemma ist von grofler Bedeutung fiir die Stochastik und wird mehrfach ohne Beweis benutzt
werden.



Das Dynkin-Lemma

Definition: Es sei {2 ein Ergebnisraum. Ein Mengensystem D C P(2) heifit Dynkin-
System iiber (), wenn gilt:

1.0eD
2. Fiir alle A € D folgt A° € D.

3. Fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen in D gilt | _ A, € D.

nenN

Man beachte: Anders als in der Definition von o-Algebren wird hier in der dritten Be-
dingung die paarweise Disjunktheit der Mengen A,,, n € N, vorausgesetzt!

Ein Mengensystem M wird durchschnittstabil genannt, wenn fiir alle A, B € M auch
ANB e M gilt.

Dynkin-Lemma (auch II-A-Theorem): Es sei € ein Ergebnisraum, M C P(Q) ein
durchschnittstabiles Mengensystem und D C P(£2) ein Dynkin-System iiber 2. Dann gilt:
Aus M C D folgt 0(M) C D.

Beweis:

1. Schritt. Ist D; ein Dynkin-System iiber €, so gilt:

Fiir alle A, B € D; mit A C B folgt B\ A € D;.

Beweis hierzu: Die Mengen B¢ und A sind disjunkt. Nun gilt B¢ € D; wegen B € D;.
Zusammen mit A € D; folgt

(B\A)=AUBUQUDUDU... e Dy

und damit B\ A € D;.

2. Schritt. Es gibt ein kleinstes Dynkin-System G iiber €2, das M umfafit, ndmlich den
Durchschnitt aller Dynkin-Systeme iiber €2, die M umfassen:

G = {A C Q| Fiir jedes Dynkin-System & iiber  mit M C £ gilt A € £.}

3. Schritt. Wir setzen:
G={Aeg|VBeM: ANBeG}

Dann ist G; ein Dynkin-System tiber €2, das M umfafit: M C G;.
Beweis hierzu:

e Esgilt ) € Gy, dafiiralle Be Mgilt: )N B=0¢cg.



Ist A € Gy, so folgt fiir alle B € M mit Hilfe des 1. Schritts:
A°NB=B\(ANB)eg,

denn es gelten B € G wegen Be M, ANB € G wegen A€ G, und ANB C B.
Wir schlieflen: A¢ € G;.

Ist (A, )nen eine Folge paarweise disjunkter Elemente von Gy, so folgt fiir alle B € M:

(UAH> NnB=|J(A.nB)€eg,

neN neN

denn die A, N B, n € N, sind paarweise disjunkte Elemente von G. Wir schlielen:
UnGN A” € gl'

Es gilt M C G,. Zum Beweis hiervon sei A € M gegeben. Dann folgt fiir alle B € M
die Aussage AN B € M C G, weil M durchschnittstabil ist. Das bedeutet A € G.

4. Schritt. Weil G; C G ein Dynkin-System iiber 2 mit M C G, ist, folgt auch G; D G,
weil G das kleinste Dynkin-System iiber €2 ist, das M als Teilmenge hat. Das bedeutet:
G1 = G. Nach der Definition von G; impliziert das fiir alle A € G und alle B € M die
Aussage AN B € G.

5. Schritt. Wir setzen:

Gy ={BeG|VAeG: ANBe€gG}

Dann ist Gy ein Dynkin-System iiber 2 mit M C Gs.
Der Beweis hierzu dhnelt ein wenig dem Beweis im 3. Schritt:

Es gilt 0 € Gy, dafiir alle A€ G gilt: ANP=0¢cG.

Es sei B € G5 gegeben. Dann folgt fiir alle A € G mit Hilfe des 1. Schritts:
ANB°=A\(ANB)eg,

da AN B € G wegen B € G,. Dies impliziert B¢ € G,.

Ist (By)nen eine Folge paarweise disjunkter Elemente von Gs, so folgt fiir alle A € G:

AnlJB.=JAnB,) g,

neN neN

denn die Mengen A N B,, n € N, sind paarweise disjunkte Elemente von G. Wir
schlieen: |, .y Bn € Go.

M C G, ist klar nach dem vierten Schritt.



6. Schritt. Wie im 4. Schritt folgt G, = G, also ist das Mengensystem G durchschnittsta-
bil.

7. Schritt. Jedes durchschnittstabile Dynkin-System ist eine o-Algebra. Insbesondere ist
g eine o-Algebra.

Beweis hierzu: Es sei G’ durchschnittstabiles Dynkin-System. Weil G' als Dynkin-System
die leere Menge als Element enthélt und abgeschlossen unter Komplementbildung ist, bleibt
nur zu zeigen, dass G’ auch abgeschlossen unter abzihlbarer Vereinigungsbildung ist. Hierzu
sei (A, )nen eine Folge von Elementen von G'. Wir setzen fiir n € N:

B, = A, [ A,

m<n

Dann gilt B,, € G’, weil G’ durchschnittstabil und abgeschlossen unter Komplementbildung
ist. Nun sind die B,,, n € N, paarweise disjunkt, und es gilt

Ua.=JB.€g"

neN neN

Das Mengensystem G’ ist also in der Tat abgeschlossen unter abzahlbarer Vereinigungsbil-
dung.

8. Schritt. Aus M C G folgt (M) C G, weil G nach dem 7. Schritt eine o-Algebra ist
und (M) die kleinste o-Algebra ist, die M umfafit. Weiter wissen wir G C D, weil G das
kleinste Dynkin-System ist, das M umfaft. Es folgt die Behauptung: (M) C D.



