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1. Zeigen Sie, dass die Funktion

f : R → R; x 7→

{
x2 sin( 1

x
) , falls x ∈ R \ {0}

0 , falls x = 0

überall differenzierbar ist und dass ihre Ableitung f ′ im Punkt 0 nicht stetig
ist.

2. Sei f : R → R eine stetige Funktion mit f(0) = 0, die zudem im Punkt 0
differenzierbar sei mit Ableitung f ′(0) > 0.

(a) Zeigen Sie, dass ϵ > 0 existiert, so dass f(x) > 0 für alle x ∈ (0, ϵ] und
f(x) < 0 für alle x ∈ [−ϵ, 0).

(b) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass f im Allgemeinen jedoch nicht
lokal monoton ist, d.h. es existiert im Allgemeinen kein ϵ > 0, so dass
f
∣∣
[−ϵ,ϵ]

: [−ϵ, ϵ] → R monoton ist.

3. Betrachten Sie eine auf einem Intervall I ⊆ R definierte Funktion g : I → R
und beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist g monoton, aber nicht streng monoton, dann existiert ein (nicht zu
einem Punkt entartetes) Teilintervall J ⊆ I, auf dem g konstant ist.

(b) Ist g zudem differenzierbar mit entweder g′(x) ≤ 0 oder g′(x) ≥ 0 für alle
x ∈ I und g′(x) = 0 nur für endlich oder abzählbar unendlich viele Punkte,
dann ist g streng monoton.

4. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte auf direktem Wege oder mit Hilfe der
L’Hospitalschen Regel.

(a) lim
x→0

sin(x)

x
(b) lim

x→0

1− cos(x)2

x2
(c) lim

x→0
xa ln(x) , a > 0


