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1. Wir zeigen die Aussage durch Induktion.
n =1:In diesem Fall ist die Aussage offenbar erfiillt, denn

Y =1"=1= é1(1+1)(2+1).
k=1

n — n+1: Angenommen > k? = ¢n(n+1)(2n+1) (*) ist fir ein beliebiges
n € N erfiillt, dann folgt
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2. (a) Offenbar gilt fir n € N, dass Ve NGl Aus der Vor-

lesung ist bekannt, dass die Exponentialfunktion (*) und die Wurzelfunktion
(**) stetig sind (- bei der Wurzel folgt das z.B. aus Aufgabe 2 von Blatt 3 —)
sowie, dass (+) eine Nullfolge ist. Somit folgt,
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wobei bei der zweiten Folge die Rechenregeln fiir Grenzwerte verwendet wurden.
Damit lésst sich die Rechenregel fiir Quotienten von Grenzwerten anwenden und
es folgt:



(b) Fir n € N gilt

5 1. = .2
¢
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20n° +4n?  n®(20 +41) - 24

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass >~ 2 (absolut) konvergiert und somit

offenbar auch Y ° | 2. Folglich konvergiert Y > 2%23‘)1?2 nach dem Majoran-
tenkriterium.

(c) (ii) Sei a, == Y p_; ¢, dann gilt |ap1 — an| = 5 < +. Die Folge (a,) (,
bzw. die harmonische Reihe,) divergiert jedoch geméfl Vorlesung.

Die Aussage ist folglich falsch.

. Fir z € C ist die Reihe Y 7 2" eine Potenzreihe mit konstanten Koeffizienten
a, = 1 fiur alle n € Ny. Wegen lim sup W = 1 folgt mit Cauchy-Hadamard,
dass der Konvergenzradius R = 1 ist. Also konvergiert die Reihe absolut fiir
alle z € C mit |z| < 1 und divergiert fiir alle z € C mit |z| > 1. Weil fiir z € C
mit |z| = 1 die Folge (2™) keine Nullfolge ist, ist die Reihe auch dort divergent.

. (b) i) Da konstante Funktionen stetig sind, ist f in allen Punkten R\ {0} stetig.
In 0 ist f jedoch unstetig, denn (%) ist eine Nullfolge und es gilt f (%) =1 fur
alle n € N aber f(0) = 0. Also konvergiert f(2) nicht gegen f(0).

ii) Die angegebene Funktion g ist konstant auf {x € R : 2 < 0} und damit dort
stetig. Die Funktion R — R;z + 2 ist stetig und streng monoton steigend.
Nach einem Resultat der Vorlesung ist die Umkehrfunktion /x auch stetig.
Also ist auch die Funktion exp(v/z + 1) als Komposition stetiger Funktionen
stetig. Weiter ist die Funktion h : R — R;z — xexp(v/x + 1) als Produkt
stetiger Funktionen stetig. Wegen g(z) = h(z) fir x > 0, folgt, dass g auch
auf {z € R : z > 0} stetig ist. Es bleibt die Stetigkeit in 0 zu prifen. Es gilt
h(0) = 0. Die Stetigkeit von h in 0 impliziert, dass wir fiir jedes € > 0 ein § > 0
finden, so dass |h(x)| < € fir x € R mit |z| < §. Wegen |g(z)| < |h(x)]| folgt,
dass g auch in 0 stetig ist.

. (b) Es sei eine stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] gegeben. Wir betrachten die
Funktion ¢ : [0,1] — R;z — f(z) — 2. Als Summe zweier stetiger Funktionen
ist g selbst stetig. Wegen 0 < f(x) <1 fiir alle z € [0, 1], folgt g(0) = f(0) >0
und ¢g(1) = f(1)—1 < 0. Der Zwischenwertsatz impliziert, dass ¢ eine Nullstelle
hat, also dass xg € [0, 1] existiert mit g(z¢) = 0. Es folgt, dass f(zy) = zo und
xo somit ein Fixpunkt von f ist.

. (b) i) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir jede komplexe Zahl z € C mit
|z| < 1 die Folge (a,)nen mit a, := 2™ eine Nullfolge ist. Insbesondere gilt fiir
jedes z € [0,1), dass (f.(x)) eine Nullfolge ist. Dies zeigt, dass (f,)nen punkt-
weise gegen die Nullfunktion konvergiert. Um einzusehen, dass die Konvergenz
nicht gleichméfig ist, werden wir zeigen, dass fiir jedes N € N ein zx € [0, 1)
existiert, so dass fy(zy) > % gilt. Dies folgt direkt aus der Stetigkeit der Funk-
tion gy : [0,1] — [0, 1];2 — 2. (Die Stetigkeit von Polynomfunktionen wurde
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in der Vorlesung bewiesen.) Es gilt somit lim, ,; gy(z) = gn(1) = 1. Insbe-
sondere existiert zy € [0,1) mit gy(xy) > % Wegen gnljo1) = fn folgt die
Behauptung.

ii) Fir b = % ist die Funktionenfolge gleichméfig konvergent gegen die Null-
funktion. Denn fiir jedes € > 0 existiert ng € N, so dass 0 < f,,(3) < € fiir alle
n > ng. Weil fiir jedes n € N ist die Funktion f, : [0,1) — R streng monoton
wachsend ist, folgt 0 < f,(z) < e fiir alle z € [0, 3) und n > ny.

(a) Nach Definition gilt e* = >"° i—’: Fir > 0 folgt e* > 1+ 2 + % und
damit auch % > 3. Also % > N fiir alle N € N und x > 2N. Es folgt
limg o % = +00.

(b) Der natiirliche Logarithmus In : (0,4+00) — R ist definiert als die Um-
kehrfunktion der Exponentialfunktion. Insbesondere ist In streng monoton
steigend und es gilt In(z) < —1 fir z < 1. Es folgt # < —N fir alle

N € Nund z < min{2, &+ }. Also lim,_,g mg(f) = —00.




