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9.1. Beweise die Sobolev-Ungleichung (Satz 6.15) für p = 1 < n ∈ N auf Funktionen aus
C1

0(Rn). D.h., führe Schritt 1 des Beweises für beliebiges n durch.

9.2. Sei Ω ⊂ Rn offene Menge und 1 6 p < q < r 6 ∞. Beweise, dass für alle f ∈
Lp(Ω) ∩ Lr(Ω) gilt:

(a) f ∈ Lq(Ω).

(b) Es existiert C = C(p, q, r) > 0, sodass

‖f‖Lq(Ω) 6 C‖f‖1−θ
Lp(Ω)‖f‖

θ
Lr(Ω) mit θ :=


r(q − p)
q(r − p)

, r 6=∞;

1− p

q
, r =∞

∈ (0, 1) gilt.

Hinweis: Für α > 0 betrachte Aα :=
{
x ∈ Ω :

∣∣f(x)
∣∣ > α

}
. Finde den optimalen Wert

von α.

9.3. Beweise die folgenden Korollare aus Satz 6.15 (Sobolev-Ungleichung):

(a) Für 1 6 p < n und p 6 q 6 p∗ =
np

n− p
aus u ∈ W 1,p(Rn) folgt u ∈ Lq(Rn). Es

existiert C(n, p, q) > 0, sodass

‖u‖Lq(Rn) 6 C(n, p, q)‖u‖W 1,p(Rn)

für alle u ∈ W 1,p(Rn) gilt.

(b) Für alle k ∈ N gilt: aus u ∈ W k+1,p(Rn) folgt u ∈ W k,p∗(Rn).

Besprechung: Am Montag, den 14. 1. 2019.


