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4.1. Seien n ∈ N, α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 , |α| :=

∑n
j=1 αj und l ∈ N0. Für (x, t) ∈ Rn+1

und R > 0 sei u eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung ut −∆xu = 0 auf

ZR(x, t) :=
{

(y, s) : |x− y| < R, s ∈ (t−R2, t)
}
.

Beweise, dass es ein Cα l ∈ (0,∞) unabhängig von (x, t, R, u) existiert, sodass

sup
{∣∣∂lt∂αxu(y, s)

∣∣ : (y, s) ∈ ZR/2(x, t)
}
6 Cα lR

−|α|−2l−n−2
∫
ZR(x,t)

∣∣u(y, s)
∣∣ dy ds (1)

erfüllt ist, wobei
∂αxu = ∂α1

x1
∂α2
x2
· · · ∂αn

xn u

gilt.
Hinweis: Beginne mit dem Fall R = 2 und führe eine glatte Funktion ũ ein, die mit u auf
Z1(x, t) übereinstimmt, aber einen kompakten Träger in Z2(x, t) hat. Welche Gleichung
löst ũ?

4.2. Sei f ∈ C1(R) eine periodische Funktion, d.h., es existiert ein L > 0, sodass
f(x + L) = f(x) für alle x ∈ R gilt. Sei u eine Lösung des Anfangswertproblems für
die Wärmeleitungsgleichung{

ut = ∆xu für alle (x, t) ∈ R× [0,∞)

u(x, 0) = f(x) für alle x ∈ R

auf R× [0,∞). Beweise, dass es ein M ∈ R existiert, sodass

lim
t→∞

u(x, t) = M für alle x ∈ R

gilt. Beweise ferner, dass es ein C > 0 existiert, sodass

sup
x∈R

∣∣u(x, t)−M
∣∣ 6 Ct−1/2 für alle t ∈ (0,∞)

gilt.

4.3. Seien Rn
+ := Rn−1 × (0,∞), Q ∈ R eine Konstante und f ∈ C0(Rn

+) ∩ L∞(Rn
+) mit

f(x̃, 0) = Q für alle x̃ ∈ Rn−1. Finde eine Formel für die Lösung u ∈ C2
(
Rn

+ × (0,∞)
)
∩

C0
(
Rn

+ × [0,∞)
)
des Anfangsrandwertproblems
ut = ∆xu für alle (x, t) ∈ Rn

+ × (0,∞)

u(x, 0) = f(x) für alle x ∈ Rn
+

u(x̃, 0, t) = Q für alle x̃ ∈ Rn−1 und t ∈ [0,∞).

Besprechung: Am Montag, den 19. 11. 2018.


