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7.1. Sei u eine harmonische Funktion in einem einfach zusammenhängenden Gebiet Ω ⊂
R2 mit glattem Rand ∂Ω.

(a) Beweisen Sie die Existenz einer konjugiert harmonischen Funktion v in Ω, die die
Cauchy-Riemann-Gleichungen

ux = vy, uy = −vx

erfüllt.

(b) Beweisen Sie, dass auf ∂Ω

du

dn
=

dv

ds
,

dv

dn
= −du

ds

gilt, wobei n der äußere Normaleneinheitsvektor und s der Tangentialvektor im
Gegenuhrzeigersinn zu ∂Ω sind.

(c) Finden Sie, wie das Neumann-Problem für ∆u = 0 in das Dirichlet-Problem für
∆v = 0 (und umgekehrt) umgewandelt werden kann.

7.2. Sei das Newton-Potential einer Dichte ρ ∈ L1(R3) durch

Vρ(x) :=

∫
R3

ρ(y)

|x− y|
dy

gegeben.

(a) Beweisen Sie, falls ρ einen kompakten Träger hat und M :=
∫
ρ(x) dx 6= 0 gilt, die

asymptotische Formel

Vρ(x) = M |x− z|−1 + o
(
|x− z|−1

)
für große |x|, wobei

z :=
1

M

∫
R3

xρ(x) dx

der Massenmittelpunkt von ρ ist.

(b) Bestimmen Sie V1BR(0)
für R > 0.

7.3. Sei Ω ein beschränktes Gebiet in R2 und a, b, c, d, e stetige Funktionen auf Ω mit
ac− b2 > 0, a > 0. Beweisen Sie, dass für jede Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) der Differenti-
algleichung

Lu := auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy = 0

das Maximumprinzip
max

Ω
u = max

∂Ω
u



gilt.
Hinweis: Beweisen Sie zuerst das Maximumprinzip für die Lösungen von Lu > 0. Zeigen
Sie dafür, dass in jedem Maximumpunkt in Ω die Ungleichungen

uxxuyy − u2
xy > 0, uxx 6 0, uyy 6 0

gelten müssen. Dann betrachten Sie für ε,M > 0 und (x0, y0) ∈ R2 \ Ω die Funktion

u+ εv mit v(x, y) := exp
(
M
(
(x− x0)2 + (y − y0)2

))
.
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