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Ubungsblatt 7

7.1. Sei u eine harmonische Funktion in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet €2 C
R? mit glattem Rand 0.

(a) Beweisen Sie die Existenz einer konjugiert harmonischen Funktion v in Q, die die
Cauchy-Riemann-Gleichungen

Up = Vy, Uy = —Uy
erfullt.

(b) Beweisen Sie, dass auf 02
du dv dv du

dn — ds’  dn ds
gilt, wobei n der dufsere Normaleneinheitsvektor und s der Tangentialvektor im
Gegenuhrzeigersinn zu 0f2 sind.

(c) Finden Sie, wie das Neumann-Problem fiir Au = 0 in das Dirichlet-Problem fiir
Av = 0 (und umgekehrt) umgewandelt werden kann.

7.2. Sei das Newton-Potential einer Dichte p € L'(R?) durch

V() ::/R p(y) dy

s |z —yl

gegeben.

(a) Beweisen Sie, falls p einen kompakten Triger hat und M := [ p(z)dz # 0 gilt, die
asymptotische Formel

Vo(z) = M|z — 2|+ o(|z — 2| ")

fiir grofse |z|, wobei

der Massenmittelpunkt von p ist.

(b) Bestimmen Sie V1, fiir R > 0.

7.3. Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R? und a, b, ¢, d, e stetige Funktionen auf Q mit
ac —b* > 0, a > 0. Beweisen Sie, dass fiir jede Losung v € C?(Q2) N C°(Q) der Differenti-
algleichung

Lu := atgy + 20Ugy + Cliyy + du, + eu, =0

das Maximumprinzip

max U4 = max u
Q 0



gilt.
Hinweis: Beweisen Sie zuerst das Maximumprinzip fiir die Losungen von Lu > 0. Zeigen
Sie dafiir, dass in jedem Maximumpunkt in 2 die Ungleichungen

2
Uy lyy — U

Ty > 07 Ugz < 07 Uyy < 0

gelten miissen. Dann betrachten Sie fiir &, M > 0 und (zg,%0) € R?\ Q die Funktion
u+ev  mit  v(z,y) = exp <M((x —20)* + (y — y0)2)>.

Besprechung: Am Montag, den 11.12.2017.



