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3.1. Für konstantes c > 0 betrachten Sie die partielle Differentialgleichung

u2x + u2y = c−2

mit einer Anfangskurve

Γ : x = f(s), y = g(s), z = h(s).

(a) Beweisen Sie, dass es keine reelle Lösung u durch Γ existiert, falls
c2(h′)2 > (f ′)2 + (g′)2 gilt.

(b) Finden Sie alle Lösungen des Anfanswertsproblems mit

f(s) := cos s, g(s) := sin s, h(s) := 0, s ∈ [0, 2π).

3.2. SeiH(x1, . . . , xn, t, p1, . . . , pn) eine vorgegebene Funktion. Betrachten Sie die partielle
Differentialgleichung

F =
∂u

∂t
+H

(
x1, . . . , xn, t,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0

(Hamilton–Jacobi–Gleichung) für u = u(x1, . . . , xn, t). Leiten Sie die charakteristischen
Gleichungen

dxi
dt

= Hpi ,
du

dt
=

n∑
i=1

piHpi −H,
dpi
dt

= −Hxi
(1)

her.
Wir führen jetzt die Funktionen vi := dxi/dt und L := du/dt ein und verwenden die
ersten n + 1 Gleichungen in (1), um pi und L als Funktionen von x1, . . . , xn, t, v1, . . . , vn
auszudrücken. Zeigen Sie, dass dann die Gleichungen

Lvi = pi, Lxi
= −Hxi

(2)

erfüllt sind. Zeigen Sie ferner, dass

d

dt
Lvi − Lxi

= 0, i = 1, . . . , n.

Das sind die Euler–Lagrange–Gleichungen für die stationären Funktionen des Funktionals
(Wirkungsfunktional) ∫

L(x1, . . . , xn, t, dx1/dt, . . . , dxn/dt)dt.

3.3. (a) Beweisen Sie, dass die allgemeine Lösung der Gleichung

uxy = 0

durch u(x, y) = F (x)+G(y) gegeben ist, wobei F und G zwei beliebigen Funktionen
sind.



(b) Für θ ∈ [0, π) sei γ eine Gerade gegeben durch γ(s) = (s cos θ, s sin θ), s ∈ R.
Seien ferner h, φ, ψ glatte Funktionen auf R. Welche Bedingungen müssen θ, h, φ, ψ
erfüllen, damit das Cauchy-Problem{

uxy = 0,

(u, ux, uy)
(
γ(s)

)
= (h, φ, ψ)(s)

eindeutig lösbar wird?
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