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12.1. Beweisen Sie, dass jede beschränkte Folge (hn)n∈N in einem separablen Hilbertraum
H eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

Hinweis: Sei (ej)j∈N eine Orthonormalbasis für H.

(a) Beweisen Sie Existenz einer Teilfolge (hnm)m∈N, sodass für alle j der Limes
aj := limm→∞〈ej, hnm〉 existiert.

(b) Beweisen Sie, dass
∑∞

j=1 |aj|2 konvergiert.

(c) Beweisen Sie, dass (hnm)m∈N gegen h :=
∑∞

j=1 ajej ∈ H schwach konvergiert.

12.2. Sei Ω ∈ Rd ein Gebiet mit endlicher Breite δ(Ω) < ∞. Sei V ∈ L∞(Ω) eine
nichtnegative Funktion und f ∈ L2(Ω). Beweisen Sie, dass das Dirichletproblem für die
Gleichung

−∆u+ V u = f

eine eindeutige schwache Lösung u besitzt, d.h. es existiert genau ein u ∈ H1
0 (Ω), sodass∫

Ω

(∇h)(x) · (∇u)(x) dx+

∫
Ω

V (x)h(x)u(x) dx =

∫
Ω

h(x)f(x) dx

für alle h ∈ H1
0 (Ω) gilt.

Besprechung: Am Montag, den 5. 02. 2018.


