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1 Grundlagen

1.1 Aussagenlogik

Axiom 1.1. Eine (mathematische) Aussage A ist die Schilderung eines Sach-
verhalts, welchem entweder der Wahrheitswert wahr (w) oder falsch (f) zu-
kommt (Bivalenzprinzip, zweiwertige Logik).

Definition 1.2. Sei A eine Aussage. Durch B < A wird die Aussage B
eingefiihrt, die zu A per Definition identisch ist. So kénnen wir, insbesondere,
neue Begriffe einfiihren.

Beispiel 1.3. 1. A; :<“Nach Dienstag kommt Mittwoch” (w);
2. Ay i< “Alle Menschen sind blond” (f);
3. Aj <= “Dieser Satz ist falsch” (Keine Aussage, Liigner-Paradox).

Definition 1.4 (Verneinung, Negation). Sei A eine Aussage. Das Gegenteil
von A, = A (“nicht A”) definieren wir durch die Wahrheitstabelle:

Al -4
“w | f
e

Sprechweise: -4 = “Es ist nicht richtig, dass A gilt”.

Durch Verkniipfungen (Junktoren) kénnen wir aus 2 Aussagen eine neue
Aussage bilden:



Definition 1.5. Seien A, B Aussagen. Wir fithren
1. “und”-Verkniipfung, Konjunktion: AA B,
2. “oder”-Verkniipfung, Disjunktion: Av B;

3. Implikation: A = B, B < A, “A ist hinreichend fiir B”, “B ist notwendig
fiir A7, “wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr”;

4. Aquivalenz: A < B, “A ist notwendig und hinreichend fiir B”, “A ist
genau dann wahr, wenn B wahr ist”

folgendermaflen ein:

A|B|AAB| AVvB | A=>B| A<= B
w | w w w w w
w | f| f w f /
flw]| f w w /
Firl r / w w

Bemerkung 1.6. Fiir jede Aussage A gilt:
1. Ausgeschlossener Widerspruch: (A (-=A4)) < f.

2. Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten: (Av (-A)) < w.
3. Aus Falschem folgt Beliebiges: (f = A) < w.
Beispiel 1.7. Im Beispiel gilt:
1. =A; < “Nach Dienstag kommt nicht Mittwoch” (f);
2. = Ay < “Es gibt Menschen, die nicht blond sind” (w);

Definition 1.8. Wenn nicht durch Klammerung eindeutig gemacht, gilt fol-
gende Prioritdt der Verkniipfungen:

1. - (Negation);

2. A (Konjunktion);

w

. v (Disjunktion);

W

. = (Implikation);

5. < (Aquivalenz).



Beispiel 1.9. Seien A, B, C Aussagen. Die Aussage
(AA-B=C) < ((An(-B)) =C)
ist immer wahr, aber die Aussage
(AA-B=C) = (An(~(B=0)))

ist falsch fiir 4 < w.

Bemerkung 1.10. Die Aussagen, die andere Aussagen als Parametern ent-
halten, aber fiir alle Werte von denen wahr sind (so ist die erste Aussage in
Beispiel aber nicht die zweite) heiflen Tautologien oder allgemein giiltigen
Aussagen.

Bemerkung 1.11. Alles was im weiteren als Satz oder Lemma bezeichnet
wird, ist aus logischer Sicht eine allgemein giiltige Aussage. Der Prozess, der
die Wahrheit einer solchen Aussage nachweist, heifit Beweis. Im Allgemeinen
konnen aber nicht alle allgemein giiltigen Aussagen mit logischen Mitteln
(durch sogenannten Schlussregeln) bewiesen werden!

Lemma 1.12. Seien A, B, C (beliebige) Aussagen. Dann sind die folgenden
Aussagen immer wahr (tautologisch):

1. ANB< BAA, AvB < Bv A (Symmetrie von A und V);
2. (A= B) < (A=B)A(B=A));

3. (A= B) < (-B = -A) (Kontraposition);

4. ~(-A) = A

5. (AAB)AC <= AN (BAC) < AnBAC (Assoziativitidt von A);
(AvB)vC <= Av (BVvC(C) <: AvBvC(C (Assoziativitit von v).

Beweis: Zu Bt
A|B|A=B|-B|-A|-B=>-A| (A= B) < (-B=>-A)
w | w w f f w w
w | f f w | f f w
flw w fl w w w
flrf w w | w w w

Der Rest ist analog: Ubung! O



Beispiel 1.13 (Beweismethoden). Sei die Aussage A wahr. Wir wollen be-
weisen, dass die Aussage B auch wahr ist. Es stehen (unter anderem) folgende
Beweismethoden (Schlussregeln) zur Verfiigung:

1. (direkt): Erkenne, dass A = B wahr ist.
2. (per Widerspruch): Erkenne, dass -B = -.A wahr ist.

3. (per Widerspruch): Erkenne, dass -B A A falsch ist.

Satz 1.14 (Transitivitét der Implikation und Aquivalenz). Fiir alle Aussagen
A, B, C sind die Aussagen

. ( A=B)A(B=C)=(A=0C)
2. (AeB)A(BeC)=> (A=)
immer wahr.
Beweis: Durch Wahrheitstabellen. [
Definition 1.15. Durch B := A wird Symbol B fiir Objekt A eingefiihrt.

Definition 1.16 (Quantoren). Folgende Symbole werden im Weiteren oft
verwendet:

V = “fiir alle”;
3 := “es existiert (mindestens) ein(e)”;
3; := “es existiert genau ein(e)”;

= “gilt” bzw. “so dass”.

Definition 1.17. Sei A(x) eine Aussage, die von einem Parameter x abhéingt.
Es gelten folgende Verneinungsregeln:

1 ~(Vz: A(z)) < (3 -A(x));
2. =(3z: A(z)) = (Vo : -A(z));

Ubung 1.18. Sei A(z,y) eine Aussage, die von zwei Parametern z und y
abhéngt.

1. Verneinen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Vo Jy: A(z,y);
(b) 3z Vy: A(z,y).
2. Welche der zwei Aussagen
B:< (Vx Jy - A(x,y)) und C:< (Ely Vo : A(a?,y))

impliziert die andere?



1.2 Mengen, Relationen, Funktionen

Axiom 1.19 (“Naives Axiom” von Cantor). Eine Menge ist eine Zusam-
menfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen (Reihenfolge irrelevant!).

Definition 1.20. Seien M, M’ Mengen.

1. Element sein: x € M :< Objekt x liegt in Menge M.
Verneinung: x ¢ M < —(z € M).

2. Teilmenge:
M’ c M <= M’ ist eine Teilmenge von M <= Vxe M':xe M.
Verneinung: M’ ¢ M <> ~(M' c M).
Obermenge: M o> M’ < M'c M.

3. Gleichheit von Mengen: M = M' < (M c M')A (M’ c M);
4. Ungleichheit von Mengen: M #+ M' < (M = M');
5. Echte Teilmenge: M' G M <> (M'c M)A (M + M'").

Ubung 1.21. Seien M, M’ Mengen. Beweise Aquivalenz der folgenden drei
Aussagen:

1. M'"¢ M;
2. (M'c M)A (M ¢ M');
3. (M'cM)A(FzeM:x¢ M.
Beispiel 1.22. Betrachte die Menge der lateinischen Buchstaben
L:={a)b,....,2,A,B,...,Z}

(die rechte Seite gibt eine “aufzéhlende” Bezeichnung der Menge an). Die
Menge der lateinischen Buchstaben im Wort “Mathematik” ist

M := {a,M,t,h,e,m,i,k} = {.Cﬁ elL: A(LC)},
mit der Aussage
A(x) < Buchstabe x kommt in “Mathematik” vor.

Definition 1.23. Seien M, N Mengen. Wir definieren:

1. Leere Menge: @& = Menge, die keine Elemente enthélt;

b}



7.

Schnitt: MnN:={x:xeMnAxeN};
Vereinigung: MU N :={x:xe MvxeN};
Differenz: M~ N:={xeM:x¢ N},

. Wird M als Universum betrachtet (d.h. es kommen nur Teilmengen von

M in gewissem Kontext infrage), so wird N¢:= M\ N Komplement von
N in M genannt;

Kartesisches Produkt: M x N := {(m,n) :me M ane N} ist die Menge
aller geordneten (d.h. die Reihenfolge ist wichtig!) Paare. Insbesondere,
fiir M+ N gilt M x N+ N x M.

Potenzmenge von M: 2M := (M) := {L Menge: L c M }.

Beispiel 1.24.

1.

2.

3.

4.

V Mengen M gilt: @ c M.
Beweis: Die Aussage Yx € @:x € M ist immer wahr. [

V Mengen M gilt: @ + P (M) > {@, M}.
{a,b,c} x{a,d} = {(a,a), (a,d), (b,a),(b,d),(c,a),(c, d)}
P2(2)={2}; 2({a}) ={2.{a}}.

Lemma 1.25 (Rechenregeln fiir u and n). Seien L, M, N Mengen. Es gelten

1.

2.

Kommutativitit: MnN=NnM; MuN =N uM;

Assoziativitit: Ln(MnN)=(LnM)nN=LnMnN;
Lu(MuN)=(LuM)uN=LuMUuUN;

Idempotenz: M nM =M = M u M;

Distributivitit: Lo (M UuN)=(LnM)u(LnN);
Lu(MnN)=(LuM)n(LUN);

de Morgan-Regeln: Sei M Universum, seien L, N c¢ M. Dann gelten
(LnN)e=LeuN¢und (LuN)¢=Len Ne.



Beweis: Wir kénnen alle Aussagen des Lemmas aus den entsprechenden Re-
geln fiir die Junktoren v, A, - und Definition herleiten. Zum Beispiel, die
1. de Morgan-Regel: Es gilt

Def. [1.23l2]

~(zreLnN) < ~(reLazeN)
-(AAB)<=-Av-B
(A=) x¢Lva¢N (L.1)
PLEIE Levae N

Folglich gilt
(LN N)° Def’{x eM:-~(zeLnN)}
{reM:zelvaeN} Dt L23E re ) e,

Der Beweis der restlichen Aussagen des Lemmas ist eine gute Ubung. [
Definition 1.26. Seien L, M Mengen, [ € L, m € M.

1. R ist eine Relation auf L, M < Rc Lx M.

2. lund m erfiillen R < [Rm <= ([,m)eR.

3. Inverse Relation zu R: R':={(m,l) e M x L: (I,m) e R}.

Beispiel 1.27. Seien L := M := {a,b,c}. Die Relation “kommt frither im
Alphabet als” ist durch

R := {(a, b), (a,c), (b, c)}

gegeben. Dann ist R~! = {(b, a),(c,a),(c, b)} die Relation “kommt spéter im
Alphabet als”.

Definition 1.28. Sei M Menge und < eine Relation auf M (d.h. auf M, M).
1. < heit Ordnungsrelation :<> es gelten

(a) Reflexivitét:
Vme M :m=<m;

(b) Transitivitét:
Vmy,mo,m3 € M : (mq <mag) A (g <mz) = my <ms;
(c¢) Antisymmetrie:

le,mg eM: (m1 < TI’LQ) A (m2 < ml) = mq = Ma.



Dann heifit (M, <) teilweise geordnete Menge.

2. Eine teilweise geordnete Menge heifit
(vollstindig oder total) geordnet, wenn zudem gilt:

Vmy,mg € M :(my <ms) Vv (mg <my),
d.h. zwei beliebigen Elemente sind stets vergleichbar.
Beispiel 1.29. Sei M Menge.
1. (9’ (M), c ) ist teilweise geordnet, aber nicht vollstindig.
2. ¢ ist keine Ordnungsrelation auf & (M).
3. Spater kommt: (R, <) ist vollstdndig geordnet.

4. Im Beispiel haben wir keine Ordnungsrelation definiert, aber “steht
frither oder an der gleichen Stelle im Alphabet als” wire eine. (Geben
Sie sie explizit an!)

Definition 1.30. Sei M Menge und ~ eine Relation auf M.
1. ~ heifit Aquivalenzrelation < es gelten

(a) Reflexivitét:
VYmeM:m~m;

(b) Transitivitét:
Vmy,ma,ms € M : (my ~mgy) A (mg ~mg) = my ~ms;
(c) Symmetrie:
Vmy,mg € M : (my ~msg) < (mg ~myq).
2. Sei m e M. Die Aquivalenzklasse von m (beziiglich ~) ist
[m]:=={m' e M:m'~m}c M.
Es gilt immer [m] # @, da wegen Reflexivitiat m € [m] gilt.
3. m/ e M ist ein Reprasentant von [m] < m'e[m].
4. (M]~):= {[m] im e M} heiit Quotientenmenge von M.

Beispiel 1.31.



1. Gleichheit von Elementen ist eine Aquivalenzrelation:
=:={(m,m):meM}cMxM;
YmeM:[m]={m};
(M/=)={{m}:meM}.

2. Sei M :={a,b,c,d}. ~ :=“hat selbe Anzahl von Elementen wie” ist eine
Aquivalenzrelation auf & (M). VL c M gilt

[L]={L'c M: L hat gleich viele Elemente wie L}.

Lemma 1.32. Sei M Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und my,ms €
M. Dann gilt entweder [m1] = [ma] < (my ~ my) oder [mi]n[ms] = @ <
my ¢ my = =(my ~my).

Beweis:
(1) [m1] =[m2] 2 mg = my € [m1] = mg ~my.

(ii) Gelte my ~mo.
. Transitivitéat
Sei mj e [my] =mi~my = mi~my=mle[me] =[m]c
[m2]. Vertauschen wir 1 und 2, so folgt [ms] c [mq]. Folglich gilt [m;] =
[ma].
D.h. my ~ my = [my] = [ma2].

(i) A (ii) < (m1 ~mg < [mq] = [m2]) (Siehe Lemma [1.12]2)).

] Transitivitat

(iii) Sei m € [my]n[m (m1 ~m)A(m~my) = my~my Dh.

my ¢ my = [m1] n[my] =@ (Siehe Lemma [1.12][3).
(iv) Da stets [m] # @, gilt [mq]n[mz] = @ = [m1] # [m2]. Negation von (ii)
ergibt [my] # [ma] = my ¢ ma. Also gilt [mq] n[ma] =@ = my ¢ ms.

(iii) A (iv) & my tmg < [m]n[me]=2. O

Definition 1.33 (Beliebige Vereinigungen und Schnitte). Sei J # @& eine
Menge (“Indexmenge”) und Vj € J sei M; eine Menge.

1. UM;:={m:3jeJ mit me M;}.

jeJ

2. NM;:={m:VjelJ gilt meM,}.

jeJ



3. Disjunkte Vereinigung: Die Menge von Mengen {M; : j € J} heifit
paarweise disjunkt <> Vj, 5" € J mit j # j’ gilt M; n Mj = @.

In diesem Fall schreiben wir U M; := U M;.
jedJ jeJ

Korollar 1.34 (zu Lemma [1.32). Sei ~ Aquivalenzrelation auf Menge M.

Dann gilt die disjunkte Zerlegung in Aquivalenzklassen: M = U [m].
[m]eM/~

Definition 1.35 (Funktion). Seien X, Y Mengen.

1. f ist eine Funktion/Abbildung von X nach Y :< f ist eine Regel, die
jedem x € X genau ein y € Y zuordnet.
Schreibweise: f: X =Y, f:zmy.

2. Seien f, g zwei Funktionen von X nach Y. Wir definieren:
(a) Ve e X: f(z):=y;
(b) Definitionsbereich von f: 2(f) = X;
(¢) VD c X : Bild von D unter f:
f(D):= {er:EIa:EDmit f(:v):y};
(d) Wertebereich von f := f(X);
(e) Gleichheit von Funktionen: f =g < (V:z: eX: f(z)=g(x)).

Bemerkung 1.36. Die Gleichheit zweier Funktionen ist nach unsere Defi-
nition nur dann moglich, wenn ihre Definitionsbereiche gleich sind.

Definition 1.37. Sei f: X - Y.
1. f ist injektiv <> Vye f(X) Jyz e X mit y = f(z).
2. fist surjektiv <= f(X)=Y.
3. fist bijektiv < f ist injektiv A f ist surjektiv.

Definition 1.38 (Umkehrfunktion). Sei f : X — Y bijektiv. Dann wegen
Surjektivitdt und Injektivitat Vy € Y 332 € X mit f(x) = y. Folglich ist die
Umkehrfunktion f~':Y - X, f~1:y ~ 2z wohldefiniert.

Lemma 1.39. Sei f: X - Y bijektiv. Dann ist die Funktion
(f~1)~': X - Y wohldefiniert und es gilt (f~1)-! = f.

Beweis: Ubung. [
Beispiel 1.40. Sei X Menge. Die Identitit auf X,idx: X - X, idx:x 2z
ist eine bijektive Funktion. Es gilt idy = idy.

10



Definition 1.41 (Komposition oder Verkettung von Funktionen).
Seien f: X -Y, g: P(g) > Z Funktionen mit Z(g) c Y. Dann ist go f die
Funktion mit Z(go f) := {x eX:f(x)e @(g)} und

gof:P(gof)>2Z, gof:urg(f(2)).
Lemma 1.42. Sei f: X - Y bijektiv. Dann gilt
1. flo f=1idy,
2. foft=idy.
Beweis:

1. Aus f(X) =Y = 2(f) folgt Z(f o f)=X. Ferner gilt Vo ¢ X:
(frof)@)=f(f(x)) =2

2. Analog.
m

Definition 1.43 (Urbild). Seien M, X, Y Mengen und f : X - Y eine
Funktion. Das Urbild von M unter f:

FHM) = {zeX:IyeM mit f(z) =y}
Bemerkung 1.44. Sei f: X - Y eine Funktion.
1. Die Injektivitat von f ist in Definition nicht vorausgesetzt!
2. Mnf(X)=0=f1(M)=0.
3. f injektiv = f: X — f(X) bijektiv = in der Gleichheit
£ = £ (M £(0)

kénnen wir die rechte Seite sowohl als Urbild im Sinne von Definition
1.43] als auch als Bild von f~! im Sinne von Definition betrachten!

4. Fiir alle Ac X gilt Ac f1(f(A)). Ist f injektiv, so gilt
A=f(f(A)).

11



2 Aufbau des Zahlensystems

2.1 Natiirliche Zahlen
Menge N, fiir die gelte
Axiom 2.1 (Axiomsystem von Peano).

1. N+ @ (= 3 mindestens ein Element in N. Wir bezeichnen das als 1.);
3 Funktion (Nachfolgerabbildung) v: N — N mit

2. 1¢v(N) (1 ist kein Nachfolger);
3. v ist injektiv (Eindeutigkeit des Vorgéngers);

4. YM c N gilt:
(le MAv(M)cM)=M=N

(Prinzip der vollstéindigen Induktion).
Definition 2.2. Wir definieren 2 := v(1), 3 := v(2), .... Nach Axiom [2.1]}]

werden so alle n € N mit einem Zahlensymbol erfasst.
Bemerkung 2.3. Die Axiome von Peano sind
1. vollstdndig: Alle bekannten Rechenregeln sind von denen ableitbar;
2. unabhéngig: Keines der Axiome ist aus den anderen ableitbar;
3. widerspruchsfrei.
Definition 2.4. Vk,neN
1. Addition (+):
n+1:=v(n),
n+v(k):=v(n+k);
2. Multiplikation (-):
n-1:=n, (2.3

n-v(k):=n-k+n. (2.4)

Bemerkung 2.5.

12



1. Vn,m € N erkldart die rekursive Definition [2.4[1] wegen Axiom [2.1J{]

n+2=n+v(l) v(n+1) v(v(n)),
n+3=n+v(2) y(n+2) “eleeben V(l/(u(n))),

2. Analog fiir n-m.

3. Das Multiplikationssymbol - wird meist weggelassen.

Lemma 2.6 (Rechenregeln). Vk, m,n € N sind die Addition und Multiplika-
tion

1. assoziativ: (k+m)+n=k+(m+n), (km)n =k(mn);
2. kommutativ: n+ k =k +n, nk = kn;
3. distributiv: (k+m)n = kn +mn.

Beweis: Assoziativitit von “+”: Ubung!
Wir beweisen, dass “+” kommutativ ist (dabei wird die Assoziativitit ver-
wendet).

1. Zeige Vn e N: n+1=1+n. Beweis per vollst. Induktion: Sei M := {n ¢
N:n+1=1+n}.

(a) 1e M ist wahr (“Induktionsanfang”).

(b) Sei n e M (“Induktionsannahme”), z.z.: n+1=v(n) e M (“Induk-
tionsschritt” ).

v(n)+1 v(v(n)) "M (1 +n) 1+v(n)=v(n)e M.

(@)Ab) B M = N.

2. Zeige Yn,k e N: n+k=k+n. Sei n € N fix. Beweis per Induktion nach
k:Sei K:={keN:VneNgiltn+k=~k+n}.

(a) 1€ K wegen Schritt 1.
(b) Sei ke K;zz.:v(k)=k+1eK.

nev() B o+ k) L o+ n) B ks u(n) VS ks (14 0)
* agos (k:+1)+n1/(k:)+n:>1/(k:) € K.

13



(@)a(bP2E M = N.
Fiir - alles analog. [

Definition 2.7. Vm,n € N definieren wir die Relationen auf N (und ihre
Inverse):

l.n<m:=3JdkeN:m=n+k;
2. n>m:= m<n;
. n<m:<=n<mvn=m;
4. nz2m:<=>m<n.
Lemma 2.8. Vne N~ {1}: 1<n.

Beweis: Sein e Nx{1}. Laut Def. .23k eN:n=v(k)=k+1=1+k=1<n.
[

Lemma 2.9. Vk.neN: n+n+k.
Bewess: Induktion nach n:
1. VE:1+1+k=v(k), da 1+ v(N).

2. Gelte Vk:n#n+k, zz Yk:v(n) #v(n)+k.

Per Widerspruch: Sei 3k : v(n) =v(n) + k v(n+ k). Dann gilt laut
Axiom n =n+k, Widerspruch = Vk:v(n) #v(n) + k.

Nach Axiom [2.1][4] folgt die Behauptung. [

Satz 2.10. Vm,n € N ist genau eine der Aussagen
m<n, m=n, n<m
wahr.

Beweis: Sei n € N. Setze V(n):={meN:m<n},
N(n)={meN:m>n}, und M(n):=V(n)u{n}uN(n).

1. Zeige M(n) =N.

(a) Induktionsanfang: 1 € M(n) gilt wegen {1} € M (1) oder Lemma
2.8

(b) Induktionsschritt: Sei m e M(n). Z.z.: v(m) e M(n).

14



i. Falm=n=wv(m)=n+1>n=v(m)eN(n).

ii. FallmeN(n):>EI/<:€N:m=n+k':>y(m):1/(n+k)
n+v(k)=v(m)eN(n)c M(n).

iii. FallmeV(n)=3keN:n=m+k.
A. Fall k=1=v(m)=neM(n).

B. Fall ke N\ {1} => I eN:k=Il+1=>n=m+1l+1=
v(m)+1=v(m)eV(n)c M(n).

2. Zeige M =V (n)U{n}UN(n) (paarweise Disjunktheit).

(a) Z.z. n¢V(n):
SeimeV(n):ElkeN:n:m+kLem§min.
(b) Z.z. n ¢ N(n): analog.

(¢) Zz. V(n)nN(n) =@: Ymy € V(n) Fky e N:n =my + ky; Ymg €
Lemma 2.9]

N(n) 3kaeN:mo=n+ky =>mo=mi+ki+ky = my+ms.
O
Lemma 2.11 (“Kiirzen”). Vk,n,m e N gilt:
l.n=m<en+k=m+k< nk=mk,

2. n<men+k<m+k< nk<mk.

Beweis: Ubung mit vollstéindiger Induktion nach k. [
2.2 Ganze Zahlen
Definition 2.12 (und Satz). 1. Fir (a,b), (¢,d) e Nx N sei
(a,b) ~(c,d) <= a+d=b+c.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf N x N mit Aquivalenzklassen
[(a,b)] = {(c,d) eNxN:a+d:b+c}.
Menge der ganzen Zahlen: 7 := {[(a, b)] ta,be N}.
2. Fiir [(a, b)], [(c, d)] € Z sind die Verkniipfungen

(a) Addition: [(a, b)] +7 [(c, d)] = [(a +c,b+ d)] €7,

15



(b) Multiplikation.: [(a, b)] -z [(c, d)] = [(ac +bd, ad + bc)] eZ

wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der Représentanten.
+z und -z sind assoziativ, kommutativ und distributiv (vgl. Lemma .
Zudem gilt: [(1, 1)] € Z ist neutrales Element von +z, d.h.

V[(a,b)] €Z: [(a,b)]+z [(1.1)] =[(a,b)].
Vzi= [(a, b)] €eZ gilt —z := [(b, a)] € Z ist inverses Element beziiglich +z, d.h.
[(a,b)] +z [(b,a)] = [(1,1)].
Definition 2.13. Fiir n € N seien
1ong:=[(1+n,1)]€Z, Z.:={nz:neN},
2. 07:=[(1,1)] eZ,
3. (-n)z = [(1, 1+ n)] €Z, 7Z_:= {(—n)z ‘ne N}.

Satz 2.14. 1. Die Abbildung iy : N - Z,, iy : n — ny ist eine Bijektion
und es gilt
Z=7,0{0z}UZ._.

2. Vn,m e N gilt die Vertréaglichkeit

(n+m)z=ng+zmgz und (n-m)z=ng-zmg.

3. Subtraktion: ¥zy,ze € Z sei z1 —z 73 := 21 +7 (—22). Dann gelten alle aus
der Schule bekannten Regeln fiir +7, —z und -z.

4. Y2z, 29 € Z definiert
21z INeZ, U{0}:2n=214zn

eine Ordnungsrelation auf Z und (Z,<z) ist total geordnet. Es gilt die
Vertraglichkeit:

VnmeN: ngz<zmg<sns<m.
Bemerkung 2.15.
1. Von nun an werden alle Markierungen ; weggelassen.
2. (Z,-) ist eine abelsche Halbgruppe.

3. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
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2.3 Rationale Zahlen
Satz 2.16. Sei Z* := Z ~ {0}.
1. Y(a,b),(c,d) € Z x Z* definiert
(a,b) ~q (¢,d) <= ad = be
eine Aquivalenzrelation auf Z x Z* mit Aquivalenzklassen
[(a,b)] = {(c,d) e Zx Z* : (¢,d) ~q (a,b)}.
Menge der rationlen Zahlen Q := {[(a, b)] ta€l, be Z*}.
2. Addition [(al,bl)] +0 [(ag,bz)] = [(a162 + aghy, ble)] und
Multiplikation [(al, bl)] ‘Q [(ag, bg)] = [(alaQ, blbg)] sind wohldefiniert.
3. +g und -g sind kommutativ, assoziativ und distributiv.

4. Oq = [(O, 1)] € Q ist neutrales Element von +q,
Zu jedem [(a, b)] €Q ist [(—a, b)] € Q inverses Element beziiglich +q.

5. 1g:= [(17 1)] € Qist neutrales Element von Q beziiglich -¢ und V[(a, b)] €
Q~{0g} ist [(b, a)] € @\ {0g} inverses Element beziiglich -q.
Zusammenfassung von 1. — 5.: QQ ist Korper.

6. (Q,<q) ist total geordnet, wobei
[(a1,b1)] <g [(a2,b2)] :> 3m e Ny :=Z, v {0z}, IneN:
[(a2,b5)] = [(a1,b1)] +¢ [(m,n)].

Die Ordnung ist vertriglich mit der auf Z. Die Definitionen von <q, >q,
>0 sind analog zu Def.

Definition 2.17.
1. \V/((ll,bl), (ahbg) eZ x Z* sei

[(al,bl)] -0 [(a2,b2)] = [(al,bl)] +0 [(—ag,bg)].
2. ¥(a1,br), (a1,b) € Zx Z* mit [(az,b2)] # {[(0,1)]} sei

[(a1,01)]

[(a2>b2)] Q= [(al, bl)] ‘Q [(bg,aQ)]_
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3. Fiir z € Z sei zg = [(z, 1)]

Satz 2.18. Unter Weglassung aller ¢ (ab sofort!) gilt
YaeZ, VbeZ*: %:[(a,b)],

sowie alle bekannten Rechenregeln fiir +, —, -, /, <, <, >, 2.
Lemma 2.19.

1. Die Ordnung auf Q ist Archimedisch, d.h.

Vg, r € Q mit ¢g,7 >0 IneN: g<nr.

2. Q ist dicht:
Vg,reQmit g<r I3seQ: g<s<r.

Bewezs:

1. Schreibe g = a/b, r = ¢/d mit a,b,c,d € N = Fiir n:= (a+1)d € N gilt
nr=(a+1)de/d=(a+1)c>alb=q.

2. Wihle s:=(q+1)/2 € Q. Es gelten

(@) s=q+(r-q)/2 A (r-¢)/2>0 =s>gq;
(b) r=s+(r-q)/2 A (r=q)/2>0 =1r>s.

]

Definition 2.20. 1. Sei g€ Q. (Absolut-)Betrag:

q, q20;
lq| =
-q, ¢g<0.
2. Seien ¢y, g9 € Q.
qi, q1 2 q2; . q1, g1 <qo;
max{ql,qg} = mlH{QLCIQ} =
q2, q1<q2; 42, ¢1 2 Q2.

Somit gilt |¢| = max{q,—q} > 0.
Satz 2.21. Sei K :=Q.

1. VgeK gilt ¢/ >0 und |g| =0 < ¢ = 0.
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2. Yai,q2 € K gilt |q10o| = |qu]|gal.
3. Dreiecksungleichung: ¥qi,qs € K gilt |q1 + qo| < |qu| + |q2]-
Beweis:

1. Folgt sofort aus Definition [2.20]

2. Fir j =1,2 sei ¢; = s;r; mit r; >0 und s; € {1,-1}. Dann gilt |¢;| = r;
und q1go = (S182)r1m9 mit s189 € {1,-1} und 719 2 0 = |q1qa| = 7172 =
|q1lgzl-

3. Es gilt ¢1 <|q1| A @2 <|go| = @1 + @2 <|qu| + |q2| und
~q1 < | A =qa <go = (@1 + @2) < +ga]-

Daher gilt |g1 + go| = max {q1 + g2, ~(q1 + @2) } < |aa] + |a]-

]

Satz 2.22. BceQ mit c2:=c-c=2.

Beweis:

1.

]

Vn eZ ungerade 3k €Z: n=2k-1=>n?=(2k-1)2=4k> -2k + 1 ist
ungerade.

. Annahme: 3¢ € Q mit ¢ = 2 = 3p,q € Z* teilerfremd mit ¢ = p/q

. Schri
= 2 =% = p?/¢®> = p? = 2¢® ist gerade ! p gerade = p = 2r
Schri
mit r € Z = 2r? = ¢? e ! q gerade = p,q nicht teilerfremd =

Widerspruch = Annahme ist falsch.

2.4 Endliche Summen
Definition 2.23.

1.

2.

3.

Fiir k,leZ sei{k,....l} :={meZ:k<m<l}.

Sei M Menge. M ist endlich :<> 3 n € Nund 3 Bijektion b: {1,...,n} -
M. In diesem Fall ist die Anzahl der Elemente von M:

|M|:= #M :=n.

|| == #@ := 0.
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Sei K :=Q.

Definition 2.24.

1. SeineNund Vk e {1,...,n} sei a; € K. Die (endli-
che) Summe:

m-1
Zak—O Ym<n: Zak—Zak+am—a1+a2+ “+ Ay + Ay
k=1 k=1 k=1
2. Sei J endliche Menge, b : {1
CLjEK.

..., #J} = J Bijektion und Vj € J sei

#J
2.0 by, )5 a5=0
JedJ k=1

Jjed
Spezialfall: fir k,l € Z und J = {k,...,l} wir definieren

Beispiel 2.25.

3 3 2 4
Lo Y k=1+2+3=)7=Y(j+1)=>(j-1).
k=1 j=1 j=0 Jj=2

1
2. Yn € Ny : Zk: = n(n+ ) . Beweis per Induktion: n := 0 :

0=0.
n—n+1l:
e u 1onsanna me 1 1 2
Yk= ZI<:+(n+1)Idkt hme 7(72 + 1) )+(n+1):—(n+ )(n + )
k=1 k=1 2 2
3. Vn e Npy:
k=Y (2k-1)=n"
ke{1,...,2n}n{Ungerade ganze Zahlen}

k=1
Beweis per Induktion: n:=0: 0=0

: 0=0. nen+1:
n+1

B (2k-1)- Z% 1)+

zn n 1) Iduktionszannahme ng I T (n " 1)2
. Geometrische Summe:
n+1
Vge K~ {1} VneNp: Zq 1
q
Beweis per Induktion oder

n n n+1
(]-_Q)quzz Zk+1 Zq qu=1_qn+1
k=0 k=0 k=0 k=1
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Definition 2.26.
1. (Endliches) Produkt: Sei n e Nund Vke {1,... ,n} sei a; € K.

m—1

Hak—l Ym<n: Hak—amnak—al Ay * Q1 * G-
k=1 k=1 k=1

2. Potenz: VaeK,neNy: a":=]]a.

3. Fakultit: VneNg: nl:=T[7,J.
4. Binomualkoeffizient: Vq e K, Vk € Z

k o
(1) & kso

=40 J
k)
0, k<O.
Speziell fiir ¢ =n € Ny gilt
n!
—— 0<k<n;
(”);: H(n =)’ "
0, k<0 v k>n.

Satz 2.27 (Binomischer Satz). Y,y e K Vn e Ny gilt
(z+y)" =2 (k) fyn
k=0
Spezialfille:  (x +1y)" = 1;
(z+y)' =2 +y;
(z+y)? =2 + 22y + v%
(z+y)% =23+ 32%y + 3oy? + 9.
Beweis: Per Induktion: n =0: (z +y)° = 1 nach Def. 2.26/22]

nen+1: (x-l—y)”J’1 (x-l—y)Z( )k”k
_nnk+1nk ()knk+1
= +

(RS>

K n 1, n—l+1 ml( ) k, n—k+l
n— + n—

1)=0 Z( —1) 2,

( )xky'm—l koo_ Tg:l(n-’-l)xkynﬂ—k.
k=0

Ubung! k=0 k

+ 3
1

’rL

3
'—‘u
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Korollar 2.28. Vn e N:

> (n) =2" (setze x:=y:=1 in Satz 2.27)),
0 \k
Z(—l)k(Z) =0 (setze —x:=y:=1 in Satz[2.27).
k=0

2.5 Folgen, Grenzwerte, Reihen

Definition 2.29. Folge: (a,)neny in K :<> Abbildung N - K, n ~ a,.
Analog mit Ny statt N.

Beispiel 2.30. 1. Konstante Folge: (a)ney = (a,a,a,...) mit a € K.
2. Alternierende Folge: ((—1)")neNo =(1,-1,1,-1,...).
3. Geometrische Folge: (a™),en = (a,a?,a3,...) mit a € K.

4. Fibonacci-Folge (Rekursive Definition): (a,)ney, mit ag := 0, a; := 1,
VneN apgi=ay + ap-1. (n)ney, = (0,1,1,2,3,5,8,13,...).

Definition 2.31.

1. Folge (an)ney in K ist konvergent gegen den Grenzwert/Limes a € K
< lima,=a < a, — a

<> VeeKmite>03INeN: Vn> N gilt |a, —a| <e.
2. Folge (ay,)nen in K ist eine Nullfolge :<> lim a,, = 0.

3. Folge (a,)ney in K ist divergent <> AaeK: lim a, = a.
4. Spezialfall von [3} Folge (a,)nen in K divergiert nach +oo
<= lima, =+00 < VseNINeN: Vn> N gilt a, > s.

n—0o0

Folge (ap )nen in K divergiert nach —oo :<> lim a, = —o0 <> lim (-a,) =
+00.

Beispiel 2.32. In Beispiel gilt:
1. lim a =a, da N :=1 ist gut fiir alle € > 0.

n—oo

2. Folge ((—1)”)nGNO ist divergent. Beweis: Annahme: (-1)" — a e K =
Fire:=13NeN: Vn> N: ‘(—1)” —a‘ < e =1. Andererseits, fiir n > N
gilt

2=|(-1)"" = (-1)"|=|(-D)" —a+a-(-1)"]
< D)™ —al+la- (- <1+1=2.
A (GO af +fa= (1)
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Widerspruch! = Annahme falsch. [
3. und 4.: Ubung! Desweiteren:

5. (1/n)ney ist Nullfolge. Beweis: Sei e > 0. Laut Lemma
ANeN:1<Ne = Vn2N:0<1/n<1/N<e. O

Satz 2.33 (Eindeutigkeit des Limes). Sei (a,)neny € K eine Folge, seien a,b €
K und sei lim,,, o @, = @ und lim,,_,, a,, = b. Dann gilt a = b.

Beweis: Annahme: a # b. Sei € := |a - b|/2 > 0. Nach Voraussetzung IN,, N, €
N: Vn2 N, |a,-a| <eund Vn 2 Ny |a, —-b| < e = Vn 2 max{N,, Ny} :
la-bl=|la-a,+a,-b] < |a-a,|+|b-a,|<2e=l|a-0b]. Widerspruch! [
A-Ungl.
Definition 2.34.
1. Folge (ay,)neny € K ist beschriankt von oben :<» 35 € K VneN: a, < S.
2. Folge (ay,)neny € Kist beschriankt von unten :<» 3S e KVneN: a, > S.
3. Folge (ay,)neny € K ist beschriankt :<» 3S e K VneN: |a,| < S.

Satz 2.35. Sei (a,)ney € K Folge. Dann gilt: (a,)ney ist konvergent =
(@n)nen ist beschriankt.

Beweis. Sei lima, =a= INeNVn>2N: |a,-a|<1 = Yn>N la,| =

n—oo
la,—a+a| < |a|+1. Setze S := max {|ai|,....|an-1|,[a|+1} e K = VneNla,| <
S. O

Bemerkung 2.36. Umkehrung von Satz ist nicht immer wahr: Die
Folge aus Beispiel ist beschréankt (mit S := 1), aber nicht konvergent

(siehe Beispiel 2)).

Satz 2.37. Seien (ay)n, (by)n € K konvergente Folgen mit Limiten a und b.
Dann gilt

1. (a,+by,), ist konvergent und lim (a, +b,) = ( lim an) + ( lim bn);

2. (apby), ist konvergent und lim (a,b,) = ( lim an)( lim bn).

Beweis:

1. Ubung.
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2. Laut Satz (an)n ist beschrinkt = 35 ¢ K~ {0} : Vn e N |a,| <
S Alb] < S. Sei € >0. Da (an)n, (by), konvergent, IN € N Vn > N :
lan—al <& A |bp=b <& = ¥n>2N |ayb, —ab| = |a,b, —anb+a,b—ab| <
|an||br = 0| + |b||a, —a| < 2S€. Sei nun € :=¢/(2S) = Ve>0IN eNVn>
N : lapb, —ab| < e.

]

Satz 2.38 (Quotient konvergenter Folgen). Seien (ay)n, (bn). ¢ K konver-
gente Folgen mit Limiten ¢ und b # 0. Dann 4N e N Vn > N gilt

1. b, #0;
2. Sei Ny := {N,N+1,N+2,...} ¢ Z. Die Folge (a,/b,)n, konvergiert
it lim — = —.
Beweis:

1.b, —b+0 = INeNVn>2N: |b,-b<b2 = VYnxN: |h<
|on| + 10 = by| < |bn| +10]/2 = |bn| > |b]/2> 0= b, #0.

2. Es geniigt zu zeigen, dass (1/b,)nen, konvergiert mit lim 1/b, = 1/b

(und dann Satz [2.37)2] anzuwenden). Sei €>0. Dann 3M > N

1y (bn=0p |b,—0b
Vn>M: |b, —b|<5='|——— :||b ||b||<W:

]

Beispiel 2.39.

2+1 1
1. Fiir n € N sei a,, := sn 2+ s _ ?4- 2:;/n Dann gilt hm a, =3 (Ver-

wende Beispiel -I 3| und Satze n und [2.38 -

2. Fiir n e N seien a, :=n, b,:=1, ¢, =a,+b, =
lim a, = +o0, hmb —1und lim ¢, = +o0.

n—o0 n—o0

Satz 2.40 (Analogon zu Satz [2.3§| fiir b =0). Sei (a,)nen © K Nullfolge und
VneN a, >0 (bzw. a, <0). Dann gilt lim 1/a,, = +oo (bzw. —0c0).

Beweis: Sei S € N beliebig = IneNVn2N: 0<a,<1/S <

(an)rn Nullfolge
1/a, > S (Analog fiir a, <0). O

Satz 2.41 (Vertriglichkeit von lim und Ordnung). Seien (a;, )nen, (bn)neny € K
konvergente Folgen mit Vn e N a,, <b,,. Dann gilt lim a, < lim b,.

n—>oo n—oo

24



Beweis: Sei Vn €N ¢, := b, —a,, > 0. Laut Satz (¢ )nen 18t konvergent mit
c¢:= lim ¢, = lim b,, — lim a,,. Annahme: c<0 = INeNVn>2N: ¢,-c=

n—-oo n—oo n—>o00

lc, — ¢ <c|/2 = =¢/2 = ¢, < ¢/2 <0 = Widerspruch. [

Korollar 2.42. Sei (a,)nn ¢ K konvergente Folge und A, B € K mit
VneN A<a, < B. Dann gilt A < lim a, < B.

Bemerkung 2.43. Falls sogar Vn € N a,, < b, gilt in Satz [2.41] so folgt im
Allgemeinen nur lim a, < lim b,. Z.B. fiir Vn € N a, := 0 < b, := 1/n gilt

lim a, =0 = lim b,.

n—>00 n—o0o

Definition 2.44. Fir k€ Z Vn € N, sei a,, € K.
N

1. Partialsumme: Fir N e N,, Sy:= Y a,.
n=k

2. Reihe: Folge (Sn)Nen, -

3. Summe der Reihe: Falls die Reihe (Sn)ney, konvergiert, setze

[ee)

n;:an = Alfim Sn.

Beispiel 2.45. Untersuche die Reihe > auf Konvergenz.

1
n; n(n+1)
Losung: Fir N e N gilt

N 1 N 1 1 Nl N+11 1
SN;,;n(n+1):;(ﬁ_n+1)=;5_k_2E:1_N+1'
ad 1

1
= Zmzl—]\lll_l)ﬂoom:]_ (See Belsplel O

n=1

Satz 2.46 (Geometrische Reihe). Sei g € K. Die Reihe

S konvergent, fiir |¢| < 1;
gt st {0 )
0 divergent,  fiir |¢| > 1.

) 1
Fiir |¢| <1 gilt ¥ ¢ = —.
n=0 1_q

Beweis:

1. Firg=1, SN:N+1N—> +00.
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1
2. Fiir ¢ = -1, SN:{

3. Fiir |¢q| > 1 v |q| < 1, laut Beispiel

, N gerade;
0, N ungerade

ist divergent.

2.25

1-— qN +1
Sy = ] divergiert fiir

-q

lg| > 1, aber fiir |¢| < 1 gilt lim Sy = 1/(1-¢) (Ubung!).

O]
Definition 2.47.

1. Folge (an)neny € K ist Cauchy-Folge <> Ve >0 3IN eNVn,m> N

lan — an| < e.

2. CF(Q):= {(an)neN cQ:(ap), ist Cauchy—Folge}.

Satz 2.48. Sei (a,), c K konvergente Folge = (a,), ist Cauchy-Folge.

Beweis: Sei € > 0 beliebig. AN e NVn> N: |a, -a|<e/2 =
Vn,m 2 N: |a, —an| <l|a, —a|+]a—an|<e.

]

Definition 2.49. Sei K ein Kérper mit |- |, sodass Satz gilt. K ist
vollstindig <> Jede Cauchy-Folge in K konvergiert.

Satz 2.50. Q ist nicht vollstandig.

Beweis: Einige Ideen werden spéter angedeutet.

2.6 Reelle Zahlen
Definition 2.51.

1. Seien (an)nen, (bn)nen € CF(Q). Via

(a'n)n ~ (bn)n = le (an - bn) =0

]

ist eine Aquivalenzrelation auf CF(Q) erklért.

2. Menge der reellen Zahlen: R := CF(Q)/ ~ (siehe Definition [I.30][4).

Bemerkung 2.52. Da Y(a,), € CF(Q) und Vq € Q gilt

lim a, = ¢+ (a,)a € [(g,4, -

ist es iiblich via i: Q - i(Q) c R, i: g+~ [(q,q,...
von R anzusehen und ¢ statt [(q, q---

26
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Definition 2.53 (und Lemma). Seien z = [(an).], ¥ = [(bs).] € R. Dann

sind
1.
2.
3.
4.

THY = [(an + bn)n] eR;
xT-y= [(anbn)n] e R;
r <y = 3 Nullfolge (17,), cQ: VneN a, <b, +n, (analog = > y);

x<y = (r<y A x#y) o IneN 3¢, € Q Vn> N:
ung!

an < q1 < gz <b, (analog x > y)

wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der Représentanten.

Beweis: Nur fiur +: Sei Yn e N ¢, := a, + b,. Da (ay)n, (by), € CF(Q),

Ve>0 3N eNVmn2N: |a,—am| <e/2 A |by—bn| <€/2 = |ch—cnl =
lan = @ + by = bp| < — am| + [bp = bi| <6 = (¢n)n € CF(Q).

Seien (ay,)n € 7, (l;n)n € y andere Reprisentanten. Dann laut Satz fiir
&, = @y + by gilt

lim (&, — ¢,) = im (dy = ap) + m (b = b,) =040=0 = (E)n ~ (Cn)n-

]

Satz 2.54.

1.

R ist ein Korper mit den neutralen Elementen 0 = [(0,0,...)] und

1=[(1,1,...)]

. (R, <) ist total geordnet und Yz € R gilt genau eine der drei Aussagen:

<0, z=0,2>0.

Die Ordnung < auf R ist archimedisch (vgl. Lemma [2.19][1).

. Der (Absolut-)Betrag |-|: R - R,

x, x 2 0;

VreR || ::{

—x, x<0
hat die Eigenschaften aus Satz [2.21]

Die Operationen auf Q sind vertriaglich auf R mittels konstanten Folgen
¢=[(¢,9,--)] e R.
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Beweis: Strategie: fithre auf entsprechende Eigenschaften von Q zuriick. Z.B.
Kommutativitidt von +: Vz = [(an)n], Y= [(bn)n] e R gilt

T+y= [(an + bn)n] = [(bn + an)n] =Y+

Hilfsbehauptung: V(a,), € CF(Q) gilt (|an|)n € CF(Q) und fiir  := [(a,).] €
R gilt |x| = [(|an|)n] Beweis: Yn,m € N ||a,|-|an|| € |an—an| = [(|an|)n] eR.

Fall x > 0: 3 Nullfolge (9,), c Q: 0 < a, + n,. Ohne Einschrankung, 7, > 0.
Dann Vn e N gilt

0, n 2 0;
0<|ay| —a, = ¢ <2n, — 0.
-2a,, a,<0 n—00

Nun impliziert Satz [2.41] dass (|an| - an)n eine Nullfolge ist.
Analog im Fall x <0. [

Bemerkung 2.55. In Abschnitten [2.4] und verwenden wir nicht, dass
K = Q gilt, sondern nur die Eigenschaften von K := R aus Satz [2.54] Folglich
gelten alle Ergebnisse dieser Abschnitten auch mit K := R.

Satz 2.56. Sei (¢,), € CF(Q) und z := [(g,),] € R. Dann gilt
lim ¢, := lim [(qn, Qs - - - )] =z (Konvergenz in R).

Beweis: Sei R 5 ¢ > 0. R ist archimedisch = 3k € N: ek > 1. (gu)n €
CF(Q) =3INeNVn,m2N: |¢,—qn|<1/k. Fiir n € N sei

Yn =T = [(Qn» n; - - )] = [(Qm)m] - [(Qn)m] = [(Qm - Qn)m]

Laut Hilfsbehauptung aus dem Beweis von Satz 2.54) gilt Vn > N |y,| =
I:(lqm_Qan] <1/k?<5 = limy,=0. O

Satz 2.57 (Cauchy). R ist vollstidndig, d.h. jede Cauchy-Folge (z, ).y ¢ R
konvergiert.

Beweis:

LvneNa e R = 30{") ¢ CF(Q) mit o, = [(r{")] 57

%im T,(Cn) =z, = VneN Jk(n): |r](£r)b) - Z,| < 1/n.
n)

Vn eN sei q, = ré(n) cQ.
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2. SeieeQ, £€>0.Vn,m,keN: |gn—qn| = |7~k( )= T+ Ty =T+ T~ T](J(L))|

— L] + |Tim — T| + |20 — k(n)|

(22)nen € CF(Q) = INeNVn,m> N : |z, —x,|<e/3.
Vn,m > 3/e |rl(€r(n%) = T, |0 — 7’,({?31)| <e/3.

= Vn,m > max{N,3/c} |gn — ¢l <€ = (¢n)nen € CF(Q).

3. Sei z := [(gn)n]- YR € N gilt 0< |2, — 2| < |25 — gu| + |gn — 2|. Ubergang
zum Limes n — oo und Anwendung von Sétze [2.41] und [2.50] liefert
lim |z, — x| =0, also = lim x,,.

Ol

Definition 2.58. Sei b€ Ny, nge Ny und VneZ, n> -ng sei a, € {0,...,b—
1}. b-adischer Bruch: Reihe £ Y. a,/b". Fiir b := 10: Dezimalbruch. Fiir
b :=2: dyadischer Bruch. ’

Satz 2.59. Sei (Sy) NeN_,, © Q Folge der Partialsummen des b-adischen
Bruchs aus Definition m Dann (Sy)nen.,. € CF(Q)

= x:=[(Sy)nev,, | € R und nach Satz[2.56 auch lim S, = =.

n—oo

N
Beweis: Seien M,N € N_,,, M < N = |Sy - Sy| = |ﬂ: > an/b”| <
n=M+1

-M

N
> 1/ont < Z 1/on-t = p=M Z 1/on = <20M. SeieeR, >
n=M+1 n=M+1 1-1/b ~

0 = JKeN: 2bF<e = |Sy- SM|<5VNM>K O
Satz 2.60. Sei b e Ny und x € R. Dann 3 b-adischer Bruch, so dass

r=% Y a,/b"==%a_,,...a9,a1az2a3... (in b-adischer Darstellung).

Beweis: Ohne Einschrénkung, sei x > 0. R ist archimedisch geordnet = Im €

No: z<1+(m+1)(b-1) (b— 1+ 1)m+t = pm+l Sei ng € Ny kleinste
Sat
Zahl mit x < bmo*1. Es geniigt zu beweisen:

Beh.: VN e N, Vne {-ng,-no+1,...,N} Ja, € {0,1,...,b-1} Iy € R
N
mit 0<Ey<b™N: z= Y a,/b"+E&y.

n=-no

Beweis per Induktion nach N: Induktionsanfang: N := -ny = nach Wahl
von ng gilt 0 < z/b™ <b = Fa_,, €{0,1,....,0-1}: z/b™ =a_,, + 0 mit
0<d<1. Sel & py =000 = 0<E,, <, T =a_,, /b7 +&,,.

N
Induktionsschritt: Sei z = Y a,/b" + &y, 0 < &y < bV = 0 < bV <

n=-ng

b = EllaN+1e{0,1,...,b—1}: beN+1:(IN+1+5 m1t0<5<1 Setze
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N N
Eni1 =0V = 0y <b N D und o= Y a,/b" +Eév = Y a, /b +

n=-ng n=-ng
CLNJrl/bNJrl +&ns. O
Definition 2.61. Sei Dc R und f : D - R eine Funktion.

1. f ist monoton wachsend (bzw. fallend) <= f » (bzw. f \) &
Vg, 22 €D, a1 <z gilt f(z1) < f(22) (bzw. f(z1) > f(22)).

2. f ist streng/strikt monoton wachsend (bzw. fallend):<> f A (bzw. f )
= ng, To € D, 1 < Ty gllt f(fL’l) < f($2) (bZW f(fL’l) > f($2)>

3. Sonderfall: D := Ny mit N € Z = monotone Folgen.

Satz 2.62. Sei (z,), c R ~. Dann gilt (z,), ist konvergent < (z,), ist
von oben beschrénkt. Analog fiir (z,), ~ und nach unten beschrénkt.
Schreibweise: x, » x (bzw.z, ~ z) &= (x,), ~ (bzw.z, ) A

n—o0

lim z,, = x.

n—oo

Beweis: “=" gilt nach Satz [2.35]

“<": Sei Vn € Nz, < S € R. Annahme: (z,), divergiert. Dann laut Satz
(2)n keine Cauchy-Folge = 3¢ >0 VN eN Im,n> N: |z, -z, > O.E.
seim>n = x, -z, 2¢c (da (z,), 7). R ist archimedisch = 3K € N:
S -7 < Ke. Nach Annahme, fiir Ny :=1 3Im; >ny eN: z,, —x,, >¢c. Nach
Annahme fiir Ny :=my Img >ny e N: z,,, — x,, > €, usw. sodass

K K
T — Ty = Z(wmk — Ty, )+ Z(aznk — Ty, ) 2 Ke> S -1y
k=1 k=2

= Ty, >S5+ Ty, —21 >S5 = Widerspruch! [
Definition 2.63. Sei (z,).n € R Folge.
1. Sei (ng)ren € N strikt wachsende Folge (= ny — +00). Dann heif3t
(Yr ) ke = (T, Jkeny € R Teilfolge von () nen-
2. z € R ist Haiufungspunkt von (,)neny € R e 3 Teilfolge (z,, )r von

(), mit l}ljg Tp, = T.

Beispiel 2.64. Alternierende Folge: Vn e N z,, := (-1)*. Vk e N ny := 2k =
Teilfolge (yx)ren = (Tog ) ken = ((—1)2"‘5)kEN = (Dgen. VIeNng:=2l+1 = Teil-

folge (21)1en = (2141 )ien = ((—1)2l+1)lEN = (-1)ien. = 1 sind Haufungspunkte
von ((—1)”)HEN.
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Satz 2.65 (Bolzano-Weieirstrafl , Version fiir R). Jede beschriankte Folge
(n)neny € R besitzt eine konvergente Teilfolge (<> Jede beschrinkte Folge
besitzt mindestens einen Haufungspunkt).

Beweis: m € N ist eine Gipfelstelle von (), <> Yn>m: x, < .

1. Fall: (x,), hat unendlich viele Gipfelstellen m; < mg <mg < ... = T, >
Ty > Ty > .., d.h. (T, )keny 15t N beschrankte Teilfolge von (), =
(Zm,, Jken ist konvergent nach Satz m

2. Fall: (x,), hat keine oder nur endlich viele Gipfelstellen. Sei n; € N >
grofite Gipfelstelle.= 3ny > ny : x,, > z,, (sonst ist n; eine Gipfelstelle),
Ing > ng : Tp, > T,, (sonst ist ny eine Gipfelstelle) usw. = (2, )gey ist
beschréankte, monoton fallende (dann nach Satz konvergente) Teilfolge
von (T, )pen. O

Definition 2.66 (Intervalle). Fiir a,be R, a < b seien

1. Eigentliche Intervalle:

[a,b] :=={zeR:a<z<b}, [a,b):={reR:a<z<b},
(a,b] :={zeR:a<zx<b}, (a,b):={xreR:a<xz<b};

2. Uneigentliche Intervalle:

[a,00):={zxeR:x>a}, (-o0,a]:={reR:z<a},

(a,00):={xeR:z>a}, (-o00,a)={reR:z<a}.

3. Linge des Intervalls |[a,b]| :=][a,b)|:=](a,b]| :=](a,b)| = b-a.

Satz 2.67 (Intervallschachtelungsprinzip). Yk € N seien ay, by € R mit a <
by und Jy := [ag,br]. Es gelte Intervallschachtelung: (Vk € N Jyq c Ji) A
%Lr?o |Jk| =0. Dann 32 € R mit x € kDN Ji.. Es gilt ay, k/'oo 2 und by, k\oo x.

Beweis: Yk,l € N gilt ap < by (%) (sonst JynJ; = @!). = (ag)ken 7 ist
beschrinkt und nach Satz Ja € R mit a;, ~ a. Analog ist (bg)ren N
beschienkt = 3b € R mit b, \ b. Nach Satz [2.37|gilt a — b = gl_pglo(ak —-b) =

0 = a=b = 2. Ubergehen wir zum Limes [ - oo in (%), so erhalten wir

VEk ai < x. Analog mit k — oo folgt VI z <b;. Folglich VkeN a =be J;.

Eindeutigkeit: Yy € N Ji gilt Vk e N y € [ag,bx] = VkeN: ap <y < by.
keN

Ubergehen wir zum Limes k — oo, so erhalten wir t<y<z =>y=xz. 0O
Satz 2.68 (Wurzel). Sei z € (0,00) und k € N. Dann 3;7 € (0, 00) mit r* = x.
Schreibweise: z/% := ¥/x :=r (k—te Wurzel aus ).
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Beweis: Definiere die Folge (7, )nen € (0, 00) mittels

1
ryi= ]_7 VneN Tn+1 ::E((k‘_l)rn_’—rkfl)'

Vn e N gilt r,, > 0 (per Induktion). Ferner gilt nach Satz unter Beachtung

() =k

VneN 7, = rn(l + %(% - 1)) =7k > Tﬁ(l + k%(% - 1)) =z.

1

Folglich VneNy:r, > 2 = -
1

Satz [2.62] 3r := lim r,, € [0,00). Es gilt Vn € N r,qrk-1 = E((k ~1)rk +$)‘

n—oo

x
(—k—1><0 = 7rp <r, = T, M. Dann laut
rn

1
Im Limes n - oo mit Satz [2.37] erhalten wir % := —((k-1)rk +z) = rk =

x =1 >0 (sonst x = 0). Eindeutigkeit: Vr’ > r gilt (r')* > r* = x, analog mit
r'<r. U

Definition 2.69 (Rationale Potenzen). Sei = € (0,00), ¢ = m/n € Q mit
meZ, neN.

z = (W)m = (xl/")m €(0,00) (insbesondere, 2° = 1).

AuBerdem,
0, q>0;
07:= 41, q=0;
nicht definiert, ¢ <O0.

Satz 2.70.

1. 27 aus Definition [2.69| ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von Darstel-
lung g =m/n=m'/n'.

2. Va,ye(0,00) Vg, 7 €Q
(zy)? =29y, 2%" =297, (27)" =27,
Beweis: Ubung! [
Definition 2.71. Sei AcR, €>0.

1. e-Umgebung von a e R:  U.(a):=(a-ec,a+¢c) cR.
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2. a € R ist Hiufungspunkt von A :< Ve > 0 U.(a) enthilt unendlich
viele Punkte von A.

3. A ist von oben beschrdnkt < IS eR: Vze Az <S.
S hei3t obere Schranke von A.

4. A ist von unten beschrdinkt < IS eR: Vexe Az > S.
S hei3t untere Schranke von A.

5. A ist beschrankt < A ist von oben und unten beschrankt.
Beispiel 2.72.
1. Jedes a € [0,1] ist Haufungspunkt von (0,1) (oder [0,1])

2. Jedes z € R ist Haufungspunkt von Q (siehe b-adische Bruchapproxi-
mation!)

3. 0 ist Haufungspunkt von {1/n:n e N}.
4. Folge (a,)neny € R ist beschrankt < {a, : n € N} ist beschrinkt.
5. Aist beschrinkt < 3SeR: Vze A |z[<S.

Definition 2.73. Sei AcR und S, I € R.

1. S ist Supremum von A (kleinste obere Schranke) ;<> S:=sup A < S
ist obere Schranke von A A V.S” € R obere Schranke von A gilt S < 5.

2. I ist Infimum von A (groBte untere Schranke) :«<> I:=inf A < [ ist
untere Schranke von A A VI’ € R untere Schranke von A gilt I > I'.

3. Sist Mazximum von A < S:=maxA < S=supA A SeA.
4. I ist Minimum von A < [:=minA < [=infA A € A.

5. sup @ := —oo, inf & := +o0.

6. sup A := +oo, falls A # @ nicht von oben beschrinkt.

7. inf A := —o0, falls A # @ nicht von unten beschrankt.

Satz 2.74. 1. VAcR IsupAeR:=Ru{+o0}.
A # @ von oben beschrankt = sup A € R.

2. VAcR JinfAeR. A+ @ von unten beschrinkt = inf A € R.
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Beweis: Wir beweisen nur den Fall A # @ von oben beschréinkt = sup A € R.
Der Rest ist analog oder trivial. Sei S; € R obere Schranke von A und x; € A.
Wir konstruieren eine Intervallschachtelung [x1,S1] 2 [22,S2] o [%3,553] 2 ...
sodass Vn e N gilt

(a) x, € A;
(b) S, ist obere Schranke von A;
(¢) Sp—x, <217(S) —11).

Fall n =1 ist klar. Weiter per Induktion: Sei M, := (z,, +.5,,)/2.

Fall An(M,,S,] =2 = M, obere Schranke von A: x,.1 := z,, Sp1:= M,
erfiillen (a)—(c).

Fall An(M,, S,] # @: Wahle x,,,; € An(M,, S, ], Sns1:= S, = (a)—(c) erfiillt.
Laut Satz[2.67]3; S e Rmit S,, ~ S Az, ~ S.

n—>o00 n—>0o0

Nun Vze AVneN: <85, =< lim S, =5 = S ist obere Schranke von

n—oo

A. Sei S’ obere Schranke von A = VneNz, <S5 = S=1lmaz,<S5 =
S=supA. O

Beispiel 2.75. Seien a,be R, a<b.
1. sup[a,b] =sup[a,b) =b; inf[a,b] =inf(a,b] = a.
2. a=min[a,b], b=max[a,b].
3. [a,b) hat kein Maximum. (a,b] hat kein Minimum.

4. sup{n/(n+1):neN}=1.

2.7 Komplexe Zahlen

Motivation: mathematischer Rahmen fiir Losungen der polynomialen Glei-
chungen wie 22 +1 = 0.

Definition 2.76 (Komplexe Zahlen). C := RxR mit den zwei Verkniipfungen
vxbyl’x% Yo € R

(21,y1) +c (72,92) = (21 + T2, Y1 + Ya2),
(z1,91) ¢ (T2, y2) = (2122 = Y1Y2, T1Y2 + T2y1).

Satz 2.77. (C, +¢,¢) ist ein Korper.
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Beweis: Kommutativitiat, Assoziativitdt und Distributivitit von +¢ und ¢
folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von R.

+tc 'C

Neutrales Element (0,0) (1,0)

fiir z # (0,0)

Inverses Element zu

1 x oy
z:(x,y)eC _Z::(_:Ev_y) ;::zl.z(x2+y2,x2+y2>

Bemerkung 2.78. Die Abbildung J: R - C, J:z ~ (z,0) ist ein Kérperhomomorphismus,
d.h. ({(x, 0):x¢ R}, +c, -(C) erfiillt alle Eigenschaften von R = identifiziere
R mit J(R), Notation: Vx € R x := (x,0) so dass R c C.

Somit gilt unter Weglassung von ¢:
Lemma 2.79. Sei z:= (z,y) € C und i:= (0,1).
1. i2=-1.
2. it=-i.
3. z=x+1y.
Beweis: Verwende Definition .76 [
Definition 2.80. Fiir z =z +iy € C mit x,y € R sind

1. Z := x — iy das komplex konjugierte von z (entspricht Spiegelung an
x-Achse),

2. Rez:=x Realteil von z,

3. Im z :=y Imagindrteil von z.
Lemma 2.81. Fiir z, z1, 25 € C gelten

L. Z=2 21t 2 =5+%5, 2% = 21%;

L3 =
2. z=Rez+ilmz, Rez=%, Imz= 22.2;
1

3. z21=22 < Rez; =Rezs A Imz; =1Im 2o

1 =
4. 2z=(Rez)?+(Imz)220, V2#0: L
z  2Z

Definition 2.82 (und Satz). Die Betragsabbildung
|- ]:C >R, 2+ |2] = /(Re2)2 + (Im2)? = (22) /2 erfiillt
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1. |2/|20, VzeCund |2|=0 < 2=0;
2. V21,20 € C: |2120] = |21]|22;
3. V21,20 € C: |21 + 29| < 21| + |22].
Bewets:
1. Klar wegen Lemma [2.81][3]
2. |z129|% = 21207122 = 21212275 = |21[?|20)%
3. [z + 22 = (21 + 22) (21 + 22) = |22 + 2173 + 2123 + |22
= |2[2 + 2Re(21%0) + 22 < |22 + 2]l 2a] + [2af? = (|20] + |22)”.

[]

Definition 2.83. Die Folge (z,)nen € C konvergiert in C gegen z € C <

limz,=2 < Ve>03INeNVn2N: |z,-z|<e.

n—oo
Dabei ist {z’ eC:|2'—2|< 6} eine Kreisscheibe um z mit Radius e.

Bemerkung 2.84 (Warnung!). Da keine natiirliche Ordnung auf C existiert,
kénnen

e bestimmte Divergenz nach +oo;

Beschranktheit von oben/unten;

Vertréaglichkeit von Limes und Ordnung;

e monoton wachsende/fallende Folgen;

Intervallschachtelungsprinzip;
e obere/untere Schranken, Supremum /Infimum, Minimum/Maximum;
nicht von R nach C verallgemeinert werden!

Satz 2.85. Sei (2,,)neny € C. Dann gilt (2, )neny konvergiert in C < (Re 2, ) nen
und (Im 2, ),y konvergieren in R. Im Fall der Konvergenz gilt

lim z, = lim Rez, +1 lim Im z,.

n—o0 n—>oo n—oo
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Beweis: “=7: z, — z=Rez+ilmz

= Ve>03INeNVn>2N: |Rez,-Rez|?+|Imz, -Imz? = |2, - 2|2 < €2
“<":Rez, >z A Imz, >y = Ve>03IN =max(N,,N,)eNVn>N:
|2n — x| < /N2 Alyn —y| <e/V2 = |zn—(:p+iy)‘<5. O

Korollar 2.86. Sei (z,)ney € C Folge. Dann gilt z, — 2z < Z, — Z.

n—>00

Bemerkung 2.87. Die Definitionen von Cauchy-Folgen und konvergenten
Reihen wie fiir R (nur mit || aus Def. [2.82)). Wegen Satz tibertragt sich
alles weitere — mit Ausnahme der Warnung genannten — auf Folgen

(Zn)neN - C

Satz 2.88. (z,)nen € C ist Cauchy-Folge in C < (Rez,)neny ¢ R und
(Im 2, ) neny € R sind Cauchy-Folgen in R.

Beweis: Ubung! Analog zu Satz m
Korollar 2.89. C ist vollstindig.
Beweis: Ubung! Verwende Satz von Cauchy fiir R (Satz [2.57). O

Satz 2.90 (Bolzano-Weierstrafl (Version fiir C)). Sei (2, )neny € C beschrinkt
= (2n)nen hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis: Ubung! Verwende Sétze und 2.85] O

3 Stetige Funktionen

In diesem Kapitel K,K’e {R,C}, 2 cK, f: 2 — K’ eine Funktion.

3.1 Funktionen von und nach R oder C

Beispiel 3.1 (Allgemeinen Funktionen — nicht notwendigerweise stetige!).
1. Konstante Funktion: fir ce K’ f: K> K', f:x~ c.
2. Betrag: |-|: K —[0,00), |-]|: 2+ |z].
3. Wurzel: /:[0,00) = [0,00), \/~: 2~ \/z.

4. Ganzzahliger Anteil: |-|: R - R, z ~ |x], wobei |x]| € Z ist die einzige
ganze Zahl, die 0 <z — |z < 1 erfiillt.

5. Seien n € Ny, Vk € {0,...,n} ax € K, a, # 0. Polynom n-ten Grades:
P K=K, p:rawp(r):= Y aa”.
k=0
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6. Rationale Funktion: Seien p,q: K — K Polynome,
2 :={xeK:q(x)#0}.r: 2 > K, r:aw p(z)/q(z).

1, xeQ;

7. Dirichlet-Kamm: f:R - R, x ~
0, zeR\NQ.

Definition 3.2 (Operationen mit K’-wertigen Funktionen). Seien f,g: % —
K.

l. f+9: 2 > X", f+g:z v+~ f(x)+g(x). Analog fir “-7, “” (Punktweise
Operationen). Spezialfall: Va e K’ Ve € Z: (af)(z) = af(z).
2. flg: Z~{weK:g(x) =0} > K', flg:x = f(x)/g(x).

3. Fir K" =R, Re{=<,<,2,>}:
fRg = .@(f) 2(9) ~ Ve D(f) f(x)Rg(z).

3.2 Limes einer Funktion
Definition 3.3.

1. Sei f: 2 - K, sei a Haufungspunkt von 2. 3lim f(x) =y e K <
V(Zp)new € Z N {a} mit z,, — a gilt lim f(x,) =v.

2. Linksseitiger Limes: Fir Z c R, f: 2 - K’, sei a Haufungspunkt von
2 n (-0, al: Ellimf(:r) =y eK = Y(u)pn € Zn(-00,a) mit

Tp — @ gilt hm f (z,) =y. Analog: rechtsseitiger Limes lim.
rNa

3. Fir 2 c R von oben unbeschrénkt, f: 2 - K’: 3 lim f(z) =y e K' <
V(Zp)neny € Z mit x,, —> +o0 gilt lim f(x,) = y. Analog: lim .

4. Falls K’ = R und fiir a € R := {R, +0c0,—c0} unabhiingig von der Fol-
ge (Tp)ney mit x, —> a gilt lim f(x,) = +o0. Dann setzen wir fest:

lim f(x) existiert nicht; es gilt (bestimmte) Divergenz von f nach +oo;
r—>a

lim f(x) = +o00. Analog fiir —co, oder fiir z 7 a, x \ a.
Beispiel 3.4.
1. f=y/mit Z=[0,00) = lin%\/E:O hm\/_ hm VT = +00.
2. [ R N{0} >R, frzr1/z = lim f(zr)=0=lim f(x),

lin% f(x) =+o0, lir% f(x) =-o0, lir% f(x) existiert nicht.
TN x/ r—
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Definition 3.5. Falls a € & kein Haufungspunkt von &, d.h. a ist ein iso-
lierter Punkt von 9, setze lim f(x) := f(a).

Satz 3.6. Seien f,g: Y - K', a ein Haufungspunkt von & und es existieren
die Grenzwerte ¢ :=lim f(z) und ~ := lim g(x).

1. Dann gilt:
(a) Es existiert lim(f +g)(z) = ¢ +7;
(b) Es existiert im(fg)(x) = ¢v;

(c) Falls v #0 = a ist Haufungspunkt von 2 := {x €2: g(x) + O}
und es existiert im(f/g)(x) = ¢/7.

2. Falls K=R, 1. gilt fiir z # a, x N\ a, x - +o0.
3. Falls K = R:

(a) (1a) gilt fiir p,y e RuU{+00} oder p,y e RuU{-00};

(b) (1b) gilt fiir p e R, y e R~ {0};

(¢) (1c) gilt fir p e R, y e R~ {0} oder p € R, vy e R {0}.
4. Tm 3. Fall gelten die folgenden Rechenregeln in R:

(a) VTE]RU{+00}: +00 + 7 =T + 00 1= +00;

(b) VreRu{-oc0}: —co+1:=7r—00:=—00;

o0, 1€ (0, +00]:= (0, +o0] U {+00},
Foo, 1 €[-00,0):=(~00,0)u{-o00};

(c) ioo-r::r-ioo::{

(d) Vre RN {0}: r/(x00):= i%.OW:: 0.

5. Die Ausdriicke oo — 0o, —00 + 00, 00 -0, 0+ (£00), (£00)/(xo00) bleiben
nicht definiert!

Beweis: (1a): Sei x, — a = (f+g)(z,) = f(zn) + 9(x,) — ¢+ laut
Satz 2.37 e e

(1b): Analog.

(lc): }(}529(37) =v#0 = fir (zp)nenc Z~{a}, v, > agilt: INeNVn>N:
lg(za) =11 < 1/2 = lg(zn)| = [y=(3-9(a))| > hl=lg(aa) =2] > h1/2> 0 = a
ist Haufungspunkt von 2, da die Folge (2, )nany € 2~ {a} konvergiert gegen
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a. Sei nun (x,)nen C 7~ {a}, =, e 4= (i)( n) = g(x ) n—oo 7

Satz 2.38

Z.B. (3a): Sei (zn)new € Z ~ {a} beliebig mit x, — a. Sei limg(z) = v €
RU{+o0} =3V eR: YneN g(x,)>U. Seilim f(x) = +00 = VS e R IN ¢
NVn>N: f(z2)>S-U = Ynz N (f+9)(zn) = f(zn) + g(zn) > S =

lim (f +¢g)(z,) =+c0 =lim(f+ g)(x) =+o00. [
3.3 Stetigkeit
Definition 3.7. Sei f: Y2 - K  und a € Z.

1. fist folgenstetig in a <> V(Zp)neny € Z mit x, — a: f(x,) — f(a).

2. fist stetigina:< Ye>030>0: Ve e P |z-a|<d :>|f(x)—f(a)‘<5.

Satz 3.8. Sei f: - K ' und a € Z. Dann gilt: f stetigin a < f folgenstetig
in a.

Beweis: “=": Sei (Tp)neny € Z mit x, - a. Ve > 0 36 > 0 Vo € 2 mit
|z —al<d = |f(x)—f(a)‘ <e.Dax, »>a, IN e NVn > N |z, —a| < J und
somit |f(:cn) —f(a)| <e = f(z,) - f(a).

“«<": Per Widerspruch. Annahme: f ist folgenstetig, aber nicht stetig in
a < 3>0V6>03r e mit |z-a| < und |f(z) - f(a)| > e. Wihlen
d:=1/n = Je>0VneN Iz, € Z mit |r,—a| < 1/n und ‘f(xn)—f(a)| >e =
(Zn)nen € 2, 711_)1120 z, = a und (f(:nn))nEN konvergiert nicht gegen f(a)
Widerspruch. [

Satz 3.9. Sei f: Y - K’ und a € . Dann gilt:
f ist stetig in @ < lim f(z) = f(a).

Beweis: Falls a ein isolierter Punkt von &, siehe Definition und beachte,
dass 36>0: Vo e P |r—a|<d =x=0a =|f(z)- f(a)|=

Falls a ein Haufungspunkt von 2: Ubung! Vergleiche Definitionen und
3.3 und verwende Satz 3.8 [

Definition 3.10. Sei f: Z - K und Ac .
1. f ist stetig auf A <= VYae A: f ist stetig in a.
2. [ ist stetig < [ ist stetig auf 2.

Beispiel 3.11.
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1. Konstante Funktionen sind stetig.

2. idg : K - K| idg : « = x ist stetig.
Satz 3.12. Seien f,g: Y — K/, stetig in a € . Dann gilt:

1. f+ g ist stetig in a;

2. fg ist stetig in a;

3. falls g(a) #0, f/g: {zeZ: g(z) #0} - K’ ist stetig in a.
Beweis: Folgt aus Satze [3.9 und O

Korollar 3.13. Fiir beliebige Polynome f,¢: K — K die rationale Funktion
flg: {x eK: g(z) + O} — K ist stetig.

Beweis: Kombination von Beispiel und Satz O

Satz 3.14 (Verkettung stetiger Funktionen ist stetig).
Seien f: 2 > K', g: 7, > K" e {R,C} mit f(Zy) c Z, c K' sowie

1. f ist stetig in a € Z; und
2. g ist stetig in f(a) € Z,.
Dann ist go f: Py - K" stetig in a.

Beweis: Sei (xy,)nen € P beliebig mit z,, — a.

fist stetig in a =y, := f(z,) — f(a)=y.

Da (Yn)nen € Z, mit y, — y € I, und g stetiginy = g(y,) — g(y), also
lim (g0 /) (@) = lim g(£(2.)) = 9(9) = 9(f(@)) = lim(go £)(x) = (f()).
]

Beispiel 3.15. f ist stetig = |f] ist stetig.

Beweis: Folgt aus Satz[3.14, da |f| = |-|o f und |-| ist stetig auf K': Ve > 0 gilt
lt-y|<e = |z|-e<|y|=ly—z+x|<|z|+e < —e<|y|-|z|]<e < ||x|—|y|‘ <e.
[

41



3.4 Eigenschaften stetiger Funktionen
Satz 3.16.

1. Sei f: 2 - K’ stetigin a € Z und f(a) # 0. Dann 3§ > 0 Vo € Z mit
|z —al<d: f(x)+0.

2. Sei f:2cR - R stetiginae 2 und f(a) >0. Dann 3§ >0 Vx €
mit [z —al<d: f(z)>0. Analog fiir <0.

Beweis: Wihle ¢ := |f(a)|/2 > 0. f ist stetigin a = 30 >0 Vo € Z mit
|z —al<d: ‘f(x) —f(a)‘ < ‘f(a)‘/2 = |f(x)| > |f(a)|/2 > 0. Bzw. im 2. Fall
[f(z) = f(a)| < f(a)/2 = f(z)> f(a)/2>0. O

Satz 3.17 (Nullstellensatz von Bolzano). Seien a,be R, a <b, f:[a,b] > R
stetig mit f(a) > 0und f(b) <0 (bzw. andersrum). Dann 3¢ € (a,b) : f(&) = 0.

Beweis: Wir konstruieren £ als Grenzwert einer Intervallschachtelung I =
[ak,b], ke Nmit Vk e N f(ag) >0 und f(bg) <0. Sei a; := a, by := b. Weiter
rekursiv: Sei My, := (ay, + bg) /2.

Falls f(Mj) = 0: fertig, setze ag,1 := bgyq = M.

Falls f(Mk) >0 setze agyq = Mk, bk+1 = bk

Falls f(My) <0 : setze agyq = ag, by := M.

Laut Satz [2.67| 3:£ € [a,b] mit ag k/' Eund b N & Wegen Stetigkeit von

k—o00

f gilt 0 < Jim F(ax) = £(6) = lim f(b) <0 = f()=0.

Korollar 3.18 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] = R
stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an, d.h. Vy «

[f(a), f(b)] 3¢ € [a,b] mit f(£)=y.

Beweis: O.E. sei f(a) > f(b) (Fall “=” ist trivial, Fall “<” ist analog).
Vye (f(b), f(a)) sei gy : [a,b] > R, g,(2):= f(z)-y.

Dann g, ist stetig (Satz , gy(a) >0, g,(b) <0.

Laut Satz 3¢ € (a,b) mit g,(§) =0 < f(&)=y. O

Korollar 3.19 (Fixpunktsatz). Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] - [a,b]
stetig. Dann besitzt f einen Fixpunkt, d.h. 3¢ € [a,b] mit f(&) = &.

Beweis: Ubung mit Hilfsfunktion g : [a,b] = R, g(z):= f(z) -2. O

Satz 3.20. Sei I c R ein Intervall (eigentlich oder uneingentlich, d.h. auch
+oo als Grenzen erlaubt) und f : [ — R stetig. Dann gilt: f(I) c R ist
(uneingentliches) Intervall.
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Beweis: Seien A := inf f(I) € Ru{-oo}, B :=sup f(I) € Ru{oo}. Wihle
y € (A, B) beliebig. Nach Definition von sup /inf Ja,beI: f(a)<y< f(b).
Nach Zwischenwertsatz (Korollar dzr € (a,b): y=f(x) = (A, B)c
f(I) = f(I)e{(A B),[A,B),(A,B][AB]}. O

Satz 3.21 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Sei I ¢ R ein (mdoglicherweise
uneigentliches) Intervall und f: I — R strikt monoton. Dann 3f~1: f(I) - [
und ist stetig.

Beweis: O.E. f # (sonst betrachte —f statt f) = f ist injektiv = 3f~1 .
Annahme: 3y € f(I) mit f~! nicht stetig in y = 3¢ >0 I(yp)new € f(I) :
Yn =2, yund Vn e N ‘ffl(yn)—ffl(y)| >e.VneNsetze x, = [~H(y,) el, x:=
fY(y)el.Da ft # VneNy<y, = rz<zr+e<x, = f(z)<f(z+e)<
f(xz,). Analog, VneNy, <y = z,<x-ec<x = f(x,) < f(x-¢)< f(x).
Also Vn e N gilt |y, —y| = |f(2,) - f(2)] > 6 = min{f(z + ) - f(2), f(z) -
flx- 5)} >0 — Widerspruch zu y, — . O

Bemerkung 3.22. Es ist moglich zu zeigen, dass jede stetige injektive Funk-
tion f: I - R auf einem Intervall I c R ist strikt monoton. Dann ist laut

Satz f1 stetig.

Definition 3.23. Menge K c K ist (folgen-)kompakt :<> jede Folge (z,,)nen ©
K besitzt eine konvergente Teilfolge (2, )ken mit l}im Tp, € K.

Beispiel 3.24.
1. Va,beR K :=[a,b] ist kompakt in R (sieche Satz [2.65)).

2. V25 € C, r€(0,00) die abgeschlossene Kreisscheibe K := B,.(z) := {z €
C:l|z -2 < r} ist kompakt in C (siehe Satz .

Beweis: Laut Satz von Bolzano-Weierstra$ jede Folge (2, )neny € K besitzt eine
konvergente Teilfolge (@, )reny mit x := %im xp, € K. Im Fall von [a,b] Yk e N

gilt a<x,, <b =a<x<b(Satz2.41) < z€[a,b]. Im Fall von B,(2) Vk €
i - < - < —dn — : T .
Egﬂt |0, —20| ST = |x—20| <|T— 20 |+ T (Satz 2.41)) < z € B.(20)

Satz 3.25. Sei K c K kompakt, f: K - R stetig. Dann ist f beschrankt
und nimmt ihr Maximum und Minimum an, d.h.

Jr, e K: f(xy) —max{f(x): S K}.

T min
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Beweis: Nur fiir max, fiir min betrachte —f statt f. Sei S := sup {f(:(:) tx €

K} e Ru{+oo}. Falls S € R, Vn e N S —1/n ist keine obere Schranke von
f(K) = 3z,¢ K: f(x,) € (S-1/n,5]. Falls S = +00, Vn e N 3z, €
K : f(x,) > n. Also in den beiden Fille 3(x,)peny € K mit lim f(z,) = S
K ist kompakt = 3 Teilfolge (2, )ken € (T )ney € K mit z, := gim Tn, € K.

f ist stetig =  f(x,) = ’lir?o f(xn,) =S = 5 € R und das Maximum ist

angenommen. []

Definition 3.26. Sei f: Y - K’ und Ac 2.

1. f ist gleichmdfig stetig auf A < Ve >0 30 > 0: Vr,z' € A mit
v —2'|<d = |f(x) - f(a:’)‘ < e. (Unterschied zur Stetigkeit: 0 héngt
nicht von z,z’ € A ab, ist also gleichméBig in z,z’.).

2. fist Lipschitz-stetig auf A <> 3C € (0,00) Va,x' € A: ‘f(x) —f(x’)‘ <
Clz —x'|.

Lemma 3.27. Sei f: Z - K und Ac 9.

a b
f ist Lipschitz-stetig auf A (:) f ist gleichméBig stetig auf A g f ist stetig
auf A.

Beweis: (a): Ve >0 wihle ¢ :=¢/C. (b): Ubung! O

Satz 3.28. Sei K c K kompakt und f : K — K’ stetig. Dann ist f gleichmifBig
stetig auf K.

Beweis: Annahme: f nicht gleichméafig stetig = 3¢ >0 VneN Jz,,2/, ¢ K
mit (1) : |z, —2!| < 1/n und (2) : |f(:vn) f(xn)‘ > e. K ist kompakt

(1) (2
= J(Tn, )ken € (Tn)neny mit € := hrn 0y, € K = hm xl =& = VkeN:

P ) ~ £ < 1 Genn) — O £ - f(xn,cﬂao Widerspruch zu
e>0. O

3.5 Gleichméiflige Konvergenz von Funktionen

Beispiel 3.29. VneNsei f, : R—>R, f,: 2 z/(Jz| +1/n). Dann Vn f, ist
stetig, aber Vo e R gilt

1, firx>0;
&ingo fa(x) =sgn(zx):=10, fiir x=0;
-1, firz<0,

wobei sgn : R - R ist keine stetige Funktion!
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Definition 3.30. Sei 2 cK, VneNsei f,: 2 - K.

1. Funktionenfolge (fn)nen konvergiert punktweise gegen f: 9 — K/ <
Vee Z: lim,.e fu(z) = f(z) & VYreP Ve>03IN=N(e,x)eN:
Vn> N gilt ‘fn(x) - f(x)‘ <Ee.

2. Funktionenfolge (f,)nen konvergiert gleichmdfig gegen f: 9 - K’ <
Ve>0 3N =N(e)eN: Vn> N gilt sup,., |fu(z) - f(2)] <e.

Beispiel 3.31. Gleichméfige Konvergenz von Funktionen impliziert die punkt-
weise Konvergenz. Die Umkehrung gilt nicht: (fn)n-oo konvergiert punktwei-
se, aber nicht gleichméfig gegen sgn. (Ubung!)

Satz 3.32 (Gleichméfigen Limiten stetiger Funktionen sind stetig). Sei & c
K, VneN sei f,: Z - K’ stetig und (f,,)neny konvergiert gleichmiflig gegen
f:2 - K’ Dann ist f stetig.

Beweis: Seien © € 9, € > 0 beliebig. Vy € & Vn € N gilt: ‘f(x) - f(y)| <

[f (@) = fu(@)| + [fa(®) = fu()| + |fa(y) = F(y)]- Wegen der gleichmiiBigen
Konvergenz f, » f, IN e NVn > N VEe Z: |f,(&)-f(€)|<e/3 =firn:=N

gilt |f(a:')—f(y)‘ < 25/3+|fN(:z:)—fN(y)‘. fnist stetiginz = 36 =d(x, N,e) >

0: Vye P mit [zr-y| <0 gilt ‘fN(:v)—fN(y)‘ <el3 = ‘f(x)—f(y)| <e = f
ist stetig in x. [

4 Potenzreihen und elementare Funktionen

4.1 Reihen (2. Teil)

Erinnerung: Sei (ag)ren ¢ Ke {R,C}, S, := i ay.
k=1

Z ay konvergiert :<> (S, )ney konvergiert <> (.S, )nen ist Cauchy.
k=1

Satz 4.1. Of: ar konvergiert in K = (ay)gen ist eine Nullfolge.
k=1
Beweis: Ubung! O

Beispiel 4.2. Die Reihe Y 1/k divergiert, deswegen ist “<=” in Satz nicht
k=1

moglich.
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Definition 4.3. Sei (ay)reny € K. Die Reihe Y ay ist absolut konvergent (in
k=1

K) 1< ozo: |ag| konvergiert (in R).
k=1

Satz 4.4. Sei (ap)reny € K. Y ag konvergiert absolut = 3 a; konvergiert.
k=1 k=1

Beweis: Y, |ay| konvergiert = ( > |ak|) . ist Cauchy-Folge, d.h. Ve >0 3N €
k=1 k=1 ne
N Vn >m > N gilt nach Dreiecksungleichung

n

2

k=m+1

n

<Y Jal <e,

k=m+1

woraus folgt, dass ( i ak) ist Cauchy-Folge. [
k=1 neN

Satz 4.5 (Majorantenkriterium). Sei (ax)reny € K, (¢x)geny € [0, 00), %o: Cr:
k=1

konvergent, und Vk € N gelte |ag| < ¢;. Dann ist Y a; absolut konvergent.
k=1

Beweis: Z ¢, konvergiert = ( i ck) ist Cauchy-Folge, d.h. Ve >0 IN €
k=1 neN
N Vn> m > N gilt

n

n
Z lag| < Z cr <€,

k=m+1 k=m+1

woraus folgt, dass ( > |ak|) ist Cauchy-Folge. [
k=1 neN

oo (—1)k-1
Beispiel 4.6. Die Reihe ) ]3 divergiert absolut (Beispiel, ist aber
k=1
konvergent. Fiir gerade Partialsummen gilt (mit m € N)

A G DL A | Iy o 1
E ;(25—1 21)‘;21(21—1)'
1 1 S

Nun VI € N gilt

konvergiert laut Bei-

B (TS e N (F5))
spiel = (S )men konvergiert nach dem Majorantenkriterium; Vm € N
gilt Sopmi1 = Som + 1/(2m + 1), also die Folge aller Partialsummen (S),)nen
konvergiert.

Satz 4.7 (Quotientenkriterium). Sei (ay)reny € K, 6 € (0,1) und N € N so,
dass Yk > N a; +#0 und ’ A

< 6. Dann konvergiert Y aj absolut.
k=1
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Beweis: Ohne Einschrankung, N =1 (endlich viele Glieder kénnen die Kon-
vergenz nicht beeinflussen!) = Vk e N |ag 1| <|ax] = Vk e N |ag] < 65 ay).

Da ¥ 0% 1aq| = |ai| ¥ 6% konvergiert (geometrische Reihe, Satz [2.46)), folgt
k=1 k=0
die Behauptung aus dem Majorantenkriterium (Satz . ]

Qp+1
Qy,

<1 ist

Bemerkung 4.8. Warnung: Die Bedingung 3N e N: Vk> N |

nicht hinreichend fiir die Konvergenz von io: ay, siche Beispiel (harmoni-
k=1

sche Reihe).

Beispiel 4.9. Vz € C ist die Reihe

o0

xk

exp(z) =) —
w0 F!

konvergent, denn nach Definition gilt exp(0) =1 und Vk > |z| # 0 gilt

ol ol
= < =:0¢€(0,1).
k+1 " |z|+1 €(0.1)

|ak+1
(993

© 1
Satz 4.10. Fiir o € Q (spéater auch fiir @ € R) konvergiert die Reihe Y, —
n=1 N%

genau dann wenn « > 1 gilt.

Beweis: ¥Yn € N ist die Abbildung x ~ z™ strikt monoton wachsend auf
[0,00) = Vn € Nist die Umkehrabbildung z ~ /z strikt monoton wachsend
auf [0,00). Dann (siehe Definition ist die Abbildung = ~ 2 strikt
monoton wachend fiir QQ 3 5 > 0 und strikt monoton fallend fiir Q 3 5 < 0 auf
(0, 00).

nl-e 1

1
1. Falla <1 = VneNgiltnl=>1: VneNgilt — = > —. Wire
ne n n

die Reihe konvergent, so wiirde auch die harmonische Reihe § 1/k

k=1
nach dem Majorantenkriterium konvergieren, was laut Beispiel [£.2) aber
falsch ist.

2. Fala <1l & 1-a<0 = 2" < 1: Da alle Summanden positiv
sind, ist die Folge der Partialsummen monoton wachsend. Nach Satz
[2.62] geniigt es zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen nach oben
Beschréankt ist. Fiir Ve N gilt



In der inneren Summe gibt es 2! Summanden, wobei jeder nicht grofier
ist, als der erste. Deswegen gilt laut Beispiel [2.25]4]

N-1 1 N-1 1- (21—a)N 1
S B < 2l‘ — 21*& l: < .
o € 22 e = 5 = G

Damit ist die Menge aller Partialsummen nach oben beschrankt.
m

Definition 4.11. Sei (2, )ney € R, Vn € N g, := sup{xy : k > n}. Dann ist die
Folge {y,} c Ru{+co} monoton fallend = Es existiert Limes superior von
(xn)neN .

limsup z,, := lim y, € R.

n—>oo

Satz 4.12.

1. Sei (x)nen € R beschrinkt. Sei H die Menge aller Hiufungspunkte von
(n)nen- Dann gilt H # @ und limsup z,, = max H.

n—o0

2. Sei limsupx, €eR. Ve>03INeN: Vn> N x, <limsupzx, +¢.

n—oo n—oo

3. Sei limsupx, €eR. Ve>0VNeN: In>N: x,>limsupx, —¢.

Beweis: Ubung! [

Satz 4.13 (Wurzelkriterium). Sei (ay,)nen, € C eine Folge. Dann gilt:

1. limsup {/|a,| <1 = > a, konvergiert absolut;

n—00 n=0

2. limsup {/]a,|>1 = > a, divergiert;
n=0

n—oo

3. Fiir limsup {/]a,| = 1 kann ) a,, sowohl konvergieren, als auch diver-
n=0

n—oo

gieren.

Bewes:

1. limsup {/|a,| < 1 = Nach Satz 4.12 AN e N: Vn 2 N {/|a,| <

n—oo

0 := (1 +limsup {/|a,|)/2 e (limsup {/|a,|,1). Folglich gilt § lan| <
n—oo n—oo n=0

N-1 co
Y an|+ Y 0" < 0.
n=0 n=N

48



2. limsup {/|a,| >1 = Nach Satz 4.1268 existieren unendlich viele n € N

n—oo

mit {/|a,| > 6 = min {2, (1+limsup \"/|an|)/2} >1 = |a,| > 1. Daher ist
(@n)nen, keine Nullfolge und die Reihe divergiert nach Satz .

3. Siehe Beispieleund . Es wird spéter bewiesen, dass lim {/1/n =1

n—oo

gilt.
O

Satz 4.14 (von Mertens iiber das Cauchy-Produkt von Reihen). Seien A :=

Z Gn, B = Z b, konvergente Reihen in K, eine davon absolut konvergent.
n=0 n=0

n [oe]
Fir n € Ny sei ¢, := Zakbn_k. Dann ist C := Z ¢, konvergent und fiir die

k=0 n=0
Summen der Reihen gilt AB = C'. Falls beide A und B absolut konvergent
sind, so ist auch C' absolut konvergent.

Beweis: Ohne Einschrankung sei A absolut konvergent. Fiir n € Ny seien

Apn, By, Cy die entsprechenden Partialsummen und [y := B - By. Dann gilt

CN = aobo + (a0b1 + albo) + e+ (aobN + ale_l + e+ (lnbo) = aoBN + CLlBN_l +

~~+anBy = ANB - (aofn + -+ +anfp). Um die Konvergenz von (Cx)yen,
N

zu beschlieflen, geniigt es nun zu zeigen, dass (wn)nyen, Mit wy = Y Bjan-;
3=0

eine Nullfolge ist. Dabei sind (Sn)nen, und (a,)ney, Nullfolgen. Deswegen

Ve>03keNVN > k: |Bn| <e/S; wobei S := § la,| € [0,00). Folglich VN > k
n=0

—> 00

N k-1 N
gilt [wy| = | %5jaN—j| < X Billan—s + X 1Billax—| = limsup| omegay] <
J= J= J=

k-1
> 6| limsup lay_j| + € = €. Da e > 0 ist beliebig, ist (wx)nen, eine Nullfolge,
7=0 N—oo

d.h. C konvergiert. Falls beide A und B absolut konvergent sind, wende das
bisherigen Resultat auf Y |a,| und Y |b,| an. O
n=0 n=0

4.2 Potenzreihen

Definition 4.15. Sei (a,)nen, € K, = € K. Die Reihe § an,x™ heiit Potenz-
n=0
rethe (in K).

n

Beispiel 4.16. 1. Die Potenzreihe ) x—' konvergiert Yx € K, siche Bei-
n=0 1.
spiel (4.9
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2. Die Potenzreihe Y. 2" konvergiert auf By = {z € K : |z < 1} und
n=0
divergiert fiir x € K\ By (geometrische Reihe).

3. Die Potenzreihe Y n"z™ konvergiert nur fiir z = 0, da sonst (n"z") ey,
0

keine Nullfolge ist (siehe Satz [4.1)).

Satz 4.17 (Cauchy-Hadamard). Fiir (a,)ney, ¢ K sei
r:= (limsup \”/|an|)_1 € [0,+00]

der Konvergenzradius (mit der formalen Vereinbarung (+o00)~! := 0, 07! :=

+00). Die Potenzreihe § a,z” konvergiert absolut auf B, = {z e K: |z| < r}
n=0
und divergiert auf der Menge {x e K: x| > 7“}. In den Sonderfille r = 0 und

r = +oo konvergiert die Reihe nur fiir x = 0 bzw. fiir alle z € K.

Beweis: Es gilt limsup {/|a,z"| = |z|limsup {/|a,| = |z|/r. Es bleibt das Wur-

zelkriterium (Satz [4.13|) auf die Reihe § apz™ anzuwenden und die Son-
n=0

derfalle einzeln zu behandeln. [

Bemerkung 4.18.

[ee]
1. Fiir |z| = r kann die Potenzreihe Y a,x™ sowohl konvergieren, als auch
n=0
divergieren.

2. Analog zu Satz folgen aus dem Quotientenkriterium und Satz
die hinreichenden Bedingungen (falls IN e N: Vn > N a, #0):

-1 oo
(a) Vo eK mit |z| < (lim sup ‘% ) konvergiert Y a,x™ absolut.
n—00 " n=0

(b) Vz € K mit |z| > limsup|-2=| divergiert ¥ a,z".
n=0

n—00 n+l

Satz 4.19 (Konvergenzkriterium von Weierstrafl). Sei 2 c K, Vn € N sei
fon: 2 - K mit Y sup ‘fn(x)‘ konvergent. Dann 3F : 2 — K’ sodass Y. f,

n=1 xe9 n=1

konvergiert absolut und gleichméfig gegen F', d.h.

1. Yx € 2 die Reihe § fn(x) konvergiert absolut gegen F'(x) und
n=1
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2.

N

Die Funktionenfolge der Partialsummen ( > fn) konvergiert gleich-
n=1 NeN

miBig gegen F im Sinne der Definition [3.302]

Bewes:

1.

]

VneNVreP |fn 93)| sup|fn(:v)| Deswegen konvergiert Z fu(x)
absolut nach MaJOrantenkrlterlum (Satz |4.5) B Wir definieren F 9 -
K’ durch F(z) := Z fu(2).

n=1

S h@|=swp § R § swplf@)] = o

€D €2 n=N+1 n=N+1 ze

Satz 4.20. Sei r > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,x". Dann

n=0

Vp € (0,r) konvergiert Z anz™ absolut und gleichmifig auf B, {x eK:

|x| p} gegen die stetzge Funktlon F:B, = {x eK: x| < r} K F:x~
Z a,x™.
n=0

Beweis: Fiirn € Ny sei f,,: B, > K, f,,: & = a2 :sup‘fn(x)‘ lan|p™. Vp e

pr

(0,7) konvergiert Z sup ‘ fn(x)‘ laut Satz [4.17, Dann konvergiert Z anT"

n=1geB, n=0

absolut und gleichmiBig auf B, := {:1: eK:|z| < ,0} gegen I’ nach Satz
Laut Satz F ist stetig auf B, := {a: eK:|z| < p} for all pe (0,7) = F
ist stetig auf BT, da Vz ¢ Br gﬂt X € §(|x\+r)/2~ UJ

4.3

Exponentialfunktion

Deﬁnition 4.21. Ezponentialfunktion: exp : C - C, exp : z — exp(z) :=

Z — (siehe Belsplel

nOn'

Satz 4.22.

1.

exp ist stetig.

o ]
2. eXp(O) = 1, exp(l) =e:= Z _'
n=07T

3.

Funktionalgleichung: ¥Yz1,z5 € C: exp(z1)exp(z2) = exp(21 + 22).
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4.

5.

6.

VzeC: exp(z) #0 und exp(-z) = (exp(z))_l.

VzeC: exp(z) = exp(2).

Insbesondere, Vz € R: exp(iz) = exp(-iz), |exp(ix)‘ =1.

Beweis:

1.
2.

5.

Satz [4.20] da r = .
Klar!

Nach Cauchy-Produkt (Satz [4.14)) exp(z1)exp(z2) = OZO: ¢, ist absolut
n=0

k n—k
no¥ oz 1 » (n B 21+ 29)"
L_—2 :—Z(k)zfzg”k:—( o ) laut

k:oH(n— k)! n! k=0

konvergent mit ¢, =

Binomialsatz [2.27].

Vz e C gilt 1 = exp(0) = exp(z - 2) 4 exp(z) exp(-z). Daraus folgt
exp(2) # 0 und exp(-2) = (exp(z))

R ! N n ! N »n I N (E)n _
() = 0 2 = AL Ty T A T T o)

. folgt aus . und .: (exp(iz))(exp(iz)) = exp(0) = 1.

4.23 (Reelle Exponentialfunktion).

. exp: R — (0, 00) ist strikt monoton wachsend, bijektiv und stetig.

2. exp ((0,00)) = (1,00), d.h. z>0 = exp(z) > 1.
3. lll_)lg exp(x) = oo, xl_i)r_noo exp(z) = 0.
Beweis:
1. exp(R) c R, da alle Koeffizienten in der Definition reell sind. Sei x €

2.

2
R = exp(z) = (exp(az/Q)) > 0. Die Stetigkeit folgt aus Satz [4.20

Die strikte Monotonie auf [0, 00) folgt aus Definition und auf R
aus Satz 4.22. Die Bijektivitéit folgt aus dem Zwischenwertsatz und
Eigenschaft |3| (Ubung!).

n

Sei x>0 = exp(x)=1+z+ Zx—‘>1+x>1.
n=2 Tl
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3. Ubung!
]

Korollar 4.24. Vz € C: exp(z) = exp(Rez) exp(ilm z),

exp(z)| = exp(Re z).

Satz 4.25. Vg =m/n € Q mit m € Z, n € N gilt exp(q) = 4. (Erinnerung;:

el = em))

Beweis: [ exp(q)]" = exp(ng) = exp(1-m) = [exp(1)]" =e™ >0 = exp(q) =

Yem =et, [

Definition 4.26. Vz € C gilt e* := exp(z).

4.4 'Trigonometrische Funktionen, 7 und Polardarstel-
lung komplexer Zahlen

Definition 4.27. Kosinus: cos: C - C, cos: z + cosz = (el* + e71#) /2.
Sinus: sin: C - C, sin: z ~ sin z := (e'* — e7#) [(2i).

Satz 4.28. Vz ¢ C:

1. sin, cos sind stetig.

— - (_1)71 2n 3 - = (_1)n 2n+1
2. COSZ_nZ::o (2n)!z , smz—nzzjO (2n+1)!Z .

Die beiden Reihen konvergieren absolut auf C.
3. cosz =cos(—z), sinz = —sin(-z); cos0=1, sin0=0.
4. FEulersche Formel: €% = cosz +isin z.

5. Pythagoras: sin® z+cos? z = 1 (Hier sin® 2 := (sin 2)2, analog mit anderen
Funktionen und deren Potenzen).

6. Additionstheoreme: Vzy,zy € C gilt

(a) sin(z; + 29) = sin 21 coS 29 + COS 21 Sin 2;

(b) cos(z1 + 23) = €oS 21 COS 29 — sin z; sin 29;

. . Z1t 22\ . (R~ %2
(c) smzl—man:Qcos( 5 )sm( 5 );

(d) coszy —coszy = —28in(21;Z2)sin(21;ZZ).

Beweis:
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1. Da exp stetig ist und Summen stetiger Funktionen sind stetig.

2. ez 4z = %o: (12') + § (-iz) (die beide Reihen absolut konvergent)
n=0 T n=0 n!
o ] , < 1|0 n ungerade; o (i2)kz2k
— | (12)" iz)n - _9

Z:: n! [( ) ( ) ] nZ::O n! {2(12)", n gerade k2=:0 (2]{7)'
]-7 n= 4l’
i =4l+1

Dabei gilt fiir n,l e Z: i* = , n +1;

-1, n=41+2;
-1, n=401+3

Fiir sin analog.
3. folgt aus 2
4. folgt durch einsetzen der Definitionen in die rechte Seite.
5. sin? 2 + cos? z = —(el7 — e72)2 /4 + (el7 + e717)2/4 = 1.

6. Durch Nachrechnen. Z.B. [6al sin z; cos z3 + cos z; sin 2y
— [(eizl _ e—izl)(eiZQ + e—iZQ) + (eizl + e—izl)(eiZQ _ e—izQ)]/(4i)
= (el(z1+22) — e7i(21422)) /(21) = sin(2; + 29).

Satz 4.29 (Reelle trigonometrische Funktionen).
1. sin: R - [-1,1], cos: R - [-1,1] stetig.
2. VxeR: cosx =Ree”, sinz =Imel”.
Beweis:

1. sin(R) c R, cos(]R) c R, z.B. aus Satz

Satz [4.28][0] .
= VrzeR sin?z2>0 A cos2z 20 = sin’ze[0,1] A cos?w e

[0,1] < |sinz|e[0,1] A |cosz|e€[0,1].
2. folgt aus Satz und Definition [£.27]
[l
Lemma 4.30. Vz € (0,2] gilt
1. 1-22/2<cosw < 1—-2%/2+2%)24;

2. r—23[6<sinz < x.
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Beweis: Ubung, folgt aus Satz . durch paarweise Gruppieren der nach-
einanderfolgenden Reihenglieder. [

Satz 4.31 (und Definition). cos : (0,2] — R ist strikt monoton fallend.
3£ € (0,2) mit cos€ = 0. Kreiszahl m:= 2§ (also we€ (0,4)).

Beweis: Nach Satz L2803 cos0 = 1. Nach Lemma 300 cos2 < 1 -2 +
16/24 = -1/3 < 0. Da cos stetig ist, nach dem Nullstellensatz (Satz [3.17))
3¢ € (0,2) mit cos¢ = 0. Nach Lemma [1.30|2] V¢ € (0,2] sint > t(1 -12/6) >
t/3 >0 = nach Satz Va,y € (0,2] mit = > y gilt cosx — cosy =
—2sin(x;y)sin(x;y)<0 = cos:(0,2] > R “ = ¢ ist cindeutig. I

Satz 4.32. Vz € C gilt
1. cos(z+m[2) = —sinz, sin(z + 7/2) = cos z;
2. cos(z+m) =-cosz, sin(z+m) = —sin z;

3. cos(z + 2m) = cosz, sin(z + 27) = sinz und 27 ist die kleinste reelle
Periode von sin und cos;

4. VrxeRgilt: cosz=0 < 3keZ: v=n/2+7k,sinx=0 < 3keZ:
x =T7k.

Beweis: [1}: cos(w/2) = 0 (Satz {4 4)) = |sin(7/2)| = 1 (Satz _|

sin(7/2) = 1 (Lemma [4.30[2| und = ¢i"/2 = cos(7r/2) +isin(m ) =i
(Satz 4.28H) = Vm € Z emin/2 = (e”r/Q)m = i™ (siche Bemerkung im Be-
weis von Satz [4.282) = Vz e C gilt cos(z +7/2) = (el=7/2) + e71(=47/2)) [2 =
(ie'* —ie7#) /2 = —sin z. Die andere Formel aus (1| folgt analog, die Formeln aus
und [3| folgen direkt aus [I]
4]: Laut Satz 7/2 ist die einzige Nullstelle von cos in [0,2]. Wegen Satz
4.28|3] +7/2 sind die einzigen Nullstellen von cos auf [-2,2]. Nach 2| +7/2
sind die einzigen Nullstellen von cos auf [-7/2,3m/2). Nun folgt [4 fiir cos
aus [3l Jetzt implizieren 4 und [2], dass 27 die kleinste Periode von cos ist.
Die entsprechenden Aussagen iiber sin folgen aus[l] [

Satz 4.33.

1. 27i ist kleinste imagindre Periode von exp, insbesondere Vz € C gilt
eZ+2mi = oz

2. Mit wachsendem z € [0,27) durchlduft e genau einmal den Einheits-
kreis in C entgegen dem Uhrzeigersinn.

Beweis: Séatze und und die Eulersche Formel (Satz [4.22Jd). O
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Korollar 4.34 (Polardarstellung komplexer Zahlen).
Vz2eC 31r>03JpeR: 2 =re®. Es gilt

1. r =|z| ist der Betrag von z.

2. Fur z # 0, ¢ (Phase oder Argument von z) ist eindeutig bis auf Addition
von 27k, k € Z.

Beweis: Fiir z = 0 gilt = 0 und ¢ ist beliebig. Fiir z € C~ {0} gilt ‘i‘ =1 =

2]
nach Satz F1p0 € [0,27) : z/|z| =elv0. O

Definition 4.35 (Hauptzweig des Arguments). Die Abbildung arg : C ~
{0} » (-m, 7], arg : z » argz := ¢ ist nach Korollar wohldefiniert.
VzeCN\ {0} gilt z = |z|elare=,

Korollar 4.36 (Multiplikation in Polardarstellung). Fiir j € {1,2} seien
z; = rjel% mit r; € [0,00), ; € R. Dann gilt 2129 = ryreei(¥1+%2), “Betriige
multiplizieren, Argumente addieren”.

Korollar 4.37. Sei n € N. Die Gleichung 2" = 1 besitzt genau n Losungen in
C (n-te Einheitswurzeln): fiir k € {0,...,n -1} 2 := e>7ik/",

4.5 Logarithmus und allgemeine Potenz

Satz 4.38 (und Definition). Sei Cy, := C \ (—o00,0] die links geschlitzte kom-
plexe Ebene und S :={z € C: -7 <Imz <7} offener Horizontalstreifen der
Breite 2m. Dann gilt: exp : S - Cp, ist bijektiv. IThre Umkehrfunktion heift
Hauptzweig des (natirlichen) Logarithmus: In: C;, — S (auch: log, Log, Ln).

Beweis: Sei z € S. Laut Korollar gilt e* = eRezeilm=_ Nach Satz ist
die Abbildung Re z = ef¢# von R nach (0, c0) bijektiv. Auch bijektiv ist die
Abbildung Im z — e'I™? von (-, 7) nach {z eC:lz| = 1} \ {-1}, siehe Satz
4.33] Die Behauptung folgt nun aus Korollar [4.34 [

Satz 4.39 (Funktionalgleichung des In). Seien zj, 25 € Cp mit 2129 € Cp.
Dann 31k € Z: In(z129) = Inzy + In 25 + 27ik.

Beweis: Fur j e {1,2} 3;¢; € S mit z; = % (Satz 4.38), d.h. ¢; = Inz;. Laut
Satz 2= 2129 = €% = G+ 2mik wwohei 3k € Z mit Tm (¢ +(o+27ik) €
(=m, 7). Dann gilt Inz = + G +27ik. O

Korollar 4.40. [Reeller Logarithmus| exp : R — (0,00) ist bijektiv mit
der stetigen, strikt monoton wachsenden Umkehrfunktion In : (0,00) — R.
Vi, zo € (0,00) gilt In(x122) = Inzy + Inz,.
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Beweis: Satze £.23] 3.2 und £.39] O

Korollar 4.41. VzeCy gilt Inz =In|z|+iargz und In: C, — S ist stetig.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus Definition und Satz [£.39] Die Ste-
tigkeit von In|-|: Cz - R folgt aus Satz|3.14} Beispiel und Korollar [4.40]
Stetigkeit von arg: C;, — (—m,7): Ubung! [

Definition 4.42 (Allgemeine Potenz). Fiir a € Cp und z € C setze a* :=
exp(zlna).

Bemerkung 4.43. Va € C; die Abbildung z € C ~ a* € C ist stetig und
konsistent mit den Definitionen 2.69 und [4.261

Satz 4.44.
1. V21,29 € C mit |Im 21| < 7 gilt (e*1)?2 = e*122,
2. V21 €Cp V2o e Cmit 272 € Cp, J1k e Z: In(27?) = 29In 2y + 27ik.

Beweis: Ubung! [

5 Differenzieren von Funktionen auf R

5.1 Ableitung
Im folgenden stets: Z c R, K’ € {R,C}.
Definition 5.1. Sei f: Y - K/, sei a € ¥ ein Haufungspunkt von 7.

1. f differenzierbar in a :<> (1.) Ableitung von f in a g(a) = f'(a) =
) - @)

r—a Tr—aQa

existiert.

2. Falls a € 2 Haufungspunkt von Z n[a, ), f ist von rechts differen-
f(@) - f(a)
r—-a

zierbar in a <> f’(a) = lim existiert. Analog: von links

rNa
differenzierbar, f’.

3. Sei Ac Z mit Va e A gilt: a ist Haufungspunkt von Z. f st differen-
zierbar auf A <> VYa e A gilt: f differenzierbar in @ mit (1.) Ableitung

df d
von [ auf A: f": A->K', f':a~ f'(a) (auch d—i, @f)

4. f ist differenzierbar < f ist differenzierbar auf .
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Bemerkung 5.2.

1. Sei a € Z ein Haufungspunkt von 2, g : {z : v +a € I} - K/, g :
o A1)

existiert.

gilt: f differenzierbar in a < f'(a) = }Lir%g(h)

2. d_f ist kein Quotient, nur Notation!
x

3. Geometrische Interpretation fir K’ = R: f'(a) ist Steigung der Tangente
an Graphen von f im Punkt a.

Beispiel 5.3.

1. Konstante Funktion: f : R - C, x » ce C = VaeR: f'(a) =
=0.

2. Monom: Fir n e Nsei f:R >R, z—» 2" = VaeR: f'(a) =
na"', da f(a+h) - f(a) = (a+h)*—a® = ¥ (})h*a** (Satz [2.27

= (fla+h) - fa))/h=(")ar"+ é (1)hEran — nant,

—

3. Exponentialfunktion: Fiir A\e Csei f:R— C, f:2+ e, Dann VaeR
gilt f'(a) = Xe*® = Af(a). Insbesondere:
(a) exp’ =exp (setze A:=1);
(b) sin’ = cos, cos’ = —sin (setze A :=1i,sinx).
fath)-fl@) M1
=e
h h

. Die Potenzreihe konvergiert Yz € C (Quotien-

)\n hn—l

n!

Beweis: Yh #0:

: (A\x)"
mit g: x —

g Z 1)
tenkriterium!) = der Konvergenzradius ist co = g ist stetig auf R

(Satz [4.20) = }lir%g(h) =¢(0) = 1.

RS = Xerag(h)
n=1

4. Der Betrag |-|: R - R, x ~ |z| ist differenzierbar auf R~ {0}, aber nicht
d
in 0. Vo e R\{0} gilt d—|9c| = sgn(z). Es existieren aber die Ableitungen
x
in 0 von links (= -1) und rechts (=1).

Definition 5.4 (Hohere Ableitungen). Seien f: ¥ - K/, v € 9, Ac 9.
Induktive Definitionen fiir k£ € N:
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1. falls 3e > 0, sodass f(O := f, f) = f7 . f(#-2) differenzierbar auf Zn
(z—¢,r+¢) und f(-1 differenzierbar in x, setze f(¥)(x) == (f*=D)/(x)
die k-te Ableitung von f in x;

2. f ist k-mal differenzierbar (auf A) < fO_ . fb-1 differenzierbar
(auf A).

3. fist k-mal stetig differenzierbar (auf A) = fO . f&=1) differen-
zierbar (auf A) und f(*) ist stetig.
d* d* d \*

]zemerkung 5.5. Notation: Vk € N : f(b) = d_xj’: = %l = ( ) f
& 1)
dxf
Beispiel 5.6.

1. VkeN: exp®) = exp;

2. sin” = —sin, cos” = - cos.

Satz 5.7 (Lineare Approximierbarkeit). Sei f: 2 - K', a € & ein Haufungs-
punkt von Z. Dann gilt: f ist differenzierbar in ¢« < Im e K’, § > 0 und

p:Zn(a-6,a+0) K mit limM:O, sodass Vx e Zn(a—0d,a+9)

T=a

-a
f(x)=f(a)+m(z-a)+p(x). In diesem Fall gilt f'(a) =m.
Beweis: “ ="": Setze m = f'(a), § > 0 beliebig und Yz € 2 p(z) = f(z) -

fla)-m(z-a) = Yre D~ {a} gilt i(_x;:f(x;:i(a)_m;;o‘
“< VrePZn(a-9d,a+0)~{a} gilt: f@)=f(a) =m+M = fist
r—-a r—-a

differenzierbar in a mit f’(a) =m. O
Bemerkung 5.8.

1. Die lineare Approximierbarkeit gilt als Definition der Differenzierbar-
keit in allgemeineren Situationen.

2. Es gilt limp(z) = lim ((w - a)M) =0.
T—a T—a T—a
Korollar 5.9.

1. f ist differenzierbar in a = f ist stetig in a.

2. fist k-mal stetig differenzierbar fiir ein k e N = Vje{0,1,...,k} fO
ist stetig.
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5.2 Ableitungsregeln

Satz 5.10. Sei Zc R, x€ 9, f,g: Y — K’ differenzierbar in x.
1. Linearitdt der Ableitung: Y\, p € K’ ist A f + ug differenzierbar in x und
(Af+pg) (x) = Af'(x) + pg' ().
2. Produktregel: fg ist differenzierbar in x und (fg¢)'(x) = f'(z)g(zx) +
f(@)g'(x).

3. Quotientenregel: Sei g(x) # 0, dann ist f/g differenzierbar in z und

(i)’(x) _ f'(@)g(x) - f(l’)g’(ﬂﬂ).
9 (9())*

Beweis:

1. Folgt aus Satz

2. SeiheRmitz+he? = }ligé(fg)(“h)‘(fgm)

h
fla+h)(g(z +h) - g(x)) + (f(z +h) - f(x))g(x)

h
= (}g%f(x+h))£i£% g(z+h)-g(x) +g(x)}li£% f(:E+h2j—f(x)
= f(z)g'(z) + g(x) f'(x), siehe Korollar [5.9| und Bemerkung

3. Da g(x) # 0 und g differenzierbar in z, nach Korollar |5.9 und Satz
39>0: Yye Zn(z-d,2+0): g(y) #0.Sei h e R, |h| <0, x+h e Z (also
1 1 41 1 1 g(z)-g(z+h)
h) %0 o= —
v e e L e e R
—g' 1 1y g
J (@2 = — ist differenzierbar in = mit (—) (z) = J (a;)2 Nun laut
(9(=)) g g (9(=))
Produktregel gilt (f) - (fl) _ply f(l) - M.
9 9 9 9 9

=lim

m
Beispiel 5.11.

1. Fir 2 :=C~ {(k +1/2)m k€ Z} setze Tangens tan: 2 — C, tanz :=
sin z/ cos z. Nach Quotientenregel tan: 2 NnR - R, = ~ tanz ist diffe-
(cosz)cosz — (sinz)sinz 1

renzierbar mit tan’(z) = 5 -
cos? & cos? x
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2. FirneNund f: R~ {0} - R, z —» x™ gilt: f ist differenzierbar
d1 -na?
mit f'(z) = e B - a1, Zusammen mit Beispiel

n $2n

bedeutet das: VneZ: (z") = nz" L.

Satz 5.12 (Kettenregel). Seien ¢, Z,c Rund f: %y - R, g: %, - R mit
[(Zy) c Z,. Sei f differenzierbar in x € Z; und g differenzierbar in f(z) € D,.
Dann ist g o f differenzierbar in x mit (go f)'(z) = g’(f(m))f’(x)

Beweis: Laut Satz dp : Yy -2 - R mit @ — 0, sodass Vh mit
r+hePsgilt f(x+h)=f(x)+ f'(z)h+e(h).

Fall f/(z) = 0: Fiir p(h) =0 gilt 9(f(a+ h)z -g9(f(x))

r+h))- x x)+p(h)) - x
g(f( )})L 9(f(x)) _9(f(2) 90;(})3 g(£( ))cp(hh) (1) 0-0
Fall f'(z) + 0: Yh € Py —x mit |h| > 0 klein genug gilt: f(z+h) - f(z) =

. | U@ em) - g(F (@) fa+h) = ()
M)+ e(h)fh) 0 Fz+h) = f(2) 7 e
g(f(@)f'(z). O

Satz 5.13. Sei I c R ein (ggf. uneigentliches) Intervall. Sei f: 1 — R strikt
monoton, differenzierbar in « € I mit f’(z) # 0. Dann ist f~! differenzier-

bar in f(x) und (f7)(f(x)) = 1/f'(z) < firy = f(z)gilt (/) (y) =
()
Beweis: Sei ' := f(I) c R, dann f~!: @' — [ existiert. Sei y := f(z) und
n € R~ {0}, sodass y+n € 2. Sei h(n) == fY(y+n)—x+0 (dan =0
und f injektiv), dann f(x+h(7])) = f(x)+n. Nach Satz f1 ist stetig =
fHy+m) - ) <f(w+ h(n)) - f(w))—l o

h(1) =0 f(fHy))

= (. Sonst

h(n) — 0
() .0 = p

m
Beispiel 5.14.

1. Daln: (0,00) - R die Umkehrfunktion von exp, nach Satz gilt: In
ist differenzierbar und Yy € (0,00) In'(y) = 1/ exp(lny) = 1/y.

2. Ableitung von z ~ 2% auf 2 = (0,00) mit z € C. Laut Definition [4.42]
gilt 27 = e*"® = g(Inx) mit g : y —» e®. Nach Kettenregel gilt (x*)" =
g'(Inx)In'z = 2%z = z2*~L.
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5.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
In diesem Abschnitt sind alle Funktionen von R - R, a,b € R mit a < b.
Definition 5.15. Seien f: Y - R, { € .

1. f hat lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) in § < Je>0 Vx €

(E-e,&+e)nD: f(€) > f(m) (bzw. f(§) < f(z)) < £ ist Mazimal-

stelle (bzw. Minimalstelle) von f;

2. falls Vo e ((§-e,&+e) N {€}) n Z sogar f(£) > f(z) gilt, heiit & ein
striktes lokales Mazimum (bzw. Minimum).

3. Extremum ist Minimum oder Maximum.

Satz 5.16. Sei f : (a,b) - R, £ € (a,b) lokales Extremum von f und f
differenzierbar in £. Dann gilt: f/(£) = 0.

Beweis: O.E. sei x Maximalstelle (fiir Minimum analog!). Dann 3¢ > 0, sodass

Vi (6e.6v0): (O3 (@) = Vo (626 T 50 ve e g e
£): w < 0. Da f ist differenzierbar in &, f/(§) = hi%% =
L@ JO S0 -FO

zAE xr—£& TNE x—£&

Bemerkung 5.17.

L. f'(&) = 0 ist nicht hinreichend fir ein lokales Extremum. Beispiel: f :
(-1,1) > R, z~ 23 und £ =0.

2. Die Behauptung von Satz gilt nicht fiir die Randpunkte. Beispiel:
Identitétsabbildung auf [0,1] und £ € {0,1}.

Satz 5.18 (Rolle). Sei f:[a,b] - R stetig mit f(a) = f(b) und f differen-
zierbar auf (a,b). Dann 3¢ € (a,b) : f'(£) = 0.

Beweis: Der Fall der Konstantfunktion ist trivial. Sonst 3xg € (a,b) mit
f(zo) # f(a). O.E. sei f(xp) > f(a) (Fall “<” analog!). Satz[3.25|= 3¢ € [a,b]
mit Yz € [a,b] f(&) > f(x). Da f(zo) > f(a), £ € (a,b). Nun folgt die
Behauptung aus Satz [5.16] O

Korollar 5.19 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Sei f : [a,b] - R
b) —

stetig und differenzierbar in (a,b). Dann 3¢ € (a,b) : f'(§) = w.

Verallgemeinerung: Sei g eine Funktion, die die gleichen Eigenschaften wie f

hat und Yz € (a,b) ¢’(x) # 0. Dann 3¢ € (a,b): f'(£) = Mg'(f)-

9(b) - g(a)
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f(b) = f(a)

Beweis: Sei () = f(z) - —+——=(g(z) - g(a)) fiir x € [a,b]. Dann ¢ ist

_ 9(b) - g(a)
stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b); ¢(a) = ¢(b) = f(a). Laut Satz
5,19 36 € (0.0) mit 0= (€)= £1(9) - L0, o

Satz 5.20. Sei f:[a,b] - R stetig und auf (a,b) differenzierbar.

1. (a) Yze(a,b) f'(x)20 = f ~;
(b) Yz e (a,b) f'(z)>0 = f A
(c) Ve e(a,b) f'(z) <0 = f\;
)
) |

d) Yxe(a,b) f'(z)<0 = f\;
2 = Vxe(a,b) f'(x)>0;
) f = VYze(ab) f'(x)<0.
Keine extra Aussagen fiir f # oder f , betrachte f(x) := 23 auf [0, 1].

(
2. (a
(b

Beweis: Ubung! [

Satz 5.21. Sei f : (a,b) - R differenzierbar und £ € (a,b). Sei f zweimal
differenzierbar in &, /() =0, f"(¢) > 0 (bzw. < 0). Dann hat f in £ ein
striktes lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis: O.E. Fall 0 < f(§) = lggﬂ?—_?(f) = qe>0: ({-¢g&+e)cC

(a,b) und Yz € (€ -¢e,& +¢e)~ {€) gilt M > 0. Da f'(€) = 0,

Vree (£,6+¢) f'(x) >0 und Vo e (- €§)f(:b)<0 = f N auf (£-¢,¢)
und f A auf (£, +¢) = striktes lokales Minimum in . [J

Bemerkung 5.22. Im Gegensatz zu Satz gibt Satz eine hinrei-
chende, aber nicht notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum. Beispiel:
f:(-1,1) >R, f:x~z*und £ =0.

Satz 5.23 (Regeln von de I'Hospital). Fiir a,b € R mit a < b seien f,g :
(a,b) - R differenzierbar und Yz € (a,b) gilt ¢’(x) # 0. Es sei entweder

L. li{ﬂ f(x)=0= li\r‘ng(x) oder

2. lim f(x) = 00 und hmg(a:) = +00.

rNa
/ !/
Falls lim (@) existiert, gilt lim /(@) = lim ()
Mg @) Mo g(x) " rag(a)

Analog fiir Limiten z # b.
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Bewers: Fiir a,b e R:

Fall [1} Sei f : [a,(a+b)/2] - R mit f(z) = f(x) fiir z (a,(a+1b)/2] und
f(a) := 0, analog §. Laut Korollar Ve (a, (a+b)/2) 3¢, € (a,x), sodass
&) _ fa)
g' (&) g(x) )
Fall 2| folgt aus Fall [1j mittels f:=1/f, §:=1/g. Limes z » b analog.
Limiten x — oo folgen mit f(z) := f(x1/x), g(z) := g(x1/x) aus dem Limes
r~0. O

Beispiel 5.24. Mit 7 :=(0,00) Ya >0 gilt

Im Limes x ~va = &, \ a folgt die Behauptung.

1
1. lim —2 = 0. Beweis: lim Inz = oo, lim 2% = lim e*"? = oo, differen-
zT—oo o T—>00 T—>00 I—>00
. o Ling 1/z 1 ,
zierbar auf 2. Ferner gilt <% = = —> 0. Nun folgt die

4 ra az®l  ar® s

d
Behauptung aus Satz [5.23]

2. lir%(xa Inz) = 0. Beweis: Folgt aus . mittels y := 1/z und In(1/y) =
TN
—Iny.

6 Integrieren von Funktionen auf R

Im ganzen Kapitel: a,beR, a<b, I:=[a,b], f:1—>R.

6.1 Riemann-integrierbare Funktionen
Definition 6.1.

1. p: I - R ist eine Treppenfunktion :<> 3In € N und Unterteilung a =
o< Xy <+ < Ty < Ty =bvon I, sodass Vj e {1,...,n} J¢; € R mit
Vo e (z;o1,2;) () = cj. (Die Werte ¢(x;) mit j € {0,...,n} sind nicht
vorgegeben.)

2. T(I):={¢:1 - R, Treppenfunktion}.
3. (Riemann-)Integral von € T (I): fab o(z)dx = i cj(z;—xj1).
=1

Lemma 6.2.

1. T(I) ist ein Vektorraum tiber R.

2. fab o(x)dx ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Unterteilung von
©.
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3. Linearitit: Vo, € T(I), YV, u € R gilt fab()\g0+uw)(:l:)dx = fab ()\gp(x)+
pp(x))de = AP o(x)da + p [P (x)da.

4. Monotonie: Vo € T(I) mit p(x) > 0 (d.h. Vo € I p(x) > 0) gilt
fab o(z)dx > 0.

Definition 6.3. Sei f: I — R beschrankt.

1. Oberintegral: Or(f) := inf{fab e(x)dz: peT(),p> f}
Unterintegral: Ur(f) = sup{fab e(x)de: ¢eT(I),p< f}

2. [ ist Riemann-integrierbar (iiber I) <= O;(f) =U;(f) = fabf(x)dx =
[; f(z)da.

3. Sei f: I — C beschrankt. f ist Riemann-integrierbar :<> Re f und
Im f sind Riemann-integrierbar. Setze fabf(x)dx = fab(Re (z)dz +

i [7(Im f)(z)de.
Bemerkung 6.4.

1. Seien my € R mit m_ < f < m,. Dann mit |I| := b—a gilt m_|I| <U;(f) €
O1(f) <mull].

2. Alle ¢ € T(I) sind integrierbar mit fabap(x)dx = O1(p)

¢y =)
=1

Ur(p) =

1, xeQ,

0, reR\NQ
gilt O;(1g) =1, mit inf realisiert durch Konstantfunktion 1, da Q dich
in R liegt; U;(1g) = 0, mit sup realisiert durch Konstantfunktion 0, da
R\ Q dich in R liegt.

3. 1gp:= ist nicht Riemann-integrierbar iiber I :=[0,1]. Es

4. Name der Integrationsvariablen ist irrelevant: [” f(z)dz = [ f(t)dt.
Definition 6.5. Sei f: I — R beschrankt.

1. Sei a=xy<xy <<z, =b eine Unterteilung von I und Vje {1,...,n}
seien §; € [xj-1,x;] Stitzstellen.

..........

Stiitzstellen).
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3. Feinheit der Zerlegung: p(2) = ?llax }(xj - Tj1).
7e{1,..., n

4. Riemann-Approzimante von f zur Zerlegung Z: ¢z € T(I) mit Vj €
{1,....n} s ¢= f(&)-

5. Riemann-Summe von f zur Zerlegung Z: R(Z,f) = fab vz(z)dr =
z f(E)(x) —xjm0).
j=

Satz 6.6. Sei f:I — R beschrankt. Dann sind dquivalent:
1. f ist Riemann-integrierbar;
2. 3JeR Ve > 035>0 VZ Zerlegung mit (Z) <d: |J-R(Z, f)| <e;
3. Ve>0 3p. e T(I) mit o< f <, und [P o, (z)da - [P (x)dz <e.
Trifft eine der Aussagen . — . zu, so gilt J = fab f(z)dz.
Korollar 6.7. f:[a,b] - R stetig = f ist integrierbar.

Beweis: Sei € > 0. Laut Satz und Beispiel [3.24][T] f ist gleichméBig stetig
= 36>0: Y,y e [a,b] mit [x—y| < & gilt |f(x) - f(y)| <e/(2(b-a)). Sei N e
N mit N > (b-a)/d. Fiir j € {1,...,N} sei [; := [(j-1)(b-a)/N, j(b-a)/N),

+

o= sup f(z), ¢ = inlff(y) und ¢, : [a,b] > R, Vj e {1,...,N} Vx ¢
yel;

c
xelj
I; p*(z) = ¢i, ¢*(b) := 0. Dann gilt p. € T(I), p- < f <, und Vj €
{1,...,N} ¢} —¢; =sup f(z) - inlff(y) <el/(b-a),da Va,yel; gilt |z -y| <
vel,

$€Ij

N N

(b—a)/N <6. = fab 90+(x)dx—fab p-(r)dr = ¥ (cf-cj)(b-a)[N < ¥ e[N =¢.
j=1 J=1

Die Behauptung folgt nun aus Satz[6.6, [

6.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Satz 6.8. Seien f,g: [ - C Riemann-integrierbar, A, u € C.

1. Linearitdt: Af + pg Riemann-integrierbar und

LS+ pg)(@)dz = A [} f(z)da + p [, g(a)da.
2. Monotonie: f<g = fabf(a:)dx < fabg(x)dm.

3. Dreiecksungleichung: |f| : I — [0,00) ist Riemann-integrierbar und

[ f@)da| < 7 |F ()]
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4. Additivitdt: Seien a < ¢ < b. Dann sind dquivalent:

(a) f ist Riemann-integrierbar auf [a, b],

(b) f ist Riemann-integrierbar auf [a,c] und [c,b].
Gilt eine der beiden Aussagen, so gilt fab f(z)dz= [’ f(x)derfcb f(z)dx.

Definition 6.9. [” f(z)dz := 0; fiir b < a und f Riemann-integrierbar auf
[b,a] sei [” f(x)dz = - [ f(x)da.

Satz 6.10 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g: I — R stetig
(= Riemann-integrierbar nach Korollar mit g > 0.

Dann 3¢ € I : fabf(x)g(x)dx = (&) fabg(x)da:.

Speziell fiir g := 1 gilt: [’ f(z)dz = f(€)(b-a).

Beweis: Seien m := inf{f(z) : x € I}, M := sup{f(z) : = € I}. Wegen
920 gilt m ["g(z)dz < [ f(x)g(x)de < M [’ g(x)dz = nach Korollar
(fiir die Abbildung h: [m,M] >R, h:y — yfabg(x)dx) Jp € [m, M] mit
fabf(x)g(a:)dm = ufabg(:p)dx. Wegen Stetigkeit von f implizieren Satz
und Korollar [3.18] dass 3¢ € [ mit p = f(¢). O

Satz 6.11 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung). Seien f: 1 —
C stetig, zoe [ und F: I - C, F:a~ [ f(t)dt. Dann ist F differenzierbar
und F’ = f.

Beweis: Es geniigt f: I - R zu behandeln (Betrachte Re f und Im f). Seien
zel, he R {0}, sodass x+h € I. Dann nach Sétze[6.8]4] I e[z, x+h)]

_ x+h
iy FEMZE@) [ a1 22 p@). o

Definition 6.12. Sei f : [ - C stetig, F' : I — C differenzierbar. F' ist
Stammfunktion zu f <= F'=f.
Schreibweisen: F =: [ f = [ f(z)dz; F(x)= ["f= [ f(¢)dt.

Satz 6.13. Sei f : [ - C stetig mit Stammfunktion F. Differenzierbare
Funktion G : I - C ist auch Stammfunktion zu f < F -G = const.

Beweis: “<=": 0=F'-G'=f-G".
“=" (G-F) =G -F"=f-f=0. Nach Satz sind Re(G - F) und
Im(G - F') sowohl ~ als auch i, daher konstant. [
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