Mathematik fiir Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap 8 Lo6sungen

Esist fir h € R
f(x,y):a:—yzzh <— y==+Vz—h,

fiir x > h. Bel den Hohenlinien handelt es sich um
nach rechts gedffnete Parabeln.

Esist fir h >0

2
glay) =2+ =h = y=£V2h-22,

fiir 22 < h. Bei den Hohenlinien handelt es sich bei
h > 0 um Ellipsen mit den Halbachsenldngen a =
Vh,b = V/2h; im Fall h = 0 besteht die Hohenlinie
nur aus dem Nullpunkt.

a), b)

Esist fir h >0

f(a:,y):y2:h < y:i\/ﬁ. N =1

Bei den Hohenlinien handelt es sich um zur z-Achse 04
parallele Geraden, bzw. die z-Achse im Fall h = 0.

h= 58




Esist fuir0<h <1

"///
9($7y)=m:h = y=+v1—-h2—2z2

e

fiir 22 < 1 — h2. Bei den Hohenlinien handelt es sich
um Kreise um den Ursprung mit Radius v/1 — hZ2.

3D-Plot zu f
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sowie

p
Zl a1j(z; + y;)
J:

flxt+y)=A-(z+y)=

P
> amj(25 +y;)
j=1
p P P P
> a1;Tj + Z a1;Y; Y. a15; > a15Y;
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p P P
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P
b) Weil fi(x) = > aijjxj, i=1,...,m, ist fiir j € {1,...,p}
j=1

0; fi(x) = asj; also ist  Df(z) = (9;fi()) i=1,..m = A.

Jj=1,...,p

Setzen wir ¢; := f(eW)), j=1,...,p, so gilt fiir z € R?

p p p
= F(D_wje?) (535) Y oaif(e) = JZ::I%‘CJ‘ =ca

j=1 ' j=1

[5.] a)

Sei yo € R fixiert. Falls yo = 0, so ist f(z,y0) = 0 fiir alle z € R, also ist die Funktion
x — f(z,y0) stetig. Fiir yg # 0 ist © — f(x,y0) = foz als Quotient zweier in R stetiger
Funktlonen nimlich  — x - yo und = — 2?2 + 43, selbst wieder stetig. Man beachte, dass
stets 22 + yo > 0 ist.

Analog argumentiert man fiir y — f(zg,y) bei fixiertem zy € R.

b) f ist in (0,0) nicht stetig: Wéhle Folge (z,,yn),n € N, mit z,, = y, # 0 und z,, — 0,
z.B. x, = % = y,. Dann ist

famm) =2 =L L0 0,0
=== = — = .
myn 2:172 2 N—s00 2 b

c) Nein, denn (£,1) — (0,0) und (£,0) — (0,0), aber f(L,1) — 1 (siehe b)) und
f(£,0) — 0 (siehe a)).
Anders ausgedriickt: Die Funktion

9@y = 53 v

(z,y) € R\{(0,0)},



148t sich in (0,0) nicht stetig ergénzen.

a)
Fiir y > 0(t > 0) ist y = 3 = (12)2 = a2; }
filr y <O0(t<0)ist y=13=—|t)3 = —(|t2)2 = —a2. s
Also , .
y==xx2, x>0. g
b) =
2t .
7(t) = <3t2) IOl = VAP 9 = AT er.
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1
= —(V133 -8) =
27( 13 8) 1.44

Schaubild  der  Kurve f fiir
, t € [~1.5,1.5]. Wegen y = +3/ liegt
Zu (+) Die Funktion G(t) = (% =+ t2) 2 ist Stammfunktion bei x = 0 eine Waagrechte Tangente

zu 3ty /% +12,t € R, denn vor.

1
G'(t)=3 (5 +1%)% -2t =3t/5 + 1t

Es ist
h(t) = <¢§(t)) teo,1]
e (1))’ Y
/
v = (o 20) = 0 (350). ren,
IO = @' (t)-p(t) - VA+99%(t), tel0,1],
©'(t)>0
1 1
L(h)—3/<p’(t)-<p() %—i—go 3/uy/—|—u2du — L(f) (wie in Aufg. 6c)),
0 0
wobei wir in der letzten Zeile die Substitutionsregel mit v = ¢(t),du = ¢'(t)dt sowie
©(0) =0,p(1) = 1 verwendet haben.
a)
Es gilt



/\/ dt cost

gl

©g(tysine))? dt

N

) cost — g(t) sint] 24 [g/(t)sint + g(t) cost] at

Ng

[0}

- [cos? t + sin? ¢]

- / P+ g0 di

+g(t)*-

[cos?t + sin? ¢] dt

(beim Ausquadrieren heben sich die gemischten Terme gegenseitig auf).

b) Mit g(t) = t?> und der Formel aus a) gilt

1
L(f) = O/\/t4+4t2 :0/ V24 4dt = 3[(t2+4)%};:é(\/5-5—8)%1.06.

[9.] )

Esist fuirte I

1O =

also || f/(t)[| = [t],t € I. Fiir t > 0 ist k= (

b) Nach (8.7) ist

o=

cost —

tsint — cost
sint +tcost —sint

/|t\dt
c) Wertetabelle:
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[10.] a)

Es ist unter Anwendung der Quotientenregel fiir (x,y) € U

0o f (. y) = (@ +y?) y—22-2y  —aPy+y® y y* — 2’

r ’ ($2+y2)2 ($2+y2)2 (:E2_|_y2)2
22— 2

0, = .. log ... = ¢ — 5.

yf(x,y) analog T 2+ 02

b) Mit (24, yn) = (2,1) — (0,0) gilt  Ipf(zn,yn) =0 — 0.
om =N — (L : = o~y Yn®
Mit (Zn,n) = (0, ) — (0,0) gilt Oz f(Tn,n) = Tt =1 — 0.

Wie schon f, so lassen sich auch 0, f und 9, f nicht in (0,0) stetig fortsetzen.

1] @)

Es ist
sinycosz xcosycosz —xsinysinz
Df(x,y,z) = | sinysinz zcosysinz zsinycosz
cos Yy —xrsiny 0

b) Die Entwicklung nach der letzten Zeile der Matrix D f(x,y, z) liefert die Determinante

det Df(z,y,z) = cosy[wcosycosz~wsinycosz+xsinysinz . :ccosysinz]

—i—a:siny[sinycosz-a:sinycosz—i—sinysinz-xsinysinz] +0
=z2. [coszys.inycos.22+(3os2ysi1f1ysin2z—l—s,in?’yCOSQ,z—i—Sin?’ysin2 z]
=2% [cos?ysiny -1 +sin’y - 1]
= z2siny - [0082y+sin2 y]

2

= zx“siny.

2 |
. —rsint
Es gilt grad f(z,y,2) = (yz,zz,2y) und ¢ (t)=| rcost

h

Gemif der Kettenregel aus 8.3.3 ist
F'(t) = (fog)'(t) = grad f(g(t))g'(t)
—rsint
= (rhtsint, rhtcost, 12 sintcost)- rcost
h

= —r?htsin®t + r’ht cos’t + r2hsint cost

= r2ht[ —sin®t + cos® t] +r2hsint cost

1
= r?htcos(2t) + §r2h sin(2t),

wobel wir die Additionstheoreme



sin(2t) = 2sintcost cos(2t) = cos? t — sin? ¢
verwendet haben.

b) Esist F(t) = f(g(t)) = r?htcostsint, also mit der Produktregel
F'(t) = rzh[costsint — tsin®t + t cos? t]
1
=r%h [5 sin(2t) + ¢ cos(2t)]

1
= 12ht cos(2t) + §r2h sin(2t).

a)
Mit gradg = (01g, 029, 03g) und rot f = (Oa2f3 — O3f2, O3f1 — O1f3, O1fa — D2 f1)

lautet die erste Komponente von rot (grad g)
02039 — 03029 = 0 (siehe Satz 1 in 8.3.5),
ebenso die zweite und dritte Komponente.

b) Es ist, wieder mit Satz 1 in 8.3.5,

div (rot f) = div(9afs — 03f2, O3f1 — O1f3, O1f2 — Daf1)
= 0102f3 — 0103 fa + 0203 f1 — 0201 f3 + 0301 fo — D302 /1 = 0.

Angenommen, es gibt ein solches f : R> — R mit

grad f(z,y) = (Of(z,y), Oyf(x,y)) = (€_I3y47€_g;4y3).

Dann ist f sogar zweimal stetig partiell differenzierbar:

Op0nf(z,y) = e V" . (=322y")
0yOuf (w,y) = e - (—4ay®)
By0yf(,y) = e - (=3a"y?)
D0y f(x,y) = ™V - (—da’y?)

und nach Satz 1 in 8.3.5 miifite 0,0, f(z,y) = 0,0, f(z,y) gelten, was aber nicht der Fall ist.

Esist f(z,y) = y® = e*™¥. Damit folgt

grad f(z,y) = (V- Iny, eV )
y

Y
exlny -lny- % _|_€xlny % _exlny . ﬁ _|_€xlny X gé

e:rlny_ln2y emlny_lny_z_i_ezlny_l)



Ferner ist

grad f(1,1) = (0, 1) und H(1,1) = (;’ 01>

[16.] a)

Fir f(z,y) = 22 +y?ist grad f(z,y) = (2z, 2y); ausserdem ist fiir h = (cos @, sina) ||h|| =
VcosZ o + sin? o = 1. Nach dem Satz in 8.3.4 ist die Ableitung von f in Richtung h gegeben
durch

onf(z,y) =< grad f(z,y), h > = 2xcosa + 2ysin .

Fiir (z,y) = (0.5, 0.5) und o = T ergibt sich 9, f(0.5,0.5) = 1v2+1v/2=2.
Die Richtung des steilsten Anstiegs im Punkt (0.5,0.5) ist gegeben durch
grad f(0.5,0.5) = (1,1),

und die Ableitung von f in Richtung (1, 1), also in Richtung h = (%ﬂ, %\/5) ist O, £(0.5,0.5) =
V2.

b) Fiir f(z,y,2) = x cosysin z ist
grad f(x,y,z) = (cosysinz, —xrsinysinz, xcosycosz);

ausserdem ist fir h = (V8, —1, 4) [|h|| = v8+1+16 = 5. Sei v := 1 - h. Dann ist die
Ableitung von f in Richtung v gegeben durch
1 : o 4
Of(z,y,2) = gx/gcosysmz + srsinysinz + 5L COSY COS 2.
Fiir (z,y,2) = (5, 5, §) ergibt sich

T 1 1
Of(5.55) = 0+5V3+0 = SV3.

a) v
L) v v 2% 1
Hier ist g'radf(:r,y) = (y - ?? xr — ?) und Hf(il),y) - ( 1 2;&)

b)Fﬁrx:y:Wist

Hi(VV,VV) = (25 1) = (2 1) =: H.

1%
1 2V 12

Wegen det H=4—1=3>0 und Hy; =2 >0 ist H positiv definit.

2
Es ist grad f(z,y) = (32 — 3y, 3y*> —3z) = (0,0)
— 22—y=0 und y?—2=0

<~ (z,y) =(0,0) oder (z,y)=(1,1)



(letzteres erhilt man durch Einsetzen von x = y? in die Gleichung z? — y = 0, was zu
y* —y = 0 fiithrt, woraus fiir y # 0 y3 = 1, also y = 1 folgt).

Hyi(z,y) = (g 6—y3>.

3); wegen det H(0,0) = —9 < 0 ist Hf(0,0) indefinit und es liegt kein

b) Die Hessematrix lautet

O —
-3 0
lokales Extremum im Punkt (0,0) vor, sondern ein Sattelpunkt.

Hy(1,1) = _63 _63>; wegen det Hy(1,1) =36 —9 = 27 > 0 und Hy(1,1);; = 6 > 0 ist

H¢(1,1) positiv definit. Bei (1,1) hat f also ein lokales Minimum.

Esist  grad R(a,b) = (0,R(a,b), OyR(a,b))

= (D2 — (a+ b)) - (<), Y20 — (a+bw) - (<) ).

i=1 i=1

H(0,0) = <

3

grad R(a,b) = (0,0) fithrt zu dem in a und b linearen Gleichungssystem

n n
Zyi—na—bei =0
i=1 i=1
n n n
Z:I:Z'yi—az:ri —bz:n? =0
i=1 i=1 i=1

bzw., nach Division durch n,

a +b-x =7
1< 1<
- 2
am+bn2xi: nz;xlyl
i= i=

Setzen wir a = — bT in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich

1 < 1<
f@—be—i—baZx? = n;xzyz

i=1
bzw.

1 z": e

n TiYi — XY —

b — "z _ry-ry
13,2 =2 x2 — 72
i=1
n n

(man beachte: der Nenner 148t sich auch schreiben als 1 3~ 2? —2% = 1 3" (2; —7)? und ist

i=1 i=1
# 0 weil nicht alle x; identisch sind). Fiir a bekommt man dann

o T Y-TY
L



Die Funktion R hat also hochstens ein lokales Extremum, und zwar in (a, l;) mit

-y Yy ~ T Y—
xre —xT

<

-z
1‘2—T2

Man iiberlegt sich leicht (z.B. mit Hilfe der Hessematrix Hg(a, b)), dass in (a,b) tatsichlich
ein (globales) Minimum vorliegt (!)

Zu maximieren ist

P
f(z) = Ing(z) = Znilnxi, zeU,
=1

unter der Nebenbedingung (NB)
hMz) = o1+ ...4+2,—1 = 0.

Mit
grad f(z) = (E,...,@) und gradh(z) = (1,...,1)
I xp
und dem Lagrangeparameter A liefern die Bestimmungsgleichungen grad f(z) = A+ grad g(x)
L W
I iL‘p

P

also r; = %, i = 1,..., p. Setzt man in die NB ein, so erhilt man A = ) n; als einzige Losung.
i=1

Damit ist die gesuchte Stelle x*, bei der laut Angabe ein Maximum vorliegt, gegeben durch

p

xt = (%, s %) mit A ::Zni.

=1

Zu maximieren ist
V(:E?y)’z) = T-Y-z l’,y,Z>O,

unter der Nebenbedingung (NB)
F(x,y,z) = zy+2zxz+yz—Fy = 0.
Mit
gradV (z,y,z) = (yz, vz, zy) und gradF(z,y,z) = (y+2z, x+ 2z, 2z +y)
und dem Lagrangeparameter \ lauten die Bestimmungsgleichungen

yz + A (y+22) =0
zz + A (x+z2) =0
ry + A2z +y) = 0.

10



A kann nicht 0 sein, denn sonst wire yz = xz = xzy = 0, woraus aufgrund der NB Fjy = 0 sein
miifite.
Multiplikation mit x bzw. y bzw. z liefert

xyz + N (xy+222) = 0 (I)
xyz + A (zy+yz) =0 (II)
xyz + A (2rz+yz) =0 (I11).

Aus I-IT erhdlt man wegen A # 0 2zz = yz, d.h. 2z =y.
Aus I-III bekommt man damit xzy = 2zz, d.h. y = 2z, also ist £ = z. Eingesetzt in die NB
ergibt

Fy = 222 + 222 + 222 = 622,

dh.z=2z= \/% und y = 2+ /%2, In der Tat (!) handelt es sich bei

(2 o)

um eine Maximumestelle von V unter obiger NB. Der Hiihnerstall hat dann die Gestalt eines
»,doppelten Wiirfels“.
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