
Mathematik für Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap 8 Lösungen

1.

Es ist für h ∈ R

f(x, y) = x− y2 = h ⇐⇒ y = ±
√

x− h,

für x ≥ h. Bei den Höhenlinien handelt es sich um
nach rechts geöffnete Parabeln.
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Es ist für h ≥ 0

g(x, y) = x2 +
y2

2
= h ⇐⇒ y = ±

√
2h− 2x2,

für x2 ≤ h. Bei den Höhenlinien handelt es sich bei
h > 0 um Ellipsen mit den Halbachsenlängen a =√

h, b =
√

2h; im Fall h = 0 besteht die Höhenlinie
nur aus dem Nullpunkt.
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2. a), b)

Es ist für h ≥ 0

f(x, y) = y2 = h ⇐⇒ y = ±
√

h.

Bei den Höhenlinien handelt es sich um zur x-Achse
parallele Geraden, bzw. die x-Achse im Fall h = 0.

h =  .58

h =  .58

h =  1

h =  1
y

x

2.0

2.0

1.6

1.2

1.6

0.8

0.4

1.2

0.0

−0.4

0.8

−0.8

−1.2

0.4

−1.6

−2.0

0.0−0.4−0.8−1.2−1.6−2.0

1



Es ist für 0 ≤ h ≤ 1

g(x, y) =
√

1− x2 − y2 = h ⇐⇒ y = ±
√

1− h2 − x2,

für x2 ≤ 1 − h2. Bei den Höhenlinien handelt es sich
um Kreise um den Ursprung mit Radius

√
1− h2.
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3. a)

Mit

f(x) = A · x =




a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amp


 ·




x1
...

xp


 =




p∑
j=1

a1jxj

...
p∑

j=1
amjxj



∈ Rm

ist

f(λx) = A · (λx) =




p∑
j=1

a1jλxj

...
p∑

j=1
amjλxj




= λ ·




p∑
j=1

a1jxj

...
p∑

j=1
amjxj




= λ ·Ax = λ · f(x)
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sowie

f(x + y) = A · (x + y) =




p∑
j=1

a1j(xj + yj)

...
p∑

j=1
amj(xj + yj)




=




p∑
j=1

a1jxj +
p∑

j=1
a1jyj

...
p∑

j=1
amjxj +

p∑
j=1

amjyj




=




p∑
j=1

a1jxj

...
p∑

j=1
amjxj




+




p∑
j=1

a1jyj

...
p∑

j=1
amjyj




= f(x) + f(y).

b) Weil fi(x) =
p∑

j=1
aijxj , i=1,...,m, ist für j ∈ {1, ..., p}

∂jfi(x) = aij ; also ist Df(x) =
(
∂jfi(x)

)
i=1,...,m
j=1,...,p

= A.

4.

Setzen wir cj := f(e(j)), j = 1, ..., p, so gilt für x ∈ Rp

f(x) = f
( p∑

j=1

xje
(j)

)
=

(8.35)

p∑

j=1

xjf(e(j)) =
p∑

j=1

xjcj = cT · x.

5. a)

Sei y0 ∈ R fixiert. Falls y0 = 0, so ist f(x, y0) = 0 für alle x ∈ R, also ist die Funktion
x 7−→ f(x, y0) stetig. Für y0 6= 0 ist x 7−→ f(x, y0) = x·y0

x2+y2
0

als Quotient zweier in R stetiger

Funktionen, nämlich x 7−→ x · y0 und x 7−→ x2 + y2
0, selbst wieder stetig. Man beachte, dass

stets x2 + y2
0 > 0 ist.

Analog argumentiert man für y 7−→ f(x0, y) bei fixiertem x0 ∈ R.
b) f ist in (0, 0) nicht stetig: Wähle Folge (xn, yn), n ∈ N, mit xn = yn 6= 0 und xn −→ 0,
z.B. xn = 1

n = yn. Dann ist

f(xn, yn) =
x2

n

2x2
n

=
1
2
−→
n→∞

1
2
6= 0 = f(0, 0).

c) Nein, denn ( 1
n , 1

n) −→ (0, 0) und ( 1
n , 0) −→ (0, 0), aber f( 1

n , 1
n) −→ 1

2 (siehe b)) und
f( 1

n , 0) −→ 0 (siehe a)).
Anders ausgedrückt: Die Funktion

g(x, y) =
x · y

x2 + y2
, (x, y) ∈ R2\{(0, 0)},
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läßt sich in (0, 0) nicht stetig ergänzen.

6. a)
Für y ≥ 0 (t ≥ 0) ist y = t3 = (t2)

3
2 = x

3
2 ;

für y ≤ 0 (t ≤ 0) ist y = t3 = −|t|3 = −(|t|2) 3
2 = −x

3
2 .

Also
y = ±x

3
2 , x ≥ 0.

b)

f ′(t) =
(

2t
3t2

)
; ||f ′(t)|| =

√
4t2 + 9t4 = |t|

√
4 + 9t2.

c)
L(f) =

1∫

0

t
√

4 + 9t2 dt = 3

1∫

0

t

√
4
9

+ t2 dt

=
(+)

[(4
9

+ t2
) 3

2

]1

0
=

(4
9

+ 1
) 3

2 − (4
9
) 3

2

=
1
27

(√
133 − 8

) ≈ 1.44

Zu (+): Die Funktion G(t) =
(

4
9 + t2

) 3
2 ist Stammfunktion

zu 3t
√

4
9 + t2, t ∈ R, denn

G′(t) = 3
2 ·

(
4
9 + t2

) 1
2 · 2t = 3t

√
4
9 + t2.
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Schaubild der Kurve f für
t ∈ [−1.5, 1.5]. Wegen y′ = ± 3

2

√
x liegt

bei x = 0 eine waagrechte Tangente
vor.

7.

Es ist

h(t) =
(

ϕ2(t)
ϕ3(t)

)
, t ∈ [0, 1],

h′(t) =
(

2ϕ(t) · ϕ′(t)
3ϕ2(t) · ϕ′(t)

)
= ϕ′(t) ·

(
2ϕ(t)
3ϕ2(t)

)
, t ∈ [0, 1],

||h′(t)|| =
ϕ′(t)>0

ϕ′(t) · ϕ(t) ·
√

4 + 9ϕ2(t), t ∈ [0, 1],

L(h) = 3

1∫

0

ϕ′(t) · ϕ(t)

√
4
9

+ ϕ2(t) dt = 3

1∫

0

u

√
4
9

+ u2 du = L(f) (wie in Aufg. 6c) ),

wobei wir in der letzten Zeile die Substitutionsregel mit u = ϕ(t), du = ϕ′(t) dt sowie
ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1 verwendet haben.

8. a)

Es gilt
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L(f) =

β∫

α

√[ d

dt
(g(t) cos t)

]2 +
[ d

dt
(g(t) sin t)

]2
dt

=

β∫

α

√[
g′(t) cos t− g(t) sin t

]2 +
[
g′(t) sin t + g(t) cos t

]2
dt

=

β∫

α

√
g′(t)2 · [cos2 t + sin2 t] + g(t)2 · [cos2 t + sin2 t] dt

=

β∫

α

√
g′(t)2 + g(t)2 dt

(beim Ausquadrieren heben sich die gemischten Terme gegenseitig auf).

b) Mit g(t) = t2 und der Formel aus a) gilt

L(f) =

1∫

0

√
t4 + 4t2 dt =

1∫

0

t ·
√

t2 + 4 dt =
1
3

[(
t2 + 4

) 3
2

]1

0
=

1
3
(
√

5 · 5− 8) ≈ 1.06.

9. a)

Es ist für t ∈ I

f ′(t) =
(

cos t− t sin t− cos t
sin t + t cos t− sin t

)
=

(−t sin t
t cos t

)
,

||f ′(t)||2 = (−t sin t)2 + (t cos t)2 = t2 sin2 t + t2 cos2 t = t2,

also ||f ′(t)|| = |t|, t ∈ I. Für t > 0 ist f ′(t)
||f ′(t)|| =

(− sin t
cos t

)
, für t < 0 ist f ′(t)

||f ′(t)|| =
(

sin t
− cos t

)
.

b) Nach (8.7) ist

L(f) =

π∫

−π

|t| dt = 2 ·
π∫

0

t dt = π2.

c) Wertetabelle:

t −π −π
2 0 π

2 π

x(t) π 1 0 −1 −π

y(t) −1 π
2 1 π

2 −1

Skizze: 1.6
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3210−1−2−3
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10. a)

Es ist unter Anwendung der Quotientenregel für (x, y) ∈ U

∂xf(x, y) =
(x2 + y2) · y − 2x · x y

(x2 + y2)2
=

−x2y + y3

(x2 + y2)2
= y

y2 − x2

(x2 + y2)2

∂yf(x, y) = ... analog ... = x
x2 − y2

(x2 + y2)2
.

b) Mit (xn, yn) = ( 1
n , 1

n) −→ (0, 0) gilt ∂xf(xn, yn) = 0 −→ 0.

Mit (x̃n, ỹn) = (0, 1
n) −→ (0, 0) gilt ∂xf(x̃n, ỹn) = 1/n3

1/n4 = n −→∞.
Wie schon f , so lassen sich auch ∂xf und ∂yf nicht in (0, 0) stetig fortsetzen.

11. a)

Es ist

Df(x, y, z) =




sin y cos z x cos y cos z −x sin y sin z
sin y sin z x cos y sin z x sin y cos z

cos y −x sin y 0


 .

b) Die Entwicklung nach der letzten Zeile der Matrix Df(x, y, z) liefert die Determinante

detDf(x, y, z) = cos y
[
x cos y cos z · x sin y cos z + x sin y sin z · x cos y sin z

]

+ x sin y
[
sin y cos z · x sin y cos z + sin y sin z · x sin y sin z

]
+ 0

= x2 · [ cos2 y sin y cos2 z + cos2 y sin y sin2 z + sin3 y cos2 z + sin3 y sin2 z
]

= x2 · [ cos2 y sin y · 1 + sin3 y · 1]

= x2 sin y · [ cos2 y + sin2 y
]

= x2 sin y.

12. a)

Es gilt grad f(x, y, z) = (yz , xz , xy) und g′(t) =



−r sin t
r cos t

h


 .

Gemäß der Kettenregel aus 8.3.3 ist

F ′(t) = (f ◦ g)′(t) = grad f(g(t)) · g′(t)

=
(
rht sin t, rht cos t, r2 sin t cos t

) ·


−r sin t
r cos t

h




= −r2ht sin2 t + r2ht cos2 t + r2h sin t cos t

= r2ht
[− sin2 t + cos2 t

]
+ r2h sin t cos t

= r2ht cos(2t) +
1
2
r2h sin(2t),

wobei wir die Additionstheoreme
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sin(2t) = 2 sin t cos t cos(2t) = cos2 t− sin2 t

verwendet haben.

b) Es ist F (t) = f(g(t)) = r2ht cos t sin t, also mit der Produktregel

F ′(t) = r2h
[
cos t sin t− t sin2 t + t cos2 t

]

= r2h
[1
2

sin(2t) + t cos(2t)
]

= r2ht cos(2t) +
1
2
r2h sin(2t).

13. a)

Mit grad g = (∂1g, ∂2g, ∂3g) und rot f = (∂2f3 − ∂3f2, ∂3f1 − ∂1f3, ∂1f2 − ∂2f1)

lautet die erste Komponente von rot (grad g)

∂2∂3g − ∂3∂2g = 0 (siehe Satz 1 in 8.3.5),

ebenso die zweite und dritte Komponente.

b) Es ist, wieder mit Satz 1 in 8.3.5,

div (rot f) = div (∂2f3 − ∂3f2, ∂3f1 − ∂1f3, ∂1f2 − ∂2f1)
= ∂1∂2f3 − ∂1∂3f2 + ∂2∂3f1 − ∂2∂1f3 + ∂3∂1f2 − ∂3∂2f1 = 0.

14.

Angenommen, es gibt ein solches f : R2 −→ R mit

grad f(x, y) = (∂xf(x, y), ∂yf(x, y)) =
(
e−x3y4

, e−x4y3)
.

Dann ist f sogar zweimal stetig partiell differenzierbar:

∂x∂xf(x, y) = e−x3y4 · (−3x2y4)

∂y∂xf(x, y) = e−x3y4 · (−4x3y3)

∂y∂yf(x, y) = e−x4y3 · (−3x4y2)

∂x∂yf(x, y) = e−x4y3 · (−4x3y3)

und nach Satz 1 in 8.3.5 müßte ∂y∂xf(x, y) = ∂x∂yf(x, y) gelten, was aber nicht der Fall ist.

15.

Es ist f(x, y) = yx = ex ln y. Damit folgt

grad f(x, y) =
(
ex ln y · ln y, ex ln y · x

y

)

Hf (x, y) =

(
ex ln y · ln2 y ex ln y · ln y · x

y + ex ln y · 1
y

ex ln y · ln y · x
y + ex ln y · 1

y −ex ln y · x
y2 + ex ln y · x2

y2

)
.
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Ferner ist

grad f(1, 1) = (0, 1) und Hf (1, 1) =
(

0 1
1 0

)
.

16. a)

Für f(x, y) = x2 +y2 ist grad f(x, y) = (2x, 2y); ausserdem ist für h = (cosα, sinα) ||h|| =√
cos2 α + sin2 α = 1. Nach dem Satz in 8.3.4 ist die Ableitung von f in Richtung h gegeben

durch
∂hf(x, y) = < grad f(x, y), h > = 2x cosα + 2y sinα.

Für (x, y) = (0.5, 0.5) und α = π
4 ergibt sich ∂hf(0.5, 0.5) = 1

2

√
2 + 1

2

√
2 =

√
2.

Die Richtung des steilsten Anstiegs im Punkt (0.5, 0.5) ist gegeben durch

grad f(0.5, 0.5) = (1, 1),

und die Ableitung von f in Richtung (1, 1), also in Richtung h = (1
2

√
2, 1

2

√
2) ist ∂hf(0.5, 0.5) =√

2.

b) Für f(x, y, z) = x cos y sin z ist

grad f(x, y, z) = (cos y sin z, −x sin y sin z, x cos y cos z);

ausserdem ist für h = (
√

8, −1, 4) ||h|| =
√

8 + 1 + 16 = 5. Sei v := 1
5 · h. Dann ist die

Ableitung von f in Richtung v gegeben durch

∂vf(x, y, z) =
1
5

√
8 cos y sin z +

1
5
x sin y sin z +

4
5
x cos y cos z.

Für (x, y, z) = (5, π
2 , π

3 ) ergibt sich

∂vf(5,
π

2
,
π

3
) = 0 +

1
2

√
3 + 0 =

1
2

√
3.

17. a)

Hier ist grad f(x, y) = (y − V

x2
, x− V

y2
) und Hf (x, y) =

(
2 V

x3 1
1 2 V

y3

)
.

b) Für x = y = 3
√

V ist

Hf ( 3
√

V ,
3
√

V ) =
(

2V
V 1
1 2V

V

)
=

(
2 1
1 2

)
=: H.

Wegen detH = 4− 1 = 3 > 0 und H11 = 2 > 0 ist H positiv definit.

18. a)

Es ist grad f(x, y) = (3x2 − 3y, 3y2 − 3x) = (0, 0)

⇐⇒ x2 − y = 0 und y2 − x = 0
⇐⇒ (x, y) = (0, 0) oder (x, y) = (1, 1)

8



(letzteres erhält man durch Einsetzen von x = y2 in die Gleichung x2 − y = 0, was zu
y4 − y = 0 führt, woraus für y 6= 0 y3 = 1, also y = 1 folgt).

b) Die Hessematrix lautet

Hf (x, y) =
(

6x −3
−3 6y

)
.

Hf (0, 0) =
(

0 −3
−3 0

)
; wegen detHf (0, 0) = −9 < 0 ist Hf (0, 0) indefinit und es liegt kein

lokales Extremum im Punkt (0, 0) vor, sondern ein Sattelpunkt.

Hf (1, 1) =
(

6 −3
−3 6

)
; wegen detHf (1, 1) = 36 − 9 = 27 > 0 und Hf (1, 1)11 = 6 > 0 ist

Hf (1, 1) positiv definit. Bei (1, 1) hat f also ein lokales Minimum.

19.

Es ist gradR(a, b) = (∂aR(a, b), ∂bR(a, b))

=
( n∑

i=1

2(yi − (a + bxi)) · (−1),
n∑

i=1

2(yi − (a + bxi)) · (−xi)
)
.

gradR(a, b) = (0, 0) führt zu dem in a und b linearen Gleichungssystem

n∑

i=1

yi − na− b
n∑

i=1

xi = 0

n∑

i=1

xiyi − a
n∑

i=1

xi − b
n∑

i=1

x2
i = 0

bzw., nach Division durch n,

a + b · x = y

ax + b
1
n

n∑

i=1

x2
i =

1
n

n∑

i=1

xiyi.

Setzen wir a = y − bx in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich

x y − bx2 + b
1
n

n∑

i=1

x2
i =

1
n

n∑

i=1

xiyi

bzw.

b =

1
n

n∑
i=1

xiyi − x y

1
n

n∑
i=1

x2
i − x2

=
x · y − x y

x2 − x2

(man beachte: der Nenner läßt sich auch schreiben als 1
n

n∑
i=1

x2
i −x2 = 1

n

n∑
i=1

(xi−x)2 und ist

6= 0 weil nicht alle xi identisch sind). Für a bekommt man dann

a = y − bx = y − x · y − x y

x2 − x2
· x.
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Die Funktion R hat also höchstens ein lokales Extremum, und zwar in (â, b̂) mit

â = y − x · y − x y

x2 − x2
· x und b̂ =

x · y − x y

x2 − x2
.

Man überlegt sich leicht (z.B. mit Hilfe der Hessematrix HR(â, b̂)), dass in (â, b̂) tatsächlich
ein (globales) Minimum vorliegt (!)

20.

Zu maximieren ist

f(x) = ln g(x) =
p∑

i=1

ni ln xi, x ∈ U,

unter der Nebenbedingung (NB)

h(x) = x1 + ... + xp − 1 = 0.

Mit
grad f(x) =

(n1

x1
, ...,

np

xp

)
und grad h(x) = (1, ..., 1)

und dem Lagrangeparameter λ liefern die Bestimmungsgleichungen grad f(x) = λ · grad g(x)

n1

x1
= λ, ... ,

np

xp
= λ,

also xi = ni
λ , i = 1, ..., p. Setzt man in die NB ein, so erhält man λ =

p∑
i=1

ni als einzige Lösung.

Damit ist die gesuchte Stelle x∗, bei der laut Angabe ein Maximum vorliegt, gegeben durch

x∗ =
(n1

λ
, ... ,

np

λ

)
mit λ :=

p∑

i=1

ni.

21.

Zu maximieren ist
V (x, y, z) = x · y · z, x, y, z > 0,

unter der Nebenbedingung (NB)

F (x, y, z) = xy + 2xz + yz − F0 = 0.

Mit

grad V (x, y, z) = (yz, xz, xy) und grad F (x, y, z) = (y + 2z, x + z, 2x + y)

und dem Lagrangeparameter λ lauten die Bestimmungsgleichungen

yz + λ · (y + 2z) = 0
xz + λ · (x + z) = 0
xy + λ · (2x + y) = 0.

10



λ kann nicht 0 sein, denn sonst wäre yz = xz = xy = 0, woraus aufgrund der NB F0 = 0 sein
müßte.
Multiplikation mit x bzw. y bzw. z liefert

xyz + λ · (xy + 2xz) = 0 (I)
xyz + λ · (xy + yz) = 0 (II)
xyz + λ · (2xz + yz) = 0 (III).

Aus I-II erhält man wegen λ 6= 0 2xz = yz, d.h. 2x = y.
Aus I-III bekommt man damit xy = 2xz, d.h. y = 2z, also ist x = z. Eingesetzt in die NB
ergibt

F0 = 2x2 + 2x2 + 2x2 = 6x2,

d.h. x = z =
√

F0
6 und y = 2 ·

√
F0
6 . In der Tat (!) handelt es sich bei

(√
F0

6
, 2

√
F0

6
,

√
F0

6

)

um eine Maximumstelle von V unter obiger NB. Der Hühnerstall hat dann die Gestalt eines

”doppelten Würfels“.
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