Mathematik fiir Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap 7 Lo6sungen

[1.] a)
Esist <z,y>=a+1+p=0 << (=—-(1+a)
und
lylI? =e® +1+ 52 =a® +1+ (1 + )’
=2’ +a+1) =6
<:>a2+a—2:0,
also

1 1 9
a1,2=—§i 02542 = _Qi\/;:_gi'

Es gibt also 2 Losungen: a3 =1,06; = =2 und ag = —2, 62 = 1.

b)
1 i 0 —2
a- 1] +8- 0]+~ |-2] = |2
0 1 1 1%
fithrt zu den 3 Gleichungen
at+058 = —2 o = —2-0583
a—2y = =2 == 0.50 = —2v
B+vy =15 v~ = —-05
Also a=-3,08=2,v=-0.5.
Fiir z,y € RP und X\ € R gelten
1] [l|z]|]| =0 <= |z;]=0fiirallei=1,...,p
<~ z;=0flrallei=1,...,p
— =0
2] lzlll = Pa] + .+ Ay = [A[(lza] + 4 J2pl) = (A [l]2]]]
B Me+ylll =lzr+yl+ .+ |2+ ypl
< e gl 4o+ lwpl + lypl = ll]l + 1yl
also ist |||z||| = |z1]| + ... + |zp| eine Norm, nicht aber die Definition |||z||| = |z1| bei p > 2,
)
denn z.B. fiir z = ¢® := | 0 [e R? ist |||z]|| = |0] = 0, aber = # 0. D.h, [1.] ist nicht erfiillt
0

([2.] und [3.] hingegen schon).



[3.] a)

Durch eine Drehung um einen geeigneten Winkel «, d.h. Multiplikation von « und y mit einer
Drehmatrix
_ [cos(a) —sin(a)
D(a) = (sin(a) cos(a) > ’ acR,

(sieche Abschnitt 7.3.1) kann man erreichen, dass einer der beiden Vektoren (o.E. der Vektor
x) auf der positiven horizontalen Achse zu liegen kommt. Dabei bleiben der Winkel ¢, die
Norm und das Skalarprodukt unverindert. Es ist also, wie man leicht nachrechnet,

1D(a) -zl = ||, |[D(a) -yl =lly[l wnd < D(a)r, D(a)y >=<x,y > .
y

A

Wir konnen also annehmen, dass (siehe Skizze)

I Y1 :
T = , T = , mit 1 > 0,y2 > 0.
<0> <y2> Lo

Dann ist, wegen y; = ||y|| - cos ¢,

<z y>=a1-y1 =[] [lyl] - cose.
b) Wegen

llz|| = V25 + 16 + 4 = V45,
Iyl = vVo+ A+ 1= V4,

<z,y>=-15—-8+42=-21
ist cosp = % = —0.8367, also ¢ = arccos(—0.8367) = 2.5620, d.h. ¢ ~ 146.8°.
Lésung mit Aufgabe 3: Wegen cos p € [—1,1] ist
| <@,y > [ =]l [yl - | cosp| < [[[] - [[y]l,

wobei ¢ den Winkel zwischen x und y bezeichnet.

Lésung durch Nachrechnen: Weil
0 < (212 — woyn)? = 2705 + 25Y7 — 2x122Y192,
folgt

| <2,y > |* = (miy1 + 222)” = 21y} + 221220192 + 2395
< 2yt +atys + vyl + asys
=(zi+23) - (yi+93) = |lzII*- lyl)?,

woraus sich durch Wurzelziehen die Behauptung ergibt.



[5.] a)

Mit
A 0 0 ail a2 ais
D=0 X 0], A:=|ax a2 ax
0 0 As asr as2 ass

ist nach Definition der Matrizenmultiplikation

Atair Aaiz Arais Atair A2aiz Azaiz
D -A= )\2&21 )\2@22 )\2&23 und A-D= )\1&21 )\2@22 )\30,23
A3a31 A3asz A3ass3 A1azr A2asz Azass

b) Bei D- A werden die Zeilen von A, bei A-D werden die Spalten von A mit den jeweiligen
Diagonalelementen von D multipliziert.

[6.] a)

Nach Definition der Matrizenmultiplikation ist

011 011 001
A2=A-A=100 1 0o01]l=(oo00
000 000 000
und
000
AB=A-A-A=|000]=0.
000

b) Fir A = (aij)m:l’m,p sei A" = (al(-;-l))i,jzl’_..p. Dann gilt fiir A mit Qi5 = 0, ] < i, dass
al(-;-l) =0firj<i+4+n-—1,

d.h. unterhalb der n-ten oberen Nebendiagonalen von A™ stehen lauter Nullen.
Beweis durch vollstéindige Induktion nach n:

Induktionsanfang: n =1 klar nach Voraussetzung an A.

Induktionsschluss: n — mn+1: Sein > 1 und gelte al(-;z) =0firj<i+n-—1.
Dann ist fir j <i4+n<p

p p
(n+1) _ (n) o (n) o
Q;; —Z“ik CAkj = Z a; - aky = 0,
k=1 k=i+n

da ap; =0 fiir j <i+n <k

Wir entwickeln die Determinante nach der 1. Spalte und erhalten

L @2 s a22 a23 a12 a13 @12 a13
det | a1 as as3 | = aqy - det — a9y - det ! + aszy - det
a32 a33 a32 a3z3 22 a23
a3l azz ass

= a11(ag2as3 — agzasz) — az1(ai2a3s — a13as2) + asi(ai2azs — a13a22)

= 11022033 + 012023031 + A13021032 — 13022031 — A11023032 — A12021033.



Bsist D) D(B) = (

cosacos 3 — sinasin (8 — cosasin § — sin v cos 3
sin acos B + cos asin 8 — sinasin B + cos a.cos 3

_ cos(a+ 3) —sin(a+4)\
Add.theoreme ( sin(a + f3) cos(a + ) > = D(a+ ).

a)

Es ist < v,a > =v1a1 + v2as + vsas
= (a2b3 — agbs) - a1 + (azby — a1b3) - as + (a1ba — azby) - a3
= ajazbz — a1boaz + brasas — arazbs + ajbaaz — brazas
= 0.

Ganz analog rechnet man nach, dass auch < v,b >= 0.
b) Esist mit < a,b >=||a|| - ||b]| - cos ¢

[lalf? - [[b]f - sin® = [[al|* - |[B]|* - (1 = cos? p)
= [lal[>-[[b]]*= < a,b >?
= (a% + a% + ag) . (b% + b% + bg) — (a1b1 + agby + CL3l)3)2
= aibi + aib3 + aib; + a3bi + azbs + azby + a3bi + a3bs + a3bs
— a%b% — a%bg — a%b% — 2a1b1a2b2 — 2a1b1a3b3 — 2a2b2a3b3.
Andererseits ergibt sich
o> = v} + v3 +v3 = (azbs —agb2)® + (asby —a1bs)® + (a1by — agby)?
272 272 272 272 272 272
= a2b3 — 2a2b3a3b2 + a3b2 + a3b1 — 2a3b1a1b3 + a1b3 + (1162 — 2a1b2a2b1 + a2b1.
Man sieht durch Vergleich der Terme, dass
1ol = llal[? - [[b]|* - sin® ¢,

woraus sich wegen sin ¢ > 0 fiir 0 < ¢ < 7 die Behauptung ergibt.

c) Esist <w,c>=wvic1 +v2c2 + v3C3
= (agbs — agbz) - c1 + (asby — a1bs) - ca + (a1by — asby) - 3
= a1bacs + bicaas + crasbs — c1bsas — a1cobs — brascs

= detA
Aufgabe 7

A

regulir (detA=2-1=1%#0)
pos. definit (a;; =1>0,det A =1>0)

< 1 1) symmetrisch
-1

4



-1 0 0 symmetrisch, Diagonalmatrix
B:=]10-2 0 reguldr (det B =—6 #0)
0 0-3 neg. definit (27 Bz = —2% — 223 — 323 < 0 fiir alle z # 0)
1 00 regulér (detC = —6 # 0)
C:=10 2-3 indefinit (27Cx=1>0 firz=e" =(1,0,0)7,
0 0-3 2TCx=—-3<0 firz=e® =(0,0 ))
(1) 71 (1) 8 singuldr (det D = 0)
D= o _1 1| indefinit (z™Dzx=1>0 firz =e® =(1,0,0,0)7,
- TDy = — ( ) = r
95 1 01 ' Dr=-1<0 firz=e (0,1,0,0)")
1100
. 1010 . . .
Sei A := 100 1 und seien aq, as, as, as die Spaltenvektoren von A. Es sind a9, ag, as
2101

o~

unabhéngig (sofort klar!) und aq, a9, a3, as abhingig, denn a1 = ag + a3 + a4. Also ist der
Rang von A gleich 3; wir schreiben dafiir kurz: Rang(A) = 3.

Sei B := a - b’. Die Spaltenvektoren von B sind bia, ..., bpa. Wegen a, b # 0 sind diese nicht
alle der Nullvektor, also ist Rang(B) > 1.

Je zwei der Spaltenvektoren sind linear abhiingig, also ist Rang(B) < 1. Insgasamt haben
wir also: Rang(B) = 1.

Bei der dritten angegebenen p x p-Matrix C' (untere Dreicksmatrix mit lauter Einsen auf und
unterhalb der Diagonalen) sieht man sofort, dass die Spalten von C' linear unabhingig sind;
es ist also Rang(C) = p.

)
Ax = b bedeutet lag + 229 =5 (I
—x1 4+ 39 =25 (I1)

Wir 16sen (I) nach z; auf (1 = 5 — 222) und setzen in (II) ein:

—(5 — 21’2) + 3x9 = 2.5
<~ Hx2=175
o = 1.5

- T =2

Die Losung des obigen linearen Gleichungssystems (LGS) ist also x = (1?5).
b) Esist

P 1 /3-2\_1 (3-2\_(06-04
T detA \1 1) 5 \1 1) \o2 02)°
“1, (06 -04Y (5 _ (2
A b‘(o.z 0.2> (2.5)‘(1.5)'

)

Damit ist



c) Mit Hilfe der Cramérschen Regel berechnet sich die Losung des obigen LGS wie folgt:

5 2 1 5
det (2.5 3> 10 det (—1 2.5> 75

NETGwd 20 T dwa s

13.] a)

Die Eigenwert-Gleichung (7.27) lautet hier

(1926 1) ==
(4 55) ()= (0): (+)

(4+) hat genau dann eine Losung x # 0, wenn

—4-X 6
P(\) = det< 1 3_)\> =0,

bzw.

d.h. wenn P(A) = (=4 —A)(3 —X) +6 = 0, also A> + A — 6 = 0. Die Losungen dieser
quadratischen Gleichung sind Ay = —3 und Ay = 2.

-1 6 To

le{c- (?),ceR}.

> fiir ¢ # 0 Eigenvektoren zum Eigenwert A\ = —3.

b) (+) aus a) lautet jetzt fir A = A\; = —3: <_1 6) . (m1> = <8> Dieses LGS hat als

Lésungsmenge

Damit sind ¢ - ((1;

Fiir A = Ao = 2 lautet (+) <_§ ?) : <z1> = (8) Dieses LGS hat als Losungsmenge
- 2

LQ:{C- G),CER}.

o 1 . .
Damit sind ¢ - ( > fiir ¢ # 0 Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 2.

1
a)
Fiir z,y € R? gilt mit P,z =< a,z > -a

< P,y >=<<a,xz>ay>=<azx>-<a,y>
=<z,0a> -<a,y>=<z,<a,y>a>=<z,FPy>.



Nun folgt mit P, - P, = P, und S, = I3 — 2P,, dass

< Sax, Say > = < Isx —2P,x, Isy — 2P,y > = <x —2P,x,y — 2Py >
=<z,y>-2<Px,y>—-—2<x,Py>+4< Pz, Py >
=<z,y>-4<zx,Py>+4<x,P, - Pyy>
=<z,y>—-4<x, Poy>+4<z,Py>=<uz,y>.
b) Sa-Sa= (I3—2P,) - (I3 — 2P,) = I3 — 2P,I3 — 2I3P, + 4P?2
= I3 —4P, + 4P, = I3,

wieder unter Verwendung von P, - P, = P,.
1
c) Wir kénnen o.E. annehmen, dass a = ) = (8) d.h. es wird an der (x,x3)-Ebene
gespiegelt. Damit ist
-1

00 00
Sa=Sm=L-2-1000|=[0 10
00 0 01

S O =

und  det(S,1) — Al3) = (=1 — A) - (1 — \)2, woraus die Behauptung folgt.
Begriindung fiir obige Annahme: Sei D Drehmatrix im R3, die den Vektor a auf e abbildet.
Dann ist S, = D71+ S - D und
det(S, — M3) = det(D™1S 1yD — \I3)
= det (D(S,m) — AM3)D)

= det D71 - det(S 1y — AI3) - det D

e

1
= m . det(Se(l) — )\I3) . detD

= det(Seu) - )\Ig),

also haben S, und S, u) dasselbe charakteristische Polynom und damit auch dieselben Eigen-
werte.
ajal asal asaq
d) S, hat die Eigenwerte A\ = Ao =1, \3 = —1. Mit S, = I3 — 2 | ajas agas aszas | folgt
ajas asgaz asas
wegen ||a|| = 1, dass
Spur von A =1 —2a} 4+ 1 —2a3 +1 — 243
=3 —2(a} + a3 + a3)
=3—-2-1 =1= X +X+ 3.
Ferner ist mit c)
det S, = det(D™'S_1)D) = det D! det .1y det D = det S,1) = —1 = Ay - A2 - As.
e) Der Vektor a := (\_/—%, %, 0)T hat [|a|| = 1 und steht senkrecht auf E, denn < a,e®) >=0
und < a, (1,1,0)7 >= 0. Demnach ist

0.5 =05 0 010
Se=13—-2-1-05 05 0]=1100
0 0 0 001



1 0 -1
und <1> , (O) sind Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = Ao = 1 und ( 1 ) ist ein Figen-
0 1 0

vektor zum Eigenwert A3 = 0, was man jeweils auch durch Nachrechnen bestétigt, denn es

(@)

ist

n

()= ()= (0
S,-(1)=1-({1), S,-(0]=1-(0],
0 0 1 1
[15.] a)

Wir setzen g und h gleich (x,y # 0)
a+ Ax=0b+ uy,

haben also

Also

2\ —pu =0 wo= 2\
A —0.5p = 0.5} —

Der Schnittpunkt ist demnach
1 2 0.5
P= <1.25) -0 (—1) B (1.5> '

<zy> 15 15
=l -llyll - vBv125 25
und damit ¢ = arccos0.6 = 0.9273..., also ¢ ~ 53, 1°.

b) Es ist
0.6

cosp =



